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ZAREE 1956—1957 两 个 学 年 中 国 科学 院 数学 研究 所 与 北 
京 大 学 数学 力学 条 泛 隐 分 析 章 门 化 用 的 衣 各 基础 上 糊 成 的 。1956 年 度 
来 到 数学 研究 所 的 大 学 黑 业 生 除 个 别 外 根本 未 学 过 泛 丁 分 析 的 车 础 知 
” 识 , 因 此 必须 为 他 们 补充 这 种 知识 , 以 便 走 上 研究 的 道 咯 。 当 时 ， 我们 
采取 的 方式 是 这 样 的 ， 自 泛 尔 分 析 租 中 说 来 担任 音 师 的 儿 位 同志 一 
“ 甸 方 增 同 志 , 兹 康 辐 志和 我 拟 出 计划 与 担纲 ,由 浓 华 同 翅 侧 按照 提 简 自 
己 话 写 庆 稿 、 自 己 在 时 座 班 上 报告 其 中 有 些 部 分 是 我 们 三 人 动手 写 
的 。 这 是 这 份 法 义 的 前 身 。1957 RE; 在 北京 大 学 发 立 证 桓 分 析 专 
Ft EVE AEBUIZ VLA WEE DR EE A IB LT, 260b ARAIA Brügst 
稿 基 础 上 ;重新 改写 。 一 方面 是 把 不 同 的 同志 分 别 写 的 加 以 柔 统 化 ,和 名. 
前 与 符 续 加 以 统一 ,等 等 ; 另 一 方面 往 排 与 证 明 也 改变 得 很 多 。- 特别 我 
习 注 意 在 这 一 装 菏 础 课 中 也 寂 苛 能 提出 一 些 思考 问题 ， 举 出 有 关 的 最 
新 文献 。 当 然 ,在 这 样 一 个 基础 井中 ,所 能 接触 的 还 不 一 定 是 泛 丙 分 析 
自前 发 展 主流 中 的 赔 题 ;其 中 往往 是 塔 养 思 考 时 很 符 易 提出 的 问题 , 它 
俏 的 解决 也 往往 不 一 定 需 要 特 浆 的 工具 ,也 起 是 如 此 ,把 它 俩 摆 在 这 一 
基础 教程 中 才 有 意义 ;特别 可 以 为 学 年 睛 交 与 野史 得 文 棍 供 一 些 炎 过 
^ ENDE NAME UM, B NTÉLUAERHBA T. 我 们 
S ELDER E CER s DE 638 03 IBS CER Se MUR NES AERE: 
Banach, S, Théorie des opérations linéaires, (1932) 富有 入 - 
发 性 ,但 不 适 于 初学 ,而 县 材料 只 限于 Banach 空间 ,不 够 下面 ,内 容 广 
Bim rA T uS. 
"IcrepumE, JI. A,-Coóonen, B. H.: 话机 数 分 析 构 要 ， EDUK H 
且 从 其 内 容 看 也 适合 于 作 教材 用 ,但 我 们 觉得 材料 过 少 ,作为 专门 化 梧 
RUTES EERE.. 
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了 OoTMOTODOE，A， 互 -再 oXEH，C，B.:， Uis iE PIAUIDb AE — MB 
书 的 第 一 分 册 , 这 一 分 册 内 容 不 多 ， 后面 的 儿 册 还 未 出 版 , 暂时 无 法 膝 
用 。 

Riesz, F, et Sz, Nagy, B.: Leçons d'analyse fonctionnelle 是 
HERAA BAME Hilbert 空间 ,关于 Banach 室 因 的 部 
BA. | 
Hille, E., Functiopal analysis and semi-groups, (1948) 内 容 丰 
"BIER CU T SERE,  MHIC ESO VIZ (LS GHRES ARAR, 
证 明 有 于 没有 ,在 初学 时 很 不 便 。 

A, C, Zaanon. Linear Snalysia,C1953) 中 关于 Banach a 家 关 的 材 
料 不 算 少 , 但 对 于 Hilbert 宗 间 理 葵 则 很 少 ;同时 ,积分 方程 方面 的 村 
料 很 糊 ; 用 作 到 葵 的 入 门 课程 , 似 嫌 过 偏 。 

G. Marinescu, Spatii vectoriale normate, (1956) p 
配 上 C. T. Ioneseu Tulcea. Spatii Hilbert,(1956) EHER FE, 也 
ARAARA STR 7 ZR FS Jn OC HARRASTA DES 

HEHHE: PRSERDEBDEMRAT,E RH Banach 宏 关 ,后 来 这 
本 书 又 发 展 成 吉田 耕作 : BRETT, 材料 较 金 面 ,成 为 本 讲义 的 主要 
蓝本 。 这 本 书 以 三 百 余 页 的 篇 幅 介绍 了 Banach 空间 理论 中 的 全 部 主 
EAR, Hilbert APREA TERAP- Riesz 空间 的 法 楼 ， 
的 确 是 一 本 很 好 的 书 。 亿 这 本 责 写 得 较 略 ,初学 者 阅读 会 感到 困难 。 本 
书 的 统 写 ,是 企图 银 采 以 上 各 家 之 长 , 内 容 力求 比较 不 太 偏 , AHR 
清晰 ,便于 初学 。 为 此 ， 内 容 有 很 多 部 分 取 自 吉田 耕作 的 位 相 解 析 卫 
但 谣 明 或 加 改写 ,或 虽 基 本 上 采取 了 吉田 耕作 的 , 却 在 襄 明 .上 改 得 更 详 
朵 , 使 初学 者 苦 起 来 不 致 遭 巡 重大 困难 。 此 外 ,在 提出 思考 问题 与 现代 
文献 方面 ,是 与 上 述 各 甫 不 同 之 处 ， 我 们 也 搜集 了 一 些 加 题 ,其 中 一 部 
分 是 取 自 一 些 葵 文中 的 较 初 等 部 分 , 营 望 初学 者 重视 这 些 凡 题 ,通过 它 
们 培养 思考 能 力 并 复 太 书 中 内 容 。 书 中 还 注意 从 偏 微 分 方程 与 概率 花 
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中 采取 -一些 例 ， 使 访 者 能 及 早 注意 泛 丁 分 析 的 应 用 。 初 尝 首 如 对 于 偏 
微分 方程 与 概率 论 没 有 足够 预备 知识; 出 可 以 在 初学 时 赂 过 这 些 例 ,在 
本 书 的 开始 ,有 一段 历史 构 述 ,企图 使 读者 了 月 泛 画 分 析 这 一 学 科 族 生 
的 过 程 ,了 和 解 它 不 是 单 太 人 为 的 任意 创造 ,证 是 由 于 研究 各 种 辣 题 的 必 
要 性 产生 的 。 此 外 在 某 些 章 的 前 面 叉 介 和 了 有 关 部 分 的 更 详细 历史 发 
展 。 | 

由 于 在 书 中 用 到 测度 的 地 方 不 少 ,我们 在 本 书 中 加 上 一 个 附录 , 企 
图 以 最 快 的 方式 介 胡 测度 论 的 基础 知识 。 如 果 讲 过 Halmos 的 测度 
论 ， 就 可 以 直接 读本 书 而 略 去 这 个 附录 。 这 一 附录 不 算 作 本 书 的 有 机 
复 体 中 的 部 分, 从 而 在 符号 上 光 有 力求 与 本 书 正六 的 一 致 ,以 腕 增添 不 
BEHAE 

在 数学 研究 所 使 用 时 还 有 拓扑 空 间 方面 的 准备 知识 ， 后 面 也 相应 
有 一 些 利用 拓扑 室 间 知识 的 部 分 (如 弱 拓 扑 , 自 反 性 等 ), 在 北京 大 学 苦 
授时 ,由 于 这 一 学 年 时 间 较 紧 。 把 这 些 都 删 掉 , 原 计 划 的 下 学 期 暮 的 拓 - 
扑 空 凋 与 拓 外 入 性 空间 理 巷 , 改 成 “个 独立 课程 ,内 容 就 不 在 本 铺 义 中 
包括 了 。 

本 普 第 一 音 介 咎 关于 距离 空间 的 准备 知识 。 第 二 章 基 Banaceh zm 
阅 , 大 的 相当 于 上 述 Marineseu 的 书 的 内 容 。 这 里 也 包括 了 作为 Ba- 
nach 室 关 的 特例 的 Hilbert 补 间 初等 理 诅 ($4)。 第 三 章光 Hilbert 
宏 间 粮 性 算 子 说 理论 。 第 四 章 是 咎 群 的 简单 介 胡 。 第 五 章 是 Rie zm 
ECP RREA M. T. Kpeitr 的 山 铁 理 论 。 

由 于 本 书 是 个 内 义 ,体裁 也 是 主义 式 的 , 序 按 定义 ,定理 ,证明 苦 一 、 
一 列 出 ;而 把 一 些 应 唤起 苇 者 注意 的 地 方 用 “ 注 ” 补 足 ,从 而 不 是 用 一 气 
呵 成 的 文体 。 | 
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号 ,内 此 ， ITERAR AANE H RMA U, N NKF 


KEE E TOE +, Xi «IL; 一 EI. 作为 代数 运算 之 用 。 我 们 一 | 
般 用 着 腊 宇 母 表示 实数 或 讲 数 , EHn m, p, 等 表示 整数 ,用 罗 局 字 O 


Bb a, b, 6 2, y, z, u, 0 ERRA TE B ORRE S 而 不 用 平常 
的 符号 Ja) de f Brei Sctezetu] EBSIERECAUB. 我 们 也 有 了 时 为 了 
减少 文字 的 书写 ,用 符号 
{x|P} 

表示 满足 命题 了 规定 的 性 质 的 痢 些 元 » 的 全 体 , 用 一 > KAA. H 
3 宪 示 有 在 等 。 关 于 符号 的 详 姐 谣 阴 , 情 见 本 叫 最 后 的 附 族 。 

这 份 询 义 本 来 不 是 很 成 熟 的 ， 后 来 有 些 同志 肯 为 为 了 促进 国内 省 
画 分 析 的 发 展 ,尽快 出 版 我 国人 自己 着 车 的 ,适合 我 国人 使 用 的 基本 鞍 
物 , 还 是 有 迫切 需要 的 。 因 此 把 出 版 的 日 子 提前 了 。 后 来 ,在 全 国 各 项 
事业 大 路 进 的 形势 下 ， 我 们 数学 研究 所 论 本 分 析 组 的 全 体 周 志 也 鼓 足 
和 干 勤 ,希望 用 多 块 好 省 的 方法 多 作出 些 有 俭 的 事 求 。 因此, 轻 过 到家 的 
讨 答 ,决定 把 这 本 玲 义 提前 蔓 理 出 版 ,把 定稿 作为 全 粗 同 志向 今年 七 一 
党 的 生日 及 中 国共 产 党 中 国 科 学 院 机 关 第 二 届 代 表 大 会 的 献礼 的 一 个 
项 目 。 我 们 也 得 到 并 等 教育 出 点 社 的 热情 支持 ， 驻 里 的 同志 原意 接受 
作为 突 击 性 劳 , 赶 在 今年 十 月 一 日 前 出 版 ,作为 出 版 社 和 返 醒 分 析 租 两 
方面 全 体 回 懿 的 国庆 节 献 礼 项 目 之 一 。 我 们 希望 这 一 微薄 的 礼物 对 于 
国内 语 者 有 些 神 登 ,但 特别 希 桶 使 用 的 同志 多 提 批 苹 和 玲 见 ,以 便 在 有 
必要 青 版 时 修改 得 好 些 。 
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REAR vp A XE I] — 7 2r EE 20 BERT TE: 
成 , 让 到 本 世 和 起 三 十 年 代 才 正式 成 为 独立 学 科 d。 它 是 在 10 世 技 数学 
EPAR 积累 了 大 量 的 成 果 的 基础 上 生长 起 来 的 。 简 单 地 谣 ， 在 39 
世 邦 数学 物理 的 兰 多 问题 研究 中 ， 提 出 了 数学 新 方法 与 新 概念 ， 而 19 
世纪 上 秆 叶 群 论 与 非 欧 几 持 得 几何 学 的 发 现 分 别 在 代数 学 Sm 
DE T EAEE VER 2 VLC CE CE 3E. ERER 

论 画 分 析 的 某 些 基本 概念 可 以 远 滑 到 微 积 分 学 的 发 现 ， 因 为 微分 
CBISR ER 73 AE TE FH TEPR TK. ENSA: MERJE Ry T ERES 
值 , 换 名 话说 ,用 现代 的 语言, 微分 为 是 作用 在 可 微分 丁 数 上 的 算 子 ,而 


定 积分 万 是 定义 在 可 积分 酚 数 类 上 的 话 画 数 。 但 是 在 那 时 ,这 些 情 况 首 M 


不 可 能 引起 人 们 的 注意 。 对 于 证 亢 分 析 有 影响 的 工作 ,最 早 属于 Daniel 
Bernoulli(1700—1784), 他 在 研究 汞 索 振 动因 题 时 ， 首 先 用 ?不 磋 点 


— 的 力学 系统 代替 回炉 的 驴 案 ,考虑 这 个 里 点 系 纺 的 振动 ,然后 售 no, 


而 推出 关于 弦 党 振动 的 烙 果 。 对 于 %# 个 质点 柔 纹 的 振动 ， 间 题 化 成 粮 
性 变换 的 固有 慎 因 是 ,而 让 此 今 n-o, 可 以 求 册 “固有 振动 ”的 频率 。 
同时 , D. Bernoulli 由 物理 想法 发 现 了 所 谓 “ 双 全 原理 ”. BERANI 
HERAA ARA SARRE EP, AA TR LEE ARR A ER 
PARP 3827 2618 5I X, BILSREATTAHA H E TTE REE E 
ERARA pL, ioc TEE dl RI A5 A RRE IR: 


y=a sin 77 4 Bsin TE + ysin TT FZ pee, 


于 是 他 发 现 了 在 数学 物理 中 具有 基本 意义 的 原理 。 这 一 方面 引起 后 来 


全 ”例如 在 Zentralblatt für Mathematik ip, 从 1082 年 才 开 始 把 法 加 分 析 列 为 一 
个 独立 项 目 , 是 以 长 明 这 一 点 。 l 


2 Fo Hr OR 


受到 其 时 期 研究 的 问题 ; 朗 一 个 任意 葵 定 的 画 数 是 否 可 以 展 成 兰 角 航 
数 的 闻 题 。 其 但 的 * 直 变 画 数 ?” 展 开 也 在 同时 或 更 早 发 现 :例如 球 画 数 ， 
Legendre 多项式 ,Ke 0 不 是 同一 数 的 整数 倍 )， 这 些 都 是 在 18 世 
于 上 与 振动 问题 联系 着 引入 和 的 。Fourier, Poisson TEJA A 中 也 引入 这 种 
展开 。 到 了 1820, Cb, Sturm(1803— 1855) J. Liouville( 1809—1882) 
桑 统 化 了 巡 些 研究 ， 建 立 了 一 般 的 振动 理论 (一 个 变量 的 )。 他 考察 了 
如 下 形 执 的 微分 方程 的 边界 值 阅 题 : 


A GOF OLOR (57-0, KEYSO, (1) 


a'(a) — yela) =0, Y1720, Y0, l 
(2) 


和 十 ?at tb —0, ab, 
.上 过 边界 值 亲 题 除了 对 于 和 的 一 BEOOR REEM, 这 
里 4270, À,— T 00; 
- 对 于 每 个 ju , 解 是 一 个 确定 的 画 数 i DOLEE KEIRAD H 
PA 


j PC) Ge ( t=, 


ES fenem d=0 — (mim) 


- La, 5] EJLZ BEST AHE X n Rd He COT HR C gr 
m gares ant 


na 


ut) = Y ncs), 


n=ł 


' b 
这 里 | "I (GHORGLE 


fo dest | 3 
4^. WTEREFA TEA 


b E 
OCOD AT 
a" ni 
这 与 上 面 所 提 到 的 具 ”个 自由 度 Eo CI pen? 的 体系 的 振动 加 是 
的 类 似 是 值 得 注意 的 。 这 种 体系 的 振动 由 一 租 "个 一 次 代数 方程 


b hee Ms = ns, kee gy, w 


g=} 


决定 ， 
QD= M web. Qm s En s 62) 


Pg=i 
ATIE REPE, TAA RS RAAT ERU GE CBD A 9p 二 0)。 这 
个 齐 次 方程 想 怡 具 ? 个 线性 无 关 解 nm, s, SP) s«m, 各 
相应 于 % 个 (其 中 可 能 有 重出 的 ) 回 有 值 OSP), Ao WE nA 


程 
det(kpg — A85) =0 


的 根 , 这 里 ör BU 及 ronecker 符号 
Bs { 1 如 果 2-4, 
Oo 如 果 2-0, 
det(owg) 表示 由 重 Kero) 作 的 行列 式 。 《的 解 按 平 常 Grainer R RIR 
HK, 都 是 和 的 有 理 面 数 。 诸 矢量 ecc. c TÉ n WU (GE SE AR 
租 : 


n 


T PPP, C EPER =p (4) 


p=1 kal 


”利用 上 而 第 二 等 式 ,， 可 以 写成 


&- > &»( S EPE) 
gi 


k-1 


4 2. EL I BEEN 
iX ts ARRIRA P 3^ 的 无 穷 展 开 相 仿 ， 而 (d) 与 上 面 的 2 相仿。 上 
而 的 4° 祖 应 于 平常 矢量 长 的 等 式 ; 

»a- 之 ( 之 EPE) - 

p=1 i 


这 里 的 相应 使 由 矢量 = 一 KE …， £25 a CE, - S EPERE. 


—— 


g-1 
IT: 474) A SACO 作 的 积分 
Cu, m= j PC Da CO 
对 应 。 
在 上 述 Sturm, Liouville frg LEKE flc $ 7. jg, J. P. Gran git ii 
de6mmes 的 研究 , AHT EXEC CSS ET (37 25s ZR 14 E EEGR VE 9X 
A. MER FPJ B £E DEL a, 75 GEM CLA GE l GR ELA ERZK 


OE D AES 


o k. 
P PDE — een Cy dt. 
i=l 


BEENIE Gram 利用 了 “将 交 化 法 * 解 这 一 癌 题 ;实际 上 ; 这 并 
题 的 有 穹 亲 类 似 , 按 上 壕 , 力 是 求 已 
0o MRE vm HRA Dasi, 
7 使 它 离 已 知 矢量 8 最 近 ; 直观 上 可 
以 想到 ， 只 须 取 2 在 由 和 :mx 张 
RERET RIER, m 
2b T XGA ELE RAEE, E 


a A manns 


ia 


IE, [Ed Fa, trt, WE Tp 55 —1- Et 36 £8 , EEES Bi, ttt Ep 9e n AB IRL ET 
AEPET ZEB, Gram fr dEIAjÉSU pi&RdETSAH (ci 的 情形 。 对 于 每 个 


k 
自然 数 m fE eu nsn DARMA D, aiwi, 相应 的 最 佳 逼近 是 
+ 三 1 
b E 
m= | PLD— X aads 
a i=1 


Gram 考虑 了 是 否 oko) BIER] ER, TEREA ERRE 


&B CBS (E, moo 着 满 足 上 壕 象 件 2^ WEO S, AEAT 


xXGüd TES PAER G E PIE: PAER yO), 13— 91 e E 


AU. 
` b 


i e(Dy(De(Odt-0 — (n—1,2,-). 


但 由 于 当时 Lebesgue 测度 的 理论 倍 未 出 更; 3 Gram t HTTE E 3r 
Lr LEA E QE T PE Ed 


b 


V eco Gic» dte oo， 


[^] 


ftt ZR BEIOESS EHE SEL 

19 世 杞 后 时, 数学 物理 研究 的 需要 使 得 要 考察 偏 微分 方程 的 边界 
EMM ELERTE Sivrm-Liouville 理论 推广 到 多 次 量 的 场 
合 。 例 如 考察 振动 膜 的 圈 题 : 求 方程 


L,umAucÀ—0, c Aum 十 = 一 


的 解 坟 使 w 在 一 适当 规划 的 区 域 的 边界 坊 上 取 值 0。 利 用 变 分 鞭 的 
考 虚 ,这 个 边界 值 间 题 等 价 于 下 列 极 慎 问题 : 求 一 在 GUS rp a SRI ES 
BEEE cb ELS — Ar E PROC FEIER SEE YE SEIS 
0 4& H 


& Jo rie 


y [GS E Pe e 


XS BREE CEU EE ER CI REGR AR SURG] TR fi). Riemann & Hp A 
Dirichlet [f PH RE jx p HHOSCER b, Gauss(1880), Thomson(1847) 三 
Dirichlet(1856) 都 用 过 这 种 方法 ):， 他 认为 , 《5) 中 的 式 既 290, 它 有 下 
界 ， 从 而 必 在 一 适当 的 uo MA SRI] VIE. Weierstrass 指出 这 一 证 明 
的 毛病 , 序 对 于 无 窃 集 来 就 ,有 下 界 的 集 不 必 有 极 小 。 了 于 是 当时 的 数学 
FUARA, Weierstrass ttbi H. A. Beliwarz SEAQUILTE. 
Riemann 的 存在 证 明 ,大 另 求 新 证 。RBehwazz 利用 了 了 Poisson 公式 证 用 
TARABE, IFLA Green 画 数 的 概念 。 后 来 Sehwarz 又 延明 
了 问题 的 最 小 固有 值 ( 基 悍 ) 闪 在。 1894 年 H, Poincaré 证 朋 一 切 国 有 
IERIE. 并 薄 明 ,对 于 已 知 的 画 数 bosb(s, t), JE L u= b 81532 0 
S EE OERA u, 是 复 变量 的 竺 纯 画 数 ， 这 桓 数 只 具 明 的 实 极点 
An 而 和 EER RARA HERRERA [LET ES ILE AS 
是 固有 值 ， 方程 上 ,w=6 对 于 任意 已 知 曾 数 b 有 一 意 解 。 这 与 解析 几 


何 学 中 主 博 间 题 ( 序 二 次 曲 米 轻 过 主 辆 变换 化 成 标准 形 的 问题 ) 是 非常 ， 


类 似 的 。 
A. Beer 在 1856 年 考虑 场 位 理论 的 边界 值 问题 时 引出 一 个 第 二 类 
线性 积分 方程 


b 
xG) — KG, Dedi =y), NO 
MIUR EET BOB COEM JR | | 
TORT OMO "on f xo tændt, 


BRE RRZENEFR A. C. Neumarn fr 1877 Æ $h f& T xx —i8 
il, aR — RR JF ETT: Jn AR ETTIRA H. Poincaré 在 1896 年 


mik 7 


把 上 述 对 振动 腊 间 题 所 用 的 方法 用 到 这 里 来 ， 并 注意 到 与 一 次 代数 方 
TH 
en 一 > -H Bobi = 7 (Ae pem) C7) 
g=1 
WEEL xX7j EAO AE AE BILE ERA i RADE) 
TE TURARE IHH: l 


Emast Zea) magat Lo) 
km=K(a+ Eba), atoa}, (<p, g&n), 


KBER K Cs, DUC EERE, PE EEEE, AMIT 
dp ES MC IEEE E DL IH — Est US PUT EREK, TARRE 
一 交代 数 方程 组 的 一 般 求 解法 。Poineere 引信 参数 入; 这 里 入 是 “人 为 
地 2 引入 的 ， 不 象 在 振动 问题 中 那样 是 由 物理 意义 自然 出 现 的 。Poni- 
oark 考虑 了 解 (8) 对 和 的 依赖 性 ,这 时 0. Neumann fy g$ 


a(s) =y) + Sac, 


m=i 
ws) VCs), wals) A | KCs, Dem a(t)at 


成 为 在 和 一 0 附近 的 需 级 数 ， 而 这 般 数 当 和 足够 小 时 是 收 鸡 的 。 Poni- 
oaré 得 知 解 x(3) 是 % 的 牢 纯 画 数 ,但 溉 有 得 出 国有 值 入 存在 的 一 般 合 
题 。4 年 之 后 ，Fredholm 在 假定 区 间 [e 67H 22 XC E20 CR B TEL 8 
到 了 完 双 的 证 明 。 他 完全 以 积分 方程 (6) 与 代数 方程 粗 (7) 的 类 似 为 指 
导 思 想 , 他 直接 用 行列 式 求解 ， 并 把 (67 的 解 表示 成 两 式 的 商 ,与 解 (7 
的 Cramer 法 则 相仿 ,不 象 前 人 那样 用 特殊 的 工具 与 丽 数 论 方 法 。 

在 这 些 精 果 的 基础 上 ,D. Hilbert 对 于 所 对 称 实 连 芋 核 KO, D= 


Ê 历史 概述 M 
K(t, 5) 的 第 二 种 米 性 积分 方程 


b 
z(8)—^ f K(s, Dæ(ijdt -y(s) 


E AES ES EET 正如 同 Fredholm PiaR RH EERUSDUR 
解 问题 的 关系 一 样 ,Hilbert [53x | 39H EE if R RER e LRI 
EXA. PERT e aA E xX— T fft. 
在 1901—1902 年 的 讨论 班 中 改过 ， 首 先 发 表 于 1904 年 。 他 除 对 于 以 
前 那 种 由 有 浴 过 族 到 无 穷 的 极限 过 程 给 予 精密 的 证 明 外 ， 和 大 得 出 基本 
定理 


mo 


bob b ` 
[È KG, tye( sa f)dadt = > x( H ZOOL E (8) 
aa "n—1 [7] 


这 与 用 直 交 变换 把 对 称 阵 化 成 对 角 闪 的 代数 公式 完全 类 修 : 


Y ko s ie EEY. 


p g9=1 
fr LiB (8) A. d& K 8$ (XX) HAA "m EEA ERAS XXE 
(m C) EaR SELCA, in 


[o 
时 ， OTT Hilbert TIEL TARTI 
/Ou(s)- j K(s, Da (Edt C9) 


e ES Ce) Ce CE) JETER BO T RR GR 


c b 
WC8) = > "eO A scocoat, - (10). 
n1 a . . . 


PERGE . 9 


大 仿 一 葡 齐 式 的 古典 理论 ,也 可 以 用 变 分 方 潜 定 出 诸 Aa E, XXERT 
AER Ee QE EHE Co, Fredholm 对 方程 (6) 的 求解 与 
Hilbert XHA A PEA RREA RAOR 值得 注意 按 上 
述 出 C8) 不仅 可 以 证 明 一 切 固有 值 存在 , 并且 可 以 对 Fourier JT ASH 
更 确切 的 了 解 。 更 重要 的 ， 力 是 《8) 的 成 立 ,并 不 受 对 称 (EG, 的 与 
画 数 *(s) PERT. ERE, LAEE EE R 
a(s), 使 Fourier RACH 37) BEBE 得 风能 表示 成 (9) 形 式 的 机 数 必 能 
BROKI 

FERES Z) ECON, MAARRE ERN. (B — FORE 08 
有 必要 扩大 所 考察 的 配 数 类 。 如 果 核 ts, 0) JE ERUIT, ETATE 
[E ^, Hi 


b . 
x(s) =N f K(2, Dedi 
n[ 3n fS EA EC x(s) Pul 但 如 把 = wm 看 成 图 有 慎 , 出 方程 
f KCS, Dette o (11) 


并 不 能 推断 OYERE, Seg ERTULED AAE Xs, D, 使 
RERE OREL, HETA AERE RK, E 
ARTH IERI UK (ME, FA SRRA RME AK 
在 代数 中 ,如 时 方程 租 


E kfz 0 (1« petu) 
g—i1 


OÀPUHGESUR,SUACE FUB 


(b 3R Courani-Hilbert[35,98-—,— 3*,.- 
€) dt Hellinger-Toeplitz[ 8]rp AJNE 484, 440, 


10 meit 


m= X ky E C1 pec) 
q—1 
对 于 任意 Cm …; AR TURS AURI ERR ECHTE, REMA 
ARRAREN EARR, AAE Ree 
DEERE D, GOD REGIBUS, q BR[LPLB EXEAT UAR 
F3 z(D EXON XS (OREP Hz Lebesgue 可 积分 的 ， 因 此 
所 考察 的 画 数 类 至 少 要 包括 这 种 图 数 ; 朗 画 数 类 I?。 这 个 医 数 类 也 是 
WAJ Hilbert 在 发 表 他 的 加 有 什 理 论 之 前 就 全 在 他 的 讲演 中 ,在 更 
深 剂 地 袖 托 出 与 代数 的 形式 类 比 之 下 进一步 发 展 了 他 的 理论 :他 使 用 
了 可 数 然 穷 多 变量 的 方 释 粗 的 理 验 。 这 些 结 果 发 表 在 1906 年 。 他 对 
这 种 方程 粗 的 研究 所 作 的 决定 性 进展 在 于 他 最 先 庆 祝 出 为 了 能 获得 与 
代数 的 定理 更 类 似 的 精 果 必须 假定 屠 无 穷 多 个 变量 满足 一 定 的 收 鳄 性 
条 件 。 前 面 已 经 训 到 必须 把 所 考察 面 数 类 扩张 到 22。 在 此 以 前 就 使 


用 过 的 Bynakosckgti-Sohwarz 不 等 式 
b 


[ Cacovcozs < f (2 (8) ds faoa a2) 


t 


也 提供 了 一 些 缕 壳 。 卫 ，Sehmidt 在 1905 年 的 学 位 葡文 中 把 Hilbert 
的 车 果 入 化 ， 寿 扯 更 一 般 的 形式 处 理 。 这 里 他 不 使 用 Fredholm 的 行 
列 式 ; 了 世 不 用 “从 有 穷 到 无 游 * 的 程序 ,而 使 用 近 于 抽象 的 处 理 ， 同 时 适 
用 于 代数 主 坦 阅 题 与 积分 方 称 。 他 本 质 上 只 用 了 积分 的 楼 性 与 正 性 ， 


使 用 的 唯一 特殊 收 全 工具 力 是 上 面积 分 不 等 式 (12)， 并 利用 在 方 积分 
来 作 估 值 ,从 而 很 自然 地 想到 用 平方 积分 作 估 值 的 “ 量 测 ”。 另 一 方面 ， 
Hilbert 在 无 鸭 多 变量 的 粮 性 方程 与 二 次 齐 式 的 新 理 诡 中 指出 如 何 由 . 
此 唐 楼 导出 积分 方程 的 求解 与 区 有 值 理 葵 。 Hilbert 利用 一 个 完全 丰 
交规 格 化 组 (2.00). TEBUD Tib RARR Fourier 系数 ,从 而 把 广 
Fi Co) f 88 rt 12) ER | 


E aad 


PER l it 


一 了 > t£ (P=, zZ, IS? (13) 
q=i i 
b b 
这 里 £c | SODA, Bom È Cm COR, 


b b 
ky M Ks, toy (8)ny(1)de dt. 


在 1898 Ch. dela Vallée Poussin pte AE, x TREE z(s,E 
FISAR: 


S a- f CO 
在 Hilbert REA d C3) ri CRUCES 


acto. 

I 
当时 虽然 向 未 提出 HHiLbert 定 间 这 一 名词， 实际 .上 已 是 以 现在 的 空间 
C1: 作为 理 获 的 背景 了 。Hilbert 拌 对 这 种 数列 (£5) € 《22 考虑 了 两 种 
eo MRENA UE- ARRE”, RERNE 
Hilbert AH CG rh EEfr ERBUSDTUNETE. ERRE B, 他 把 代数 中 
BREST (EREI) E CRER SO NAHEA AR 
CERTE D, ERA E, A A B en) BE 


> E$ 十 gu, 


后 来 又 放宽 了 条件 ,发 现 Fredholm KRET BIB AE”, 即 当 
ac OB) nou GBOM y BCe, ym D Esto =E), tm (n2) M 


PS 


i2 meo 
下 列 条 件 : 
Btn, y.) B(, y) 
他 还 指出 这 一 性 质 的 另 一 等 价 条 件 :对 二 一 切 满足 
BEZLI, Eos 
的 w= (525, y Cm, If 
Jim Kyo£ ario = B(2, y) 
pg=il 
ERJ DEREBA FUR Dt Hilbert 空间 ,一 般 的 Hilbert z 
HRR EKRAR SS BD B ZETHDEBRA DU RE RC BERRY, SEITE T TA 
RESI, Hilbort 的 这 些 理 葵 详细 地 叙述 在 他 的 书 [101(1904 一 8) 中 。 关 
于 Hilbert 空间 克 性 算 子 理 葵 ,特别 是 谱 理 义 的 历史 ， 将 在 本 着 第 四 章 
的 引 营 中 叙述 ,这 里 从 辕 。 

除 积分 方程 理 葵 外 , 泛 画 分 析 的 另 一 个 前 身 力 是 变 分 学 。 早 在 17 
ERA 18 Ep, Johann Bernoulli X T-HEHBRES FOBEELRE T PUB RE 
泛 画 数 的 研究 。 在 19 HhoRCBROCT HRS CS RECTE TOREHEDE T de 3 
TOBUT Pee GLFE cS RE GRE SEGA EEO, 这 就 是 后 来 所 前 
的 算 子 (不 必 是 闲 性 )。 洪 后 ， 这 方面 为 省 酌 分 析 开 路 的 工作 很 大 一 部 
FETERE. Pincherle 首先 考察 作用 在 硬 数 了 上 的 算 平 了 ， 他 
XIEEOESROJE ARSHAD, gn f BUDE, RE TÉ 
DELATI ED C LICEEG CEU EE EE e 
近 , 然后 取 极 限 。 Volterra 则 与 Fredholm 处 理 积分 方程 的 方法 相似， 
把 所 求 的 那 条 使 所 考 的 活 画 数 取 极 慎 的 曲 克 用 有 旁 多 个 点 近似 ， 然 后 
取 极 限 。Volterra 在 古寺 Hamilton-Jacobi 理论 中 汶 泛 鹉 分 析 的 发 
现 提供 了 新 的 前 握 。 -实际 上 ， 在 力学 中 所 迁 到 的 微分 方程 多 是 一 个 积 . 
分 的 极 导 斯 是 的 uler 方程 。 在 一 大 情形 ,. 积分 可 以 看 成 它 的 上 积分 
眼 的 丽 数 。 但 在 数理 方 稳 中 所 过 到 的 通常 是 多 重 积分 ， 而 多 重 积 分 必 


| Bmdk 15 


— HUE UESUD KIRAI E HDI A 29 T SET" Hamilton-Jacobi £g 


dit , 257: FB KETA R RARER RRR 

同时 ;在 外 理 Laplace 方 程 的 Dirichtet f] EH 7; TÉ], fE C. Neumann, 
Schwarz, Poincaré 55 A WT  Dirichlet JEBBÉS T fEZJR. 太一 想法 
75J&V5 [9 S] Dirichlet Jr gg , (H EE STR QE Mer E TERS EN. jX 
种 作法 始 自 Arzelá(1897), mi 1900 Hilbert +4 HH 3E Z- BP SED SEBR. 
后 来 发 现 Dirichlet 原理 的 成 功 在 于 积分 J EPESA MARE 
上 的 有 下 界 的 下 全 违 糖 泛 画 数 必 达 到 其 极 小 值 。 Toneli TE dei 
奈 性 作为 杖 值 间 题 的 基础 ,成 为 变 分 学 中 新 方法 的 创始 人 。 
.  Pineherle, Volterra 等 人 的 工作 多 是 联系 着 特殊 间 题 的 ,并 未 深 人 人 


”地 分 析 四 关 的 拓 扩 构 念 ,这 是 因为 后 者 在 19 ERER, KE 


等 待 着 M, Fréchot 的 广义 分 析 学 的 建立 。 在 这 里 我 们 必须 提 一 下 19 
讶 让 以 来 一 般 数 学 背景 。 除 上 迟 一 些 多 站 来 自 数学 物理 天 是 的 推动 
5L, 19 灶 拖 以 求 数学 的 进一步 抽象 化 及 公理 化 为 泛 画 分 析 的 就 生 提 供 
了 理 菩 基础 。 首先 19 fefe 30 年 代 非 欧 几 里 得 几何 学 的 出 现 大 大 扩充 
了 数学 中 的 空间 概念 ,而 拜 论 的 层 现 使 得 代数 逐 汤 抽象 化 。 19 R 
至 20 ERA G. Cantor ditur T fiit, HINT ALERA rp ARN 
PTAHI, 19 HeRR D. Hilbert 的 几何 学 基础 工作 不 仅 为 欧 几 


蛙 得 凡 何 学 提供 了 芷 正 完整 的 公理 条 统 ， 而 且 开辟 了 数学 公理 化 这 一 


新 方向 ， 使 得 数学 作为 研究 现实 世界 中 的 量 的 关系 的 科学 这 一 本 寅 更 
加 显示 出 来 。 这 些 事实 为 广义 分 析 学 的 翘 生 淮 备 了 条 件 。 Hilbert 在 
他 对 几何 学 基础 的 研究 中 已 得 出 类 似 疾 域 松 念 的 几 个 条 件 。 Zermelo 
在 变 分 学 的 研究 中 , 由 于 求 极 值 的 需要 ,必须 考虑 一 个 功 数 “附近 ”的 画 
数 这 一 概念 ;于 是 引入 画 数 的 0 BREL S 1 阶 卷 域 的 嵌 念 ,后 者 意味 着 


不 仅 一 条 曲 糖 的 等 点 距 雁 定 曲 粮 的 各 相应 点 很 近 ， 而 且 这 羡 条 曲 楼 的 
于 应 点 处 的 切 简 也 很 接近 。 这 些 者 虑 以 及 上 述 的 种 种 都 要 求 郑 虚 不 仅 
依 环 于 一 个 变量 的 另 一 变量 


HAAR MARKERET Bi ERES - 
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Hite (Volterra 的 fonetion de lignes) 及 Bd Ex y B e (Funktionen- 
funktionen), {A M, Fréchet 3 j8— ff $i AE JC IA Ec, 这 一 抽象 变 元 的 
性 质 不 折 宵 定 ， 而 为 了 能 考虑 而 数 的 连 杆 性 一 一 这 在 分 析 绸 题 中 总 是 
重要 的 ,必须 规定 抽象 元 的 灾 域 ( 泛 西 数 的 定义 域 ) 中 有 “远近 ”概念 ,或 
更 确切 地 说 ,必须 在 这 变 域 中 规定 拓扑 精 构 。 于 是 M. Fréchet Yt 1904 
开始 建立 了 广义 分 析 ， 震 与 F. Ries apit MaA. 
Frephet 5|3f T 8 S (5 ES Bj zc B] E EG Zx HIST Gp P UE PE 0T 4 BERG E 
Kifo TE Fréchet lj F, Riesz JAM] T, E. Sohmidi 与 M. Fréchet 
S[ A. (1907—1908) 实 及 复 的 Hilbert AM PR LAE: BAR AES] 
A f£ YEA A BSLRUAPS [e| — fü ERE, Hilbert ARKEA 2 
性 与 备 性 。 SehmidtagB] Y ARR C3: GERE E, SORIA fb 
了 Hilbert HAREA RAE o 1907 年 Fréchet tj F, Riesz dB] T H 
REH LRR P AAA LAER, 而 再 后 几 个 月 ，Fipcher kio 
Riez DS iis ET ES MEI AE L 与 天 的 同 楼， 
显示 了 Lebesgue 积分 再 区 的 深 齐 性。 于 是 Hilbert iji Him 
BJERADCERÉS I. 
ET Hilbert Æj 9 dg L2 之 外 ， Pe r-esurppupe ku T o 
”1903 年 Hadamard H 2E Z-PEQUREREELREUOUTSE T AABE, 81 E— 
VERUS EUR E HR IMI CLo, J EPHRHEREBUIE EAEE 


Bi, AURAR 可 表示 成 一 上 $ KDEA 的 极限 。 1909 年 


F., Rieez 用 Stieltjes 积分 完全 解决 了 Hadamard zX— HAB, HE 
XX — RARARRRAMHR A. 1907 年 Fréchet, F. Ritez 出 则 12 
解决 了 回炉 线性 泛 画 数 的 一 般 形式 问题 。1910 年 F. Risa SIEUT GE 
WIL? (o, b)(L« poo) Bill.) p 长 乔 可 积分 的 可 测 丽 获 集 ,三 年 次 后 
KARTEN 1P(1<2< 十 co)。 这 些 研 究 大 大 有 助 于 显示 出 对 仿 性 ， 
MARERE -KEH TRA RARA AAEE. F. Ri- 
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esz JE 1918 所 妖 表 的 Fredholm T8303 abh, [Sj Fredholm Hig 
MRI TIERE MAAET CLa, 61b, 实际 上 在 他 的 叙 壕 中 并 未 应 用 
ef, 5] 的 特殊 性 质 ， 耐 上 只 用 了 一 般 Banach 窑 间 的 一 些 性 质 。 这 篇 论 
Ee TEE y 4E [1:3 520 7] 0 3222 3 9 PESE UE- 
个 Frédholm RAHE —^4- E EGERUZ b. MARSIRI R MER 
间 必 是 有 穷 厅 的 。 

到 了 1920—22 Íf£,S.Bansch, H, Hahn, E, Helly, N. Wiener HIA 
TR RCERPEZEDHAS — Mix 30, EERE H, HANNS ERKR, T 
UEBER GEH EAR ete TAG PARA, EET DLE 
JI ECT PA JA TG C 6 EPI MRCT REVE  D; 另 一 方面 ,必须 考虑 种 
HERIO, EAR UE D EREE RE. WARTE 
念 辕 合 ,并 加 上 一 些 其 他 考虑 ， 便 得 出 赋 准 范 与 赋 范 楼 性 室 间 的 概念 。 
1920—1930 年 之 问 ,这 种 空间 的 研究 及 其 应 用 的 探 诗 便 是 当时 泛 两 分 ， 
析 的 主要 内 容 。 > 

1930 EUR 1 BR HEAR IB Oo or SERE, TEARRE ES, 
现在 已 成 为 拥有 众多 方向 的 一 门 学 科 了 。 


$ E ox m 
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第 一 章 距离 空间 


$1. FAREI H 

定义 1 OGER—4£RQGü EXESICEGRE qms pr, y Jah 
Tk FR PRC RLEEO ECEE TSAA EC, v, z RE 中 任意 元 ): 

1? ple, y)270; 

2? plr, y) 20 «—Àr:-—y; 

3° pley) — p(y, 2 对 称 性 ); 

4^ ple, y) E ey, y>, 5 多 三 角形 不 等 式 )。 
AURÍRE LEXTER, HUE up SE BECA E EMH. 

H: D SCHO E BC C pni Ie-y| OX x35 v EE 
对 值 ) 就 是 一 个 距离 。 - 

2) R 五 "表示 实数 或 复数 所 作 的 有 序 呈 数 相 (zco wa n mr S, 
那 末 ,如 果 w= (a, y Eady = Yn e dA 

pla, p= V jay te t yn 

HE K” 成 为 距离 空间 。 

3) 8E CCa, 6] 表示 并 区 间 [a, è] 上 一 切 加 奈 实 值 西 数 全 体 组 成 的 
RT v, y ECLa, bi t 

pl, 的 一 em EOM y), 

HR CLa, 6 TELER RAMH, 

有 了 距离 ， 就 可 以 仿效 数 尝 分 析 中 的 考虑 对 论 m 

定义 2 在 距离 空间 器 中 ;所谓 点 列 (zs) 收 做 于 点 Zo, 是 指 Pln 
z )0(n-oo)a 这 时 我 们 写成 

Xo= lim fg. 


Tox 
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为 了 以 后 的 诗 论 ,我 们 有 必要 引 大 一 种 更 广 的 点 列 ， 及 其 收 禾 , 即 - 


PISH ex? RIuA opexkHi I Sx. 
SE PAER, Cu, y, 2 per 中 任意 元 
”对 于 任意 两 元 e WC E, RE y mcs (nay 
关系 所 不 成 立 ); 
2° ace H E); 
3^ sexy H ye z—z— y ARRE); 
4? e«cy B. Le S CHORDS 


不 


ZO ym rei Ee DRT R NERETI "或 < 在 


过 前 "等 等 。 序 集 吕 叫 作 定 向 集 , 荐 指 对 于 任意 zyE E, 必 存在 r 
f asco, ye. TEREMT MAEA ERIA), TAS 


Ire rere me e ee E ARAE EZETA] KAY Jo IRB AES THI 


YEN 使 


9755, — t, E) «x, 
这 时 我们 表示 成 


lim T, Eo. 
$cA 


$91) BRAUEL236nRUNTEBRENBUT 
dg«2«3«- 
形成 全 序 集 ， FIN fe RUE HR LEA 点 列 就 是 平常 的 点 列 。 上 进 的 收 徽 
性 的 定义 与 定义 # 完全 一 致 。 
2) AERA Ma; bp antra 2 N: 
P: aie eoe. =b a 
B) ME IL, BE x UEIEZUELSPBGZR IR. BIRHIR Em DP. ARA 


nd 


$ 


81. EARE Dd RES ie 


lt 4.8, ED 多 :的 每 个 分 点 也 是 S610) S IOREIT RR OUT TR. xx 
个 序 集 出 是 定向 和 的 , 因为 只 要 把 P. 52. AARE - 3E (EAE F, 
WA, 
TRA, P Pa 
如 时 fCw) 是 定义 在 [4, 61 E89 3E — HERR TAAA), TEC 


op Y Iata). 
LE 
BRO g OS — EVIL, 由 数学 分 析 知道 
aun € p - Prou 


定理 1 GODDESS NES 
证 SCORRIAUATI, BROKATY 与 z 两 点 。 那 末 依 走 义 
2's 对 每 个 :> 0 必 存 在 Do, 使 
S60 — p(z,, «x. 
HT ò 使 
8720, ——5 p(a,, eje. 
由 于 (Cz,) 是 定向 点 列 , 所 以 必 有 9728, 8728, TR 
er, spy, >) 十 PC 2) m n8. 
e EAE CE EI IE KC oT y, e 与 5 OE, EUR, 
pn 2) 20, 
Jm y= f, 
定理 2 ARER AHE PHAI MK ACE so BRYTER 
一 列 自然 数 LLL, 点 列 Ea CUA Ti Qm ATF S 
. T So Tye 


20 Eg 


证 DX noo 了 时 o. 29), 所 以 对 于 82-0, A Ce) 当 CT 
nz»no(8)Ii E ous, ao ) «C8; 当然 对 mno WALA Pru, o) <E 
定义 3 SEBUEBIE Dude 0 
(zjs€ E, p(maceb 0 0 (2) 
UL BK a € E 25 pots ER o PREFER AUR EC h fm co" 
换 成 “<a" 相应 集 吓 作 半 球 ,这样 的 开 球 与 开 球 各 用 
S(a;a) 及 BCa;a) 
dtm fier |a € E, ple, a) ca) ML fg SCa; a) HIF, BAULA a 为 心 以 i 
x 为 补 径 的 球面 。 点 4 叫做 集 ACEON AE A, 是 指 对 于 任意 7-0, 
scs £) n 4. 


TE): 


2" ye RRRA, MCN=> 再 仁太 也 容易 看 出。 从 而 A 
UNCMUN, 29 T oz 1? 的 证 。 只 要 证 M UNCMUN, isl 
MUN, 那 末 对 于 任意 0270, 


7 


Sæ NM UNED, (3) 
We gH, s EN, 那 末 必 存 在 891 8.00. : E 
使 200 Sn 6)n M p= Sx; e) 0 N, 


EQ e — min(e, es) 则 S(e; DN (M UA) — D, ix 5 ERIBU TIE. Bi 

AEREN Amit UNCMUN, ATRE EEH 2^ 得 知 | 

AM cM, Ws EN, 那 末 对 每 个 8>0 必 热 。 .| 一 
Sn; a) N M ge. . - 


BENNETT a 


— 


$1. MAEA Mp EE E 21 


取 一 点 3 € S(z; 9) M, FA pio, 30-86, mf HR 
86 po, y) (0), 


BTA 的 定义 ,必然 
S(y; NMED, 
这 就 是 谣 , 存 在 *€ S(y, 5) p M BD eCa, 2-9, 从 而 
. Pl, DJE, y) HeU, 2) po, y) +Ò=E, 
meEM, 6 既是 任意 的 ,可 知 *E 并， AmiMca, GNER 
合 , 得 知 MM, : 
定义 i ERHAN E B, iR M — M,OM iR, 如 果 集 
Mit Ev M RPTE , MWEGETESE , Se M ute fg E ki dg M—E, 
zc [8 E ai fict A EJSTEGECIE MOCE, È =E, Sz MwpirzE2 
jE dEi, 是 指 
ENH =E, 


E p gto Mie Mig Pa ei, ATRI TE 80, fi Sta; EJEM, pi epi 
如 的 界 点 ,是 指 对 于 任意 57-0, 


Se 人 亚 六 只 Seis) 站 (NE )， 

A 任 距 离 空间 卫 中 ,每 个 开 区 于 Eee, RAR, EATE], 红 
是 开 集 ,每 个 中 开 区 间 Jo, 媚 是 既 非 阴 叉 非 开 集 ,在 BB 中, 有理 点 侈 体 构 
成 一 个 币 集 ,从 而 吾 蚌 可 分 的 ;注意 ,在 吓 中 ,这 m 29 E) 6 为 中 径 的 开 
球 , 实 际 上 力 是 以 “为 中 心 以 38 25 RESTE DXTHTS ` 

上 面 引 大 焉 离 概念 ， 为 了 规定 空间 中 点 列 的 收 艇 。 但 规定 同一 收 
ES FAERIE. 例如 在 E h, LAG w= CE Ea), Y= (m, 
75); 


"m MES Ey, 
pir, y)  maxC £i —], |£x— n|), 
pi(2, y) |E 01] + 16a — 75], 


RETE 


EN | 第 一 章 ERSO O 
而 无 葵 使 用 哪个 距离 o, ps, Pn BAR it IC 
aem (EA, EQU, omo (EX, EO, 
都 意味 着 EPES, EPE, (a>), 
同时 应 当 注 意 ,在 一 个 集 上 ， 常 可 以 赋 以 种 种 不 同 的 距离 ,一 般 使 得 所 
规定 的 收藏 不 一 样 。 例 如 在 任意 集 吾 上 ,可 以 兮 
如 果 zy, 
如 果 Ey, 
那 末 它 所 规定 的 收效 m ao 意味 着 从 某 沾 no 4B iom (zm) W 
别 这 个 焉 盏 也 可 以 定义 在 关上 ， 这 与 五 上 的 距 宛 | 一 引 所 引 册 的 收 矢 
不 同 。 于 是 秆 得 考虑 ,在 同一 集 王 上 ， 症 距离 规定 出 同一 收 需 的 条 件 。 
BUS. RISE FIEX 
定义 S ØRE LER p, o UAE I] EMATE PERS 
列 ke 由 及 任意 点 m € E, 
pag 2 )-0€—5 p (2, £,)—0(n— oo). 
“定理 YEE LAEE OG oS, HB REDETPBAE 
a0 及 每 个 元 CE, APER 80, 使 
Plso V) B pio, y ) «e 而 (4) 
pio, 9) 8-9 p(zo, YIKA. 
E WOES SGATEHUÉR. S el, 2)—99(n—2o9), 对 于 
79, RR Ti fefe 07-0, 局 | 
P (2, y) B 1o, 9) 8s c» 
使 假定 po, 2) 0(n 00) , JTWÉRTE n», fit 
n= p, Co, Ln SRO, 
FÆR), nen E E M s REER, TA pin, da) 
—0(n— oo), [3] BEER Ceo, 2,99 0( n— 00) — (2, 2.) 0(n-00), 
充分 竹 证 完 。 
BU, p, Pa 等 价 ,但 定理 中 的 条 件 不 成 立 , 印 对 于 某 个 c> 由 及 


ps, = 人 


81. BN Deck LEE :8 


某 个 cs € E, 满足 (多 的 甩 不 存在 ， 于 是 钴 妨 设 对 于 每 个 自然 数 思 必 存 
在 点 加 使 


I 
PC, Ve Pi CX, Ya) a. 


于 是 PCzo Ya)—>0, Pito, 94) 0 (n-»00) 5; p, 6x IP] SEDE PEDE TELS 

EX 6 RE HEA o, 关 限 制 在 此 的 子 集 4. 上 时 ， 仍 是 距离 ， 
从 而 使 得 4 成 为 距离 突 间 ;叫做 互 的 子 宏 间 。 

94 Rg Htm y= A RI RE E? B T zB. 

定义 7  EBHSOXBU S pAn RRAN, Riu 

pla, A)zs inf p(a, x), 
“EA 

EHR, A, BHEE, RR 


p(A, B)es inf p(a, b), 
acA 
5ÉnBn. 


集 4 的 直径 ， 是 指 
a(A)es sup p(z, y) 
syed 


注 “不 难看 出 ,在 距离 空间 五 中 ,对 于 任意 集 4， 
4 一 {zlzE 已 ele, 4)—0). 
EX 8. BERANE 到 距离 空间 Z pm T ur iiit, 是 
损 对 于 巨 中 任意 一 点 mm 及 任意 一 个 收 簿 于 m 的 元 列 (zn) 
Errolan oo o Tac rut E, 中 》 

FSI fn REEL R wy C, BUT THEY D SEGA DS re PU) fit CRRA EA 
Hf 

ik cub 4A cH, EA pCa, 2) & c ERROR 事实 土 不 难 


» B 

. lea, =)= pCa, v) | oC, y», 

Mf re(n ooi], PCen 2)—0 FLC, 4) (a, 9); 
同 理 不 难 输 明 , 对 于 任意 集 ACE, p(w, AJE o HEREA 


n | x mum 


定理 5 OUT RERBOZS M] EAEg AN E. fA T RED, 


必须 县 只 须 对 于 每 个 2 人 已 及 任意 52-0, UFE 57-9, 使 对 于 任意 3 € 


€E, 
eC y), 9——p, (Pn, Ty)«ce, 
X BI e, p de Xo E, Ex B i SR HS 
证 必要 性 : GT REM, 如 条 件 不 成 立 , 则 在 在 某 个 8>0， ?全 
对 于 任何 D, 特别 2 一 元 , 必 有 Tu CEH 


Pa, t), 而 P(T, Ta) 8 


KERE ERHO), mox qii Te To, 3X 5I SEP T o 

充 牙 性 : RRE EET v 的 氢 列 , PRU aae, HX 
%* 适 当 大 时 就 有 po, m5, s 

Am POE, x, e ó——9p( Ta, "Ta, ye 8, 
所 以 zx Tem Tx, Bp T Judei tes. 


ER D. 
1. REHORCENERICE s CEER EE DRFA Pa, DR (04,5 IgE i EF 
Gs XEHEXETARA. 8 , 必 存 在 EDE ERF GS 
3. XT tagd, 3d BERE TE EA fu mao. 
8. XT AROFAB 4MB RLEUADUTEA- EA REER E (WATA), 使 (zx, e) 
C A, REN Sx, a) RT AR UHR Se, oO WI AEFEL E 
4 BERZMEDEB Ke y) WR TYPI TE: TERCER p(x a 
«Omax(pCz, y) p(y, 23). oR XKRE E 0884-3 b 61. & — 4 BOE IIR. 
B. Jy T AJLIEAE LE EUR SR XR ARAU IS 2t dinde i), 
8. 79 T oA, B) :0, BAR CH B. REIBEROR -RCRHR E REN) 
O8. RIERREN h, WA, BERATAN i—i 
dk Seep E SS e R 
zE A—>f(s)=0, 2€ B f()-1, 


ibm. + 


EE Kz, 4) 
I7 qs, ASHBY 


adi tre. . 


20e 


加 . NENNT NN a 


$2. aIt, Bairo 的 秽 25 


B. EeP RAE SLAECO, +J ECR £z + oait i LEE C0, + oo aA, 

Wi 9(0)—0, 9 4k 0 SEMI, P EL 02-07 LUDRE , FEE O ALEHEGR PH HISP CBE. 3570,46 07 

对 于 任意 二 00, 9er e) m Qu) HPO), HER S8 0 E 
BOEBSREHUM , Cle, DARE E. KES, BUS o APUL. IRRE 

Vw, log(14-w), 


BLE rabii EREN, 


Tig minw 1) 


$2. 完备 性 , Baire fyi 


定义 1 ERARE PRAPKCQUHGEE?I, RGB RET SL 

2-0:3ng—no(8), 使 
p, PENS (3, LE, 

注 AAF a TE e—a WREE EH CHO REDE RP, 
IB BLZ, RAAE RE E ZE THE nn Mc e, DU TR 有 理 数 集 服 以 距离 "一 yi 
expe, 9) 的 情形 就 是 古典 的 例子 。 

定义 2. RAER T ERE A CAE, 是 指 其 中 每 个 基本 
Jis T E m ES 

估 歼 Cantor 把 有 理 数 集 完 备 化 成 实数 集 的 程序 ,可 以 证 朋 完 备 化 
的 定理 。 为 此 :我 们 引信 下 列 概 念 

定义 3 HURBBDE —— Ey re gri T ut fi SER (63 , È 

指 对 于 任意 +, v C E, 


FER PCT», Ty), 
定理 工 SIEHAMZSUAU. "omm | 
KEENAN 使 如 等 距 于 rm 
TAI KER ILEI Er 是 叭 二 的。 | 
E Bb (m), CD GRE PIÁADEEÉ. KI lim pns, 20) 50 RAR 


(ma)m (21), AMARRE EMKE, ELIGE UE ASRGEEE AR LESE 


LJ 第 一 章 Td 
UE T0P-47 3: 973: ROARY Ero 
E &, y € E, Cn) € x, (9a) € g, 


作 . ps, y) = Jim | px, Ya) 


BT Gs), " ) 是 基本 列 , 且 
Ip Ctm, n) —PCzu, ya) | = | Pm, Ym) — Pu, 9m) H 
十 Po m) — Pu, ya) | | P Em m) — ou, ym) E 
+ iplen Ya) — (2s, Va) | S ptm, on) 十 PCgm s )0 
QU m, n— co ft) 
ERF] (oo, ym)} 满足 柯 西 条 件 ， 所 以 上 式 右 边 的 标 限 存 在 。 现 在 
我 他 证明 这 样 定 义 的 oC, g) 与 类 中 元 (R0, (2 的 选择 插 关 。 
取 Qn), (822€ à; Cu), (922 € f, AD 
[pss v) — ens. 922] = plan Y — Puis n) o e(t, ga) — 
ER, un S oos t PC 和 | leni, Ww) — ex, vL | 
p(s 91)--o(9., y1)—0 — (34 noo 时 ) 
所 以 lim pC yi) lim aCei y). 


所 以 e(2, 9) di3€ 2 5 9g sc SAGE, BICCHSWIEIEN 2, Aff 
E, Ji — ERG ZH. . 

REED {2, %…, e) AFRE ER, E hR 
列 (z) 是 基本 列 , WE bri ME SERIA JS 09 4e (oy E', 要 证 吾 与 配 g 
EE, H E' 在 EQ pH Eih—5e3ednd]& —WEES, RUSSE — 
Ao BI E ts E' 作成 一 一 对 应 。 由 oC, 3?) 的 定义 立 得 E. Es E' 8g 
踊 性 。 | | 

BR RENE, (2) Ch, 由 于 mm 是 基本 列 ， 所 以 对 于 0270, Te, 当 
n mN 了 时， 有 plzw ss)sr. Ebo. 是 包含 常 圣 列 (zw vay …) 的 等 价 
类 ,期 | Plin x) = Jim ems, V). S 


52， 先 备 性 ,Baire 的 网 2 


AET Ep Ho 同时 有 (0) € imko 
ex (aC ez E,, p( x00, à") 0(n, moo) 
LINIE 可 取 a E E' (s, p (Ru, a, 709988) 使 PC2m Boyat, 
取 点 列 C) E, 因为 
Pn, Gm) — pi, 3n) Cis, 209) + p( 300, 4095 HPE, 2,790. 
(n, m— o2) 


所 以 Can) JE — EET E (00 € 2 € E, 而 
o(200, Ep oD, dr) HOCE $)0  (n—00) 
Br, Ei 是 完备 的 。 
设 责 是 召 的 另外 一 个 完备 化 空间 ， 要 证 而 与 束 E R F 中 
HAR 2. F' 是 了 i 中 与 加 等 距 的 笛子 空间 。 
ER (On) EEEE, WAGE E REEI, HA C) 也 是 五 中 的 
， 基 本 列 ( 是 了 F' 中 对 应 于 ma € E A T P n Be) 二 p24 an), PA 
Tote Fa, PE E ARE Cs pgmikmUEGE, RHE Zn ZEN. 
BZ, XD TECF.RARÓCEH F'HepUQAECEE (X 使 Ew, AR 
E vp dk AER RC) € i, 同样 不随 En 的 取 法 (只 要 各 一 的 而 改变 ， 
RERA i 与 于 对 应 。 这 样 得 到 A 与 P. 间 的 一 个 对 应 ， 显 然 是 一 一 
对 应 , 且 有 
Ci eC, g) = lim pS F) = im PCen Ya)= pli, Y) 
F, 与 E 的 等 亚 性 证 举 。. 
定理 2 ROO RREA E hy PASR, FER, 
& A8.258,2..2&.3--. a 
ZUR St, EPA e, ME lim 6,—0, WE 
ERE 
性 仿 一 个 点 。 
E BRS lan 8,) 考察 中 点 列 (as), REHE ES. 
个 自然 数 mm os € $t 从 而 
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Plam LE ryn). l 一 
由 假定 m 6 一 6， 可知 (on) EERS EMAN, BEE as CR, 
使 lm amas 由 于 plea) (对 于 固定 的 ) 是 = EBER T 。 


lim an 一 go 从 而 
"mon 


"usn 
Peto, tn ) = lim £8, Gu E, Un, 
mon f 
én to € KA 这 里 n HEEN , 所 以 
85 € RU $e . 


mc 也 属于 一 EETESS 
|o pm, ass ee, 8.) + n( as, a V2, * 

从 而 PCE, aa) —0, £ — a, 证 完 。 

定义 4. EAZ (853 HE Au OS Ey, EARR 
RTEZ TEENE . 

”A= M, EN OM, E, (t 9e), -一 

不 是 第 一 烤 焦 的 集 旺 做 第 二 和 网 集 。 

例 在 召 中 ,有 理 数 全 体 粗 成 第 一 个 网 集 ， 而 由 下 列 定理 可 知 然 埋 
教 全 体 是 中 第 二 个 交集 ， 因 为 至 多 可 数 多 个 第 一 租 集 的 并 仍 是 第 一 
RR o 

223 SGERCR IER AY | 

证 ”如 果 定 理 不 成 立 ， 那 末 姑 吉 备 距离 空间 至 是 第 一 辆 的 。 gr 


E= Ü M» (2) 
M., RE pi 1,2, -), HUE — AR S(a, 1)(4 € E), ER 
的 性 把 (见习 题 一 , $), AXETE— AHER SQ, roc SG, DE n 2" 
mi Sa, PRAM PAJA M, BEAR (QU BEHI MPA PER Sas, ra) 


D HOHER aa oo ME i me 


$2. ZETE Baire tyi 29 


Cla, n), 使 reca rS Ca, rA Marb fS 286, ST P HERE 
次 相仿 的 并 球 列 (SQ, n), (ESQ n) 不 含 U Ms 中 的 点 ， 且 
lim m0。 依 定理 名 恰 存 在 一 点 2 €. A Slan a), RHE n A 
HO PANVEIOLT MEL | 

Hk AARDE, ÉCEBDEUIEAOCETEMAIOCK THERE. dE 
IZ B ZEE RAS AES KRENKE up Gk UTERE" Fg 
BHZESE ES Z-ECRUBOS UAE BL AP HACAS ARHAR), F 
面 只 举 一 个 简 宣 的 例 ， 注 意 我 们 实际 上 已 经 证 明 ( 因 为 SC, DEME 
MODEREN ANHEE- BUR M RIAL RR 

9! RIER, CCo, 13 中 例如 在 | 0, -y | 的 第 点 处 没有 导数 的 西数 
全 体 在 C[6, 1 中 是 第 二 移 集 ,从 而 是 其 中 乎 集 。 这 种 和 法 很 象 Canter 
延明 超越 数 存 在 的 方式 , 乃 是 非 构造 的 纯 存 在 证 明 。 

事实 上 ,为 了 x5)E OL0, 1) eh e Co s hoop ET 
导数 | 

Jm 3 GO EE) (8), 


han 
dim. gU HO a0), 
必须 且 只 须 存在 正 整 数 n, 使 对 于 一 切 Neo C aC 4-9) 有 意义 的 )， 
| GCSE) 7 208) jen. (3) 


全 和 ,表示 至 少 存在 一 个 和 | o, -5 |n eec XC € eto, 
条 的 全 体 ,一 1 2 …。 江 ,是 于 集 ,因为 如 果 eC AL, MEE fo, 
p f& oO 在 # bile COCA omes fot HORE) b 
zoCixo0)， 妇 Çt) Ze C0, 1] E—EOBGBET aC) (E) 必 有 一 子 列 
KAFA ee [o |, TARHRREBEGOXET. so 和 成立。 又 用 .是 
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Wisi ERARE THER vE CLO, 1] REE 0270, BEY CM, E 《一 
pCa yE (AARM ERRA BERET E ENM =E, GEN M 
EEP KAMERS AR—K AN Weierstrass 定理 ,对 于 

HER « E CCo, 1], ZEE A TER, z, $ ple, 277, OA EiT RE, 

A. 


plz, z)maxz(0) zi. 
Oc ie 1 


于 是 只 须 证 对 于 任意 多 项 式 及 任意 数 00, 存在 yE CLO, 1), y & V. 
使 PC LS BIRDS 4 
dz 
sup | |=0>0, | 
取 正 整数 m, 使 
l ECRT DY- ml, 
把 Lo, 1] 分 成 2m 等 分 O mio i eio — le 4 
w(ts)-m 6, wlisi-) = (OX Um; KM) 
而 w 在 每 个 小 区 间 Ci 1a) Coi 2m —1)rp 25 TE REG TE R 
IER —Ur A, BI v € CCO, 13, 而 wC) Te RUE RE EEL 
£ l 
(Ex nm, 
«gm 
从 而 y( (0) — (05 BUR RER TE, ü M, 是 第 一 岗 集 。 


(ELE T RERBA — BURE Dn e NIGRA 从 而 得 知 C[o 1] 
是 备 距 离 室 间 。 于 是 U M. “的 补 集 是 cto, 1] rP ESI RR Eo 


L, Bt (9) 末 孙 一 切实 数列 人 ff) 的 全 体 ， AFAA m, yo Qu; 定义 


$ 3、 先 告 性 , Faire 的 网 s 


ES M 
Lu . läm] 
pir, y= p D [入 十 E—wIT 


RECO SOSA ERN AN. "1 
2， 款 在 实数 城下 中 ,定义 : 


læ—y | H|z—-yisz 
pim.y) 


ty “leyi 
RERA EA TUI E M 
8. REA- APANE HR JO RECFS E rH AE ,使 


. PFQ.LIDPmeeüenFQqQ.., 
#H FAE s --). tim d(FQ)—0 (EE 3832538 Fn HEE GS, 


hi oD. 
4. cRHETER DENS DEIN ih SE IE IU PaL 
5. RODERA, (7:0) EN E— t CCP SCHEME BREL IER AES EN, 


z(f)- lim m4) 
no 


FE. RIE nOD) TOR aE Q rh EM AN E 


$ X xm 


[11 Amuerbach, H; und B. Banach: Über die Hüldersche Bedingung. 
Studia meth, 3 (1931), 180—184. 

[23 Banach S.: Über die Bairesche Kategorie gewisser Functionen— 
mengen, Studia math. 3- C1931), 174—179. 

C3] Kaezmarz, 8.: Integrale von Dinisehen Typus, Studia math. 
3 (1931), 189—199. 

L4] Mazurkiewiez, B.: Sur les fonctions non-dérivables, Studia math, 
3 (19315, 92—94. 

[53 Mazurkiewiez, S.: Gur l’ integrale 
Studia math. 3 (1931), 114—118. 

[63 Zeler, K: Knndensation von Bingularitäten, math, phys, Seme- 
sterber. 3 (10535, 207—213 (FRR X], Ri Ped. 2X, Matem. 1954: 
. 10, 5186.) 


f: I CEDESICEDE OR 
r t ` 


32 Lx d Rei 


~ 


ERE. 

定义 L FRANZ HEMER, NURMTUE—mU IS 
NLACE— AM BERI. dn SPD EcL EESERUE TM, RM 
列 紧 的 ， 如 寄 并 如是 自 列 紧 的 则 由 做 列 紧 室 间 。 显 然 列 紧 宏 间 是 完备 
的 。 | 
“例如 ,根据 Bolzano-Wsierstrass 定理 数 志 粮 上 的 有 界 集 必 是 列 紧 
的 ,而 无 界 集 (1,2, ny) 不 是 列 紧 的 。 

定义 2. EEBUATMDE cpi AMR M 的 6- 网 :如 对 每 点 EM 
TEE a E A, JE pCa, o es B 

O B, Ac (Om, n)/m, nC N) ERR LARA, E 

m N-(09, X1, 二 2,-…}。 

如 对 任意 570, M ARAN e -MEE REZZAN, 

显然 完全 有 界 集 必 有 界 , 但 反之 不 成 立 。 

ERI DOT EBOEDUE Hik 是 列 紧 的 ,必须 M YELAR 
RZ BERANE RAK uMÓ5cig M RIS, 7 

E DURE: BEARR ERU SE De RED IMATE 
3 FEMRA e d. ER a CM, TE EM eas, Te, 
KRAMERA 5-34 Fo IREE ta € M 使 Pa m), 
p(zz 25)278, 不 然 (n, 2e) A M AD -A FE RHE, d 
BURKE, TRSBRRTIE KMS RUP (a) 满足 Pen oa 2-8 
(msn), BRAE EAER TEA EA RETS. 

2. Xt». REREN, MIZAH TEL MERFI Ce), 满足 
8,20 (aoa), BAP, a9, ak) REM A eaf, T RM tE 


l kr 
RIRE ME EP, e), (KKU), M TE U Se, e), FAE 
JH —REOUSQAD, 61) 合 有 Trig Ap AKT. xc U LEG, 8a), 


LL u BEN BEN 


88. PRT 88 


所 以 至 少 有 一 球 ， 设 为 SC, 6) RU. Ta IO ESTE Ts。 类 扒 , 由 此 
得 TDD e DTD e, BT, CS (atn, £,Y8—1,82,-), Hac Ts 
aa C TS (au, o, as C TN (a, 0s co, ant, cy BR Piu, anden 
(noo), X BpE ER RB), MEET T Bg PIE (ao a. n. € E, 所 以 
型 是 列 紧 的 。 


Is 有 NEU URBE UAE Ed ia 


证 T ARRAREN EVE 297 B, RU B EHM RA 
z e-o mE 

A 2. FRANE 是 可 分 的 。 

E 到 正 数列 (81) iE eono), à 4, RE P2129 6-88, Hi] 
a= U 4, AE nc ACRES 

53. FUE R 

例 REHAR EOD, 11 中 列 紧 性 的 充 要 条 件 ,为 此 首先 
RERA PH INRE o 

规定 义 在 于 区 间 Do, 1] HRZ M = (02), 如 存在 常数 五 使 
对 于 任 条 LE Do, 11 任何 2(0) € M 都 有 r | «CK, RUBKM c ERE 
Gk M 是 ) 一 致 有 界 的 。 如 对 任意 800, 存在 B—B(eYm0, EH b, 
is € CO, 1], JL 2(0 € M, 当 [ttal < 之 5 时 ,就 有 (408) 7408) | ce RII 
M p ig pet RM E R 28 S BA A e. 

为 了 CCo, 1] fM JADRE BAD LAAM ee B fc — BUS C B [RI 
SER Arzela 定理 )。 

证 1) 必 要 性 

亲 的 一 臻 有 界 性 可 由 条 4 得 出 。 

AET 620 fF M HABE (os). BA (0 Qi 
EKE Co, 11 HARAR, EPA EIE. IE RR 


对 于 任意 s>0, 存 在 d(e), 4 | 一 -<8 时 ,有 lh) 
ce.) (Kin). 
取 5 二 min (5, —.,0,), XFT4E— 2(1) € M 选取 zi 的 使 PCz 20 = 
= max (eG)—a Q) |<8/3, 所 以 当 | 一 5|<3 时 ,有 
(H) 2(8)| = Jeh} COR) (3) 72 (5) + oat) Ch) 
«C |2C5) — 2x63) | + |as(h) —2«(5)1 F eC) — 2462) 
PAGES 
ETT TII > 2:3 
2) 充分 性 : 要 证 对 于 任何 52-0, 在 CLo, 1] ARM AIR -A 
存在 。 直 于 的 等 度 连 车 性 ， 对 于 任意 60, 存在 5=6(8)>0 fi t, 
BELO 1] st) € M, 当 [5 — S REA [o8 206) | C6 Bec, 


把 Fo, 11 27 » 2, TJR | t| E CORR leh) (DL c8 
XH8— 2(1) € M f s (0) 如 下 


(à) «(4 )-(G) (OscisZn) 

Go 在 | 2, 527 | eio kom 

m (See (1). mer ; tee ER a e ($) sco 
«(11 aat 

O ET Oa E 

A (ij (43), mar icici a (iyexo 
>E}, am 

O CECOT OON IDa 

Bit t € Co, IIR [eC cas <s B pCa) = max lak) 


$8. HIRIE a5 


—z,(Di«s. 所 以 对 所 有 20) € M ERR m0) 全 体 记 成 的 集 AE 
M qM eic 

BT BT— RARER, FFE K70 ETIL EC 1] 7L s(D 
€ M, |z(D |; E; BELA - 

LADIESLOIESEORELXOIES $E MEETS 14. 

CAE 4 du dé — SUB EJ. MAPTE «OD 可 由 其 % 二 1 TR NE 
EREE , BV. A STARS 25 nt 1 RRA Rr 中 的 有 界 集 ,从 而 
丰 是 列 紧 的 。 由 定理 LO, ADM ERE 

定义 3. fEfMIEB EUZEBL E vh, MRG, ), 6 J 是 一 族 开 和 集 , 丙 

Mc ue. 


Sb (G.) MRM A —^A- TEARS MME, EIAM REER 
复 盖 4G.).E 了 中 可 以 取 岂 有 穷 多 个 集 G. 9 58。 来 ,使 (GCC。) 


$E nik. M ENT E ae C8 LORS MM B S TEC ss RT EL RLIB o8 SOT AE 
盖 来 )。 FENH E ARE, E DR R A io 

定理 2. 汐 了 距离 宏昌 是 列 紧 的 ,必须 且 只 须 它 是 肾 的 。 

A CEt: RE EPRE SH RRE Roa (定理 1, 
3&2). BE {zi sums ce) EE PR RMR, EXE D UIER S Cen pr), 
Ps AR- IEAM A ARETHA R e 是 百 中 任 间 点 ， 
击 & 是 如 中 任意 开 集 。 如 果 s CO, 那 未 ( 避 题 一 ， 8) s 是 的 内 点 ; 从 
而 存在 一 实数 p270, 使 Sie, py 0, 由 于 fa op s meo EE rf SUE 
存在 一 点 Sn, 使 PCE, zm) o/t, BRAEM o fi p/4«7oxo/2, 于 是 
TE S Em p) C S(z, p) C G, TR (G.), ca 是 百 的 一 个 开 复 盖 ; 那 末 对 
每 个 «€ E, pfE G. SE o CG. IK EX YETE— S mm X pr, BE € S Em, 
PCG. PEG, 29 G. cuo, ATC Oram) 是 1G. cart mp e SiS, 
MEG, ovp) 排 成 Ga, Ga, «o, Gu s 如果 从 CG 说 中 不 能 选 出 有 穹 多 个 集 


形成 E 的 开 复 盖 。 那 未 必 存 在 一 点 《NU Gasa =) Ez 
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紧 性 的 假定 , 可 取出 C BFI 48 Qr Ee ACT E rh yo EE 
Gn 的 内 点 ,所 以 存在 jz, 2 | 
l i n otm yn € Gm. 

取 n" = max (29, m), Hil yw € Gm 对 一 切 nn", 这 与 yw ELFE 

充分 性 : GRE RDSEBUEBBDZRRD. CUROWDOT R80, (S(2, 8)|x € 
CE) AURE GRAS, ATRÍASEPERDRIHTDURARAMA mu cy ms E 
(S(m,5)|i51,2, …,n} REBEL SES KER, (n, 00 是 加 中 
的 = 网。 珊 (o) 是 吾 中 任意 基本 列 。 那 未 ,如 果 (sw) 在 吾 中 不 收 俩 ， 对 
于 每 个 2E 吾 必 存 在 正 数 3 使 在 球 SC be) 中 没有 点 列 (zw) 中 的 点 ， 
网 为 否则 e 便 成 为 《mm)》 的 一 个 子 列 (*。) 的 极限 ,而 由 于 (m) 是 基本 
Jl, Ces) LEKET e GRETA HTERRD, FEASSA 
zy 0e 及 有 穷 多 个 正 数 0x82 (LE), 使 


H 
E= U S{z; 9), 
平一 于 


村 是 诸 点 c. 就 不 可 能 属于 如 了 ,得 出 于 慎 。 由 此 知 召 是 完备 的 从 而 
得 知 召 是 列 紧 的 (定理 1)。 


" HH - 

1， 锯 明王 高 些 间 百 中 的 完全 有 界 入 UII IAS EARN RCHUEEUR Yr. EEEN 
MEI ESTE RE REM A 

2. VE JC) HAMERS R E DER IE TELE DORMI ICE 4 RR 
Him ay slim J (Ea) f (rom fGrn)7f Gro)» EBENE, ECF PR 
VOTES BB CR AECE REAREA. 

8. BEW: n C^ 2) EKG JEU SES Co 20) CO, WIRES OI m FU) 
EDARRA C zo). ORUH Arzela 定理 )。 

4. RERAN RENREN dE rob ELLE ME 

5. REREN T A8 (5 09 48. 

S. PRENA A JLBOR "ef Eso EAT CE, ERG EE yE A, 使 

Ka y) eG, E). 


$3. fige 8T 


V. ckübhn A, B PERZ Eh RE GÜCE ME E C 4, y € B, 使 
KA, B) aC, y. 

8. Au E,E, RESASEES, ATE WIR, TROEN E. purs Raps TA 是 
E, wmm. 

9. GRWEIRTEES PEEL Re EB. 

10. cREEXE X 4E RE RE ENEH EHEER AN E. phina T iE Eel 
853,38 4] BEL A TIEG 8 2 0. 必 亲 选择 02 0,4 | 

pn. ug) Lp Tr, Tyce 

这 里 op: 各 是 E, E. rnm. 

11. FESES IB E ARCU AE D EE AR 


第 二 章 Fréchet 空间 与 Banach 空间 


$1. Frechet zkBH.t5 Banach 空间 的 定义 与 实例 
定义 1. BUB SEE OE Hb EPA vy, a,b 等 表示 ), 实 或 复数 城 K CBE 


Kappa, KPID a, B, A p SERE) SEE PEE BEPETE DELE THO THE 
ER cvcEdEGEWMLCE joy, WEA 2—ccy 表示 这 对 应 关 


JA.mixin Ru BH mif TEREE, RcCE ARERI YuE 


Were Pee n m m PPP, SE e P IP ePi, Per ra PP e eH, qu P P Pee PP. P E a e rer e e n 


(D) Jm $4 E E n 29 ORE B 
1) z-Fy-y-4E 
2) 2 十 (88 十 3 一 《3 十 的 十 8 — 
3) .存在 元 9 € E, E 2 € E E cO Sz, DO RAEL] 
4) [v € E, 存在 —z€ Ef a-p(—2) «9| —2 称 为 了 对 于 
m AU do 
(ID) diseno RO MORE 
1) a(Bx) — (4852 
2) le«x—c 
(UD) 加 法 运算 与 数 莱 法 运算 具有 关系 
1) (a+ Bae aai 4- Ba 
2) «(z+ -ax-ray. 
mx 2. KRAER K E y E p zc up E up fe A HE gs Ds CE PR 


SÍ RE RC ula. Eat Rs ERI Mo E ERG D A MA 


81. Fróé:het 空前 与 Banach 空间 的 定义 与 实例 89 
RIEC y RE HERT, m € E; 

1) lzl>0 B. 2] 20 «— 2—8; 

2) Ve--viisclel 十 1y1( 三 角形 不 等 式 》; 

8) [2] - el# im lese] 0, Tim Jaz,]->0. 


这 时 ，|z| T— 准 范 数 叶 做 荡 灼 ,是 指 在 上 还 三 个 条 件 
中 ，3) 换 成 

8) iae] — |a] [s] (a € K, «€ E), 

AUR BOE s 6 Be TT. b EETA C RE S Ere , Hexe MR 
— 性 宗 央 (简称 Be) 型 的 空间 )。 

l. A4€CO)ZCRIASERIAR Go AMO E—9] 5c p SE E ER 
VE SE EXEAT ERES FH] c rn Jte es ee te E Se pic: 
(ety) =E) HYE, Cant) -asQO (t€ 0). 


^  jel=msz|æçè)]. 
FEQ 


TES CA LUERRAGARLKAEKE, 所 以 对 于 每 个 
z€0CD), bxl 是 有 定义 的 , HEARE 1) 22 30. Ag 0CQ) RU ERR 
性 空间 。 


常用 的 特例 有 下 列 两 种 : 2 一 [0， ORE HS TA 这 时 
i 1 


我 们 常 简写 成 C 代替 CL0, 13; S (15, s … 0)， 罩 作 数 雪 
塘 中 的 子 空间 ,这 时 我 们 合 < (L)- 6. «(0-6 AMECO) 实 


际 是 一 数列 (4)w=0,1,2,…， 满足 lim 名 一 上 部 这 村 CD 是 K 中 一 切 
E 
ce PI) 4 Dk RR p Ce) Mop CE 


CD UT ou RRT ERR, A FRANA E, 
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[2] — maxi£sl- 


9| 2. ROBAR [Eo O C 2D, X LO EMRE, 
P 是 全 中 子 集 姐 成 的 一 个 Booleo -fiH A VCD, B) dm (CO, 88) 
上 一 切 全 加 法 有 穷 实 或 复 值 的 集 孙 数 全 体 所 粗 成 的 宝 闻 ， 其 中 加 法 与 
数 恢 法 定义 成 (kv €V, AEG, a€ K). 
Cp rr) A) BA) E vCA), 
Cap (A) -ap CA). 


合 
iem suf X [aED] [E:€38, BiN Ej GH), 
: i=l 
U ELO, Cien }. ~ 
i£) 


可 证 1all< + oo TREE BE e [Hs V. EARS mV eR PHP PEE RT, 

例 3. SECO, D, i) ILEEZE RII, H i (0o, 8C0, 98, am) 是 其 
E— UC 295b ELRCHMS SC EE REKHA D, Hemke 2. 
法 定义 如 例 1, Fail HH 48 COURLNCE IE TES REB AS 


PEN ec] 
jæ] f ^i eiT A0. 


VIL Ro RER C0), 而 


a , B | &-8 
Itali p itate’ 


D 3CTHUESRMUAUE, SENK, REAREA, MiP. Halmos, measure 
Theory, 3X À. C. Zaanen, Linear Analysis, Fart 1, 或 M, Lodve: Probability The- 
ory, Parit, xX M. E. Munroe; Introduction to Measure and Integration, Ghap. 
TI. ' _ 

& ATAHAN Boole o- 汪 V, Hor QC S, AB gy Boole r- tg, Boole sr- — 
3f Byz C RLPH SC f ` 


8&1. Fréchet 举 风 与 Banach "spite S 5 SC PT 4 


PATIESI SCO, B, n) JURE GEHEN, 常用 的 特例 旋 是 0 一 

一 [0, 13, LF% Lebosguo HREN RIMMER See So, 11. 
XPA 0— (, 2, 0), 而 nC) oan AT CO) 

(od. EIE Xo — ULCHICEO EUR e(n) e E (nml, 9), 而 范 数 是 


这 时 空间 SCO, 28, RTRC) 
4. (O, D, n) KC e HERHRUEZRTUI, 部 可 以 表示 成 2 一 


= |] Et £e €98 B ENKEL 2. Jo e =L (O, 88, 


n-1 
u), PSD 表示 可 测 且 了 次 时 有 和 的 一 切面 数 ( 实 值 或 复 值 ) 全 体 粗 成 
的 如 性 空间 。 定 义 加 法 与 数 乘法 如 例 1。 由 于 不 等 式 
Clol+ L8 rc2rC oc | 19) 
可 知 L? 是 线性 空间 。 如 果 今 


lel d alucan, 
WBOARCIOER HL" JEEREURTI, BRAE AE fe A 


5$ ,而 三 角形 不 等 式 在 这 里 不 过 是 所 下 Minkowski 不 等 式 : AT eye 


EI 
1 


[$ sereno] 4j Lo 


jj$ TO] «cap. e» 


对 于 ?一 1, HORMEAJEELANUS B P>LRI E ptg ds A 
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z€L",y€ L', 我 们 先 证 Holder 不 等 式 


L 
P 


|f erea |] $ ecan C aian | . e» 
ü ü Q 


ahe 


4a S Olan, &-($ IyCO Fide) ) ^, Sch os 
ü 


大 0 二 Bo, 因为 在 二 者 任 一 等 于 0 的 情形 不 等 式 是 显然 的 。 AR R. 
2(:)220, y(1)220, AHERE 


| j «(yon |< M [s COS CO ICat) 
一 般 的 情形 就 可 推 得 。 注 意志 rtir 对 于 :>0 在 ro 1 处 达到 其 
RUM 0s BEA 


rec rt C9). 


i 


4 r=aß PI, Wig. 


ap LE (a, Bzz0). 


_ 
这 时 等 号 适用 的 条 件 乃 是 "= 1 部 am 873, RA 
acia) Bey, 


BR EO. ERU EEO 
为 了 证 Minkowski KER, PR 12-1 RTE HERE (220, 
YDSO, IREM Holder 不 等 式 可 知 
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V EDEP = S EHE + 
ü a 


+ È EO HOOD 
E 


1. Ł 
ECOL ONAE wan) ( (ryu aD) + 
i2 Q . 


end. 


1 
+(§ Ce escose vao ( eon)", 
í} u 
注意 (p —1) ^ p, 从 而 得 出 C1) 来。 注意 在 (1) 中 等 号 适用 的 条 件 力 是 
在 上 述 推理 处 两 回 使 用 Höldor 不 等 式 都 是 等 号 适用 ,从 而 不 难看 出 这 
条 件 是 存在 常数 ) OROL TEA 
ERRUSIA: HEA O AFE m MU ASI, 1e 
是 平常 Letesgoe WE, (BEA IBS D? 表示 成 U) 其 二 是 取 N= 
—(,2, sn) nC oiim, 2, 2, 这 肝 了 (由 中 的 元 实际 
是 一 数列 = 一 (Cs 一 1 2, e), 满足 


bu o 


lén] «oo, 


n 


H 
pa 


mj 


TERA isi -( Ys) 
=} 


xk s Meo CI. 

gi 5. gE MCO, B, 由 表示 测度 空间 (9, B, u EURE FE 
ZRET AEE K E cfe He Cm BILD B e B PE TR, 
xCHUGESAS OEC EH. $ 


[z| 2 vrai max |z(£)|-5, 
ER 


T H Vrai mex. $ Vrai maximum (HAIE, BA UE A2. 


A4 第 二 音 Fréchet "tm.5 Banach R 


BD | e| —inf(atuCtt]]20]22, 1€ 2})=0}. 一 
AREE ULM ERAM. 

值得 注意 ,如 O<, Hz € M(O, 35, 15), HRT € CD, B, e) 
对 任意 P2 成 立 , 且 


1. 
i n P vrai max|x E 
im [] Dlan | = max act]. (3) 
事实 上 ,首先 ， | 


1 RE 
| 8 lO lnc | vrai max 1sco coco» ". 
Q 


A E= (t| [e(l avrai max] | —6) (67-05, 那 未 
i 


L 1 
[vrai max |z()| —53 n. «( § lz) ean)”. 
LE 


所 以 (3) 成 立 。 为 此 , 当 (0) o0 Ir AGE M CO, B, ORRE LO, 
B, wo 一 一 
特别 当中 = 人 2 &((npo1M dic) -£, HR] MCO, 
385. pM CB FECE] 一 (组 成 的 线性 空间 ,其 范 数 是 
[e| —sup|&«l. 
KHARE HODE Ro 


8 6. & OC- oo, ce) 表示 (一 co, oo) ERRADA 
TEE Bc Jn s Er BOR HURE, A 


le]. tup Pul CEt k JERE), 


lgl = 53 Fata 
而 | l gE I4 [zr 
=i 


. ， z 
ee PE ` - -一 一 二 
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987. Coo, 1] 表 定 义 在 [0, 1. Er CO RR RC RI 
Hz EXERSA RRA L E 


k 
lat - 2 E OOL READ. 


wu jæ, C** 0, 135 RC 3E MZ Ho 
He 1) BO ERTMEZERILPLRECIURESU BEPEZE HI DOO 3) 显然 由 定义 
1 "o mE 
2) Hifi (el 决定 一 个 距离 oC, y) — lav], 这 由 定义 1 
中 的 1) 2) 8) 可 看 出 。 
定义 3 GURSUUIEBMPEZEEREH 1 一 | ETAN BRE 
Mf reohet( 或 (了 ) 和 型) 空间。 同样, 如果 赋 范 碎 性 空 妇 按 距 离 |o] 
是 完备 的 那 未 它 呈 做 Banacha (B 38 )zx t. 
例 : 1) Ep REE 
lz— Y= mex ist — y(t)i 


的 收 仇 就 是 在 O 上 的 一 Biki i T ORE ERU E — Rc "T B {7 
RE RSS RIA CCO FEX ER BRE TG 6g, MAE Banach ze iT 
2) VCA, $5)J£ Banach Zijo EKE, iE (e) 是 了 中 的 基本 列 ， 
BIS] Eg] 8270, 存在 no n(8), 使 
m, nono == [tta — pa 8n 
TR V PERKE TEE EEP, 对 于 m, nm 一 
| Ex (E) — p CE) | S lom — ponl <E, (4) 
Pf (C0) ER BEP BERE FERE KR m CE), XA 
是 器 EAA. h (4) 得 知 对 于 任意 全 IU 29 8I: Q= 


k 
= | | ains;= $ Ei), E: € B, 必然 


i>i 


46 请 二 和 章 FréchebE[S. Banach f] 


k E 
Y, ius m EN mp ete. 
i=] 
4em-»co fE nno s 0 
h 
» [WE e Un) Ke. 'G) 
i= Í 
分割 钙 是 任意 的 ,在 上 不 等 式 中 取 对 各 有 穷 分 割 的 上 界 ,得 
[apne 《rm) ce) 
的 加 法 性 由 iu 的 加 法 性 取 极限 容易 看 出 。 注 意 


对 于 B= |] momng-6Ge» EEB, scm 


天 = 


iL) 5)- È eoi U s) U | 
e|» ( LJ =) -5 (Er) «| 之 HEr) ~ i BC) |. 


FCU s) LU metes «(2 


-»([J m) jean, 
k-—i1 
n BELIZE HT s ARREST UR Fa Mc E 


i» ( U E) — S Bug BE) 
Kk ki 


<E, 


于 是 当 加 是 够 大 ， 
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DUDSX. se 
k E=] 


二 1 
s 褒 是 任意 的 ,可 得 上 的 全 加 法 性 。 由 46) 可 知 B CVCO, Bo 于 是 证 
HAT F 的 完备 性 。 

35 S(0 JE Fréchet 空间 。 i lim | ma— wml =0 选取 子 列 (eub, 
EE Mi= {t tE O, 27 [mau mV) HUE 让 用 ss。 这 是 
可 能 的 ,因为 一 般 对 于 *€ 5SC9), 对 于 任意 5>0 E M (2) 05€, 
[200 1222) 满足 


CMC lal us Ct Gd 0 M VG), 


从 而 " (100) > X fg 82-0 CM ,05))90 (17790), BD 
S rp XE Bü ETC lc A PER PRI EIER TEER: 


k—1 


Zu t)-— En CE) + > CHER — wny (1)), 


j=1 


wiel] Mi 时 ， 


i k—1 k—1 
| E ia D | X iam, 
e 名 


[je Š nme 


j-t 


s» "(Ñ Ü») 


BEA en CO) P Co RT BUE Zelt), 这 页 数 显 然 是 可 测 的 。 
FA Fé ali o RR e HEC e , TLA 


ac 


lim [zu — Tml! — 90. 
天 -oo 


TE 
Hm lemt lim [emt] Tem |En — tal 9, 
mow m, kp E> o | 

Bp lag, — a] 0 (m— oo), ERT S EATE 


4) LPO, 35, AB) pzlM Banach zz[H], Ey Jim Lo —&ni 一 路 
- Th, aon 


可 取 (9) 的 子 列 {ma), 使 六 lz 一 asl<eo 全 


n-1 
te (D) Eos OF MS m (D na O4 € L^(0), 
(0 kel 


TERRERO — D 有 有 穷 的 极限 lim yaio di 
三 角形 不 等 式 及 Lebesgue 一 Fatou 定理 可 以 看 出 . 


V im yoC pa om quere (Tossa D, Inaral 
g "9 . fiü— a Pe 


由 此 可 知 殉 光 在 穷 的 极限 e(t) lim aC) EI?CQ) 存 在 ;而 


I2. — ole nus el; 


£—k 
AX lim wup =wa( 按 ?的 尺度 )。 与 前 例 一 样 可 以 看 出 . 


lim zn nu" -0, 
moo 


而 L'(O, B, NTARE. EEH REAT AU P DERE 
$i B PS RC P RE RR — 3 BUR SICT FL ER MES “ 
D. (G9) MCO, D, p) 是 Banach is SEHE MA RR 
(6) C( — co, oo) JE Fréchet Zl zz [ij 3E EH] CC —eo, o2). . 
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站 做 用 是 指 在 每 个 有 穷 区 间 上 的 一 至 收 敌 ;从而 完备 性 不 难 导出 。 
MESI TUN 
1) QE TEESUA17:206 61 35 3) PE ARR O= {1L 2, 
7,2), ij CCOOP fg B — n MEAE mo CE £u e En), 范 数 是 


je 上 一 max | 人， 
Ik 


REMCO, 95, RRE Q= (1,2, onh n C0) 0L AKEn), 
对 表示 9 的 一 切 子 集 的 本 体 , 那 末 也 得 出 上 面 的 特例。 这 一 空间 表示 
成 (mo)。 | | 

2) PRO — (1,2, 0), uR = TOI Een), L(0, B, p) 
OS pco PATLE m MERE m (s En os £0, 其 范 数 是 l 


i«|-( X |£ " fe. 
这 个 空 AMARRGD 


HEC), QI) 0221) 0E — 0] n HRE CERE) 所 租 成 的 Ba~ 
nach aa Bn EMAAR ANTAR, LE-TOE eS Dope 


NAM E EITA 
E 准 范 数 的 连 灶 性 容易 从 三 角形 不 等 式 推 得 的 关系 
leigh cau] 


导出 。 cu: 的 连续 性 在 峰 范 空间 的 情形 很 答 易 起 明 。 YE— RS TEE P B) 88 
形 , 注 意 


lez — «a, s lecias— as] d- eum nk 


上 不 等 式 右边 第 一 项 当 o>a 时 趋 于 需 ， 这 由 定义 2 得 知 。 为 了 "m 


PRETE, RARE 


(7) [a| S M «co, 2,5 8 — 502,5 06 h a N — RR E, 
Ay P.(0) - do s, ELI 


50 H- Fréchet æj- Banach sem 


Palat BS Pat PC), 
从 而 [Po 一 PCB) |& P. Cae), BL P. XE K ERA A 
lim jaz] =0 又 依 定义 2 由 于 2 9 uf An lim P,(o)—0 对 每 个 a 
Api nwm 


成 立 。 依 Eropom 定理 在 K 上 (和 序数 直 丰 或 数 平面 ) 存在 可 测 子 集 4 
使 mes ACEI Apy Lebesgue 测度 )>>0, 而 在 4 上 lim P.(a)—0 —£k rk 


立 。 注 意 Lebesgue ii| EE REIRA PE Rc i RII CO, BI 
meas( (A 4-062450 (90), 
EB AOB gg 4B HIRE CAU B)NCA Bye (ANB) U CENA. 
于 是 存在 正 数 oo 使 | 
| 7 | i eo— mes(( A 4-2). H mes A, 


特别 由 此 可 知 mes((4+o) 几 4)>0。 因 此 对 每 个 满足 15 «Cnr ft o, 
Jefe a, o! € A, E oca FER PCo «Pa (o) - Po) 与 4 的 
取 法 可 知 对 于 一 切 清 足 lc|<eu 的 o, lim Pa(0)-0 一 致 成 立 。 取 正 


BERE k, 使 kno M, FE penes] «Choo. | RP.Qo), 所 以 对 于 laS 


<MKkon 有 lm Pre) ext l| KM RRE MA KPa) 
«kPa, 所 以 lim P.(0)—0, 从 而 (7 得 证 。@@ 
»n-u 


ik: 由 此 可 知 定 兴 引 中 的 条 件 3 等 价 于 
| jel = | =e], H >a, zu or, 
事实 上 ， 
antu = am || e || atur — ena || -t- Com era: | 
TORRE — ARC) Buck T. 0, 而 第 二 项 按 3)» CT. 0。 
0 EX O4 REREGURE MUERE] E mki (équivalent) TR 


© RF.R. Halmos, jWHed& $61.52 H 1, 
D BEMUIMTIASE RA SEASHELLS] 30 真 (本 章 6 3 ded XC, 


$1. Fréchet 空间 与 Banach 空间 的 定义 与 实例 | #1 


HEERE AER H E, 是 指 存在 由 如 到 Ei 上 的 一 个 代数 同 构 e: 
B)-—xj—RASe e, d 
p(ax 3- By) —-ao(2) 4 Boy), 
TEX HE e ERE CERO RI: 
lgs] 一 | (æE £). 

R e up ieS . 

ik: 等 价 室 章 的 例 将 在 以 后 举 出 。 

注意 在 前 面 的 许多 例 中 ， 有 许多 井 不 是 专机 数 为 它 的 元 的 ( 依 
€ CCD} 那样) 而 是 以 画 数 类 为 其 元 , 例如 在 SS, L7, M 中 都 是 以 夯 数 的 
^8 r2 CBn FLFAGELIHAE B ER UB CE — 38) 为 元 的 。 一 般 , 设 是 米 性 空 
间 , 其 上 定义 一 个 实 值 画 数 el, 潇 是 定义 3 中 惟 范 数 (或 范 数 ) 的 一 切 
ERA, (BORIBIE llis] —0—92- 9, Rih E 出 发 可 以 作出 一 个 里 维 
范 ( 朋 范 ) 的 线性 定 间 来。 为 此 ,我 们 引入 商 宏 间 的 构 念 。 

定理 2. BERBEK LARREZ, E AEBEK d 


WEEK B THUIRT 27 97H HX n) ddo (REA ul ra Hj c AER LE T aus fR 


T "T HE eet ALAMI, HA gp 54 
KAR DREAN E/A, (cR E | 


lle inf jæ] (€ E/A) (8) 
zc 


是 满足 23 3)《 相 应 地 2) 370) 的 非 负 和 值 西数 。 如 果 4 包含 一 切 满足 
lz 一 0 的 元 a, [|| 是 准 范 数 ( 相 应 地 是 范 数 ), 使 /4 RAET OR 
REAR, S RAREN 

TES 不 难 证 明 

aoee A) sey (Ayaa A; zeey(4), gez(4)— m 
2(40, ABRERA R RREN i (y| yelda), YEE, 


52 f A Fréchet W- Banach m | 


22: 


à4-yoc4 y, PM 
” 则 这 些 等 价 类 之 形成 一 机 性 空间 至 /4。 注 意 ， 

jè+yl= inf lot+yls iof æj inf y= jel y- 

?Es zem YEY 

如 果 liazl — la] |], 那 示 由 (C8) 看 出 hazl Pod èle mE de] 是 满足 定 
X LEY 3) 的 ， 那 末 取 定 一 个 zzE 为 则 当 e, 0 FT, l 

bosch ->o (n>), 
RE Ves ]|0 fit CS RT RE zn € iu, 使 

< 
从 而 Jalos FÆ ailla KIRA al 也 满足 定义 工 前 
3)。 
.— Ju|z|-0—»2€ 4, SUR HÒN, BESE GA AUR 
|| —0, 依 (8) 存 在 a € 2, W [2s]. 0, 但 zc 可 表示 成 = 一 so Zr € 4, 从 
而 jz 一 wj->0, 而 依 关 于 4 的 假定 , 2 € 4, 得 出 矛盾 。 所 以 这 时 lèl JE 
准 范 数 (或 相应 地 是 范 数 )。 
(0 dk 特 虽 我 们 证 明了 定理 2 前 注 中 所 叙述 的 事实 ， 即 如 果 吾 是 入 
HAM, HEARE lel 满足 定义 2 中 的 2) 8) (或 2) 8/2, 
UK A- {|lzl 一 0,wEB)} 是 阴 米 性 子 空间 ,因为 。 一 

læ] =0, lyl=0— lev [lel + ily] = 0, 
fanl =0, |en —zl 5 0— Lalo — ml + Lnd 70 
从 而 [el 0, 
fel -0—— 1221 —0, 

RUG— MORTIBUS AY 一 RU [|] 0, dicla XC 1 的 S) pan] = Tim. 
las m0, TEKER 2, 8/4 XHBCÉESECHUIB FE BILSIR RE REEM 
- 注意 在 这 情形 下 ， 如 果 onov CAD, PE e y ess e € A, BD [e] o 0, JT 


的 全 体 。 定 六 


lll, A Iiis, BH lel= lu, 所 以 这 时 |&| e [e] Ca € EB/ 
A). 

Fil 如 果 在 定理 3 中 ，, 吾 是 按 lel T i H 
ja 一 om|->0Cm 各 ->o0) 可 知 存在 s € E, 使 |mm 一 z|->0Cn->co》 BR 
HAR E/A 也 是 完备 的 ,从 而 当 o] -0—9 2 € A Bp, B/A 是 Fréchet 
型 (或 相应 地 , Banach AIZ). 

证 ; BERAR E/A p, |. $490 (n, moo), Xt Cz. 的 子 列 
Cn) 使 lins imlo BUE 2; Eui Ho € WERE] 

k 


- a | «21s — ml 或 于 如 前 者 等 于 0; 再 取 a € as E [za nali 


.max gl dug sj, 32). go 于 是 {zn 是 吾 中 基本 列 ， 依 召 的 完备 


HE TEHE e CE, dis eneo A i Aik A Ar m AED Tim 
-iila 0 RES 

ER. SAREE umb. ME) 线性 空间 E 必 等 价 于 一 个 
必 存 在 AAE AERAR p, dis (os By) =p) +B), 而 
B. lec = leho | 

ib 全 sj 做 Eo 的 完备 化 。 下 面 证 明 中 完备 化 的 方法 正 是 Cauchy 
对 实数 所 采用 者 。 . mE mE 

EE 4 Ep 表示 至 中 一 切 基本 列 (罗江 部 ja 一 oj 一 0 (2, m09)] 


(2,0 H (4950 = (rr $9, ACn) = (22m), 

不 难看 出 E ERM 4s [C2] = lim lemi RURE |a = fen] | 
lenin), TAAR EAE Jute AERE TA A H COE 
满足 定义 2 的 3) 38)。 如 果 je] ERES RAEI 中 也 成 立 。 

由 一 般 距 离 密 间 的 完备 化 定理 可 知 ,如 果 Eo RRE rp — PRN) AY 


B4 第 二 章 Frschet 空间 与 Banach sEpij 


全 体 : 2s] 0 (200, HRE HEFE f] E/E 中 一 个 笛子 集 ， 这 
等 中 由 映 象 实现 ,其 中 eC) den ii Gs) [0s o2, — 9] n1 决定 的 等 价 
类 。 由 村 定义 2 的 如， 3) Ck 3) 知 当 上 sb 一 0, [281—0 时 ,就 有 zn 十 
yall, |a. |I 0, 可 知 Eo 是 Ez By M TR RES ES E ATER. 
因为 如 果 — [(49)—(z2j—0 (ko), (409) € Es, 


BE lim lim [z45?— ra| —0, 
J nya 


即 对 每 个 6270, 可 取 Ko, 使 Ee FF 


lim. jag —a | «6. 


f m 

特别 可 取 (ko) —n(6), fl Anko AT 
|? — 2s «8. 

于 是 因 land eo enl] + eol, 


先 取 Ko, 司 n>nCko) 时 上 式 右 边 第 一 项 «C6, HA, WE nzen' Ce) 时 
jego <e 后 者 可 能 ， 是 因为 lim js&o1= 0。 从 而 (xn) 是 零 列 。 由 此 
可知 罗 不 仅 是 等 距 的 (部 1pz| = lel ELERE, plast By) = 
—ap(x)-Be(y). Eo 
E T (E SERE], da eT f (BUE FL HH E DG BEES CE MEZ B 
00 XX 5. RE P pRO REN, E CBUARR] E x 
x £i dh Uc syl CE v 本) 租 成 ， 其 中 运算 与 准 范 数 定义 成 
(n, Yi (0 vs = {21t ta Vi Vel, 
afz, y) = (az, oy), 
lito, vi inl jel. 
定理 4. BHECETECR ZO ATEAN] E, Ex 8981 zzi E x E, (RR 
NEA COHBIRY JE COS PETERE. R E E. 是 完备 的 , 百 x 召 , 也 是 完备 
的 。 


Wu: 定义 3 的 D2) 都 是 不 待 证 的 。3') 也 是 容易 的 。 信 证 3)。 只 


- SUB— F. | vn, ya} 0 — lain, gahl = (oz, ea) | = ies + lagal] 


$1. Fréchat "m Banach PEBatgsE EAN bb 


—0, 因为 这 时 [|n] 十 fim || 0, 其 余 不 难看 出 。 
如 果 E, E, LAPRE &E | {zn, gs) 一 — (t, Ymy | —>9 (m, m-—»oa?, pp 
[En —za|[7*0, [4s —2«|—0(n, mojo g lim memi, lim Ja = y, $ 


ZR is Yah — (2, 93 || 7 [8 — m lyyli, A E x E, 的 完备 性 证 
Zo 

IEERS PUPA HE fH ERE ts XE BO ZE HI AERE ARE, 很 自然 
BHAN- DE XE, MAARE, X. FB RES oC, 
y), fi E [HIT JEZE PS ZES [UI , TE (n, y) 2 or y, (a, 8)7*a2 fp JE [HE x j^ 
Em,HEKxES[E:pRISERBIR S. Beha H GER POBRE TEZS o 
HIER eR EIU zs SER (9 ECC 4b , Wut x 
2 中 的 3)) 5E 28 EGK 

eC, y= |z—vy| —70(e— y, 9), 

qug ER pt% 十 z, y F2) — po, y), 这 是 做 距离 的 不 变性 ， 这 种 距离 也 
叫做 CF). S. Banach 在 他 的 称 典 性 著作 Théorie des opérations 
linéaires 中 提出 了 并 题 : 即 一 个 距 珊 太 性 空间 是 否 一 定 可 以 改 赋 一 个 
等 价 亚 离 ， 使 得 新 距离 是 (型 所 网 上 引 的 青 ，232 El KARNE 
案 是 肯定 的 ,特别 完备 的 距离 线性 空间 必 可 改 同一 个 等 价 的 距离 ,使 它 
成 为 Fréchet ÆW], F, V. L. Klee, Jr. Invariant metrice ,in groups 
(Solution of a problem of Banach), Proe, Amer, Math, Soc, 3 (1952), 
484—481. HUC F AMET OUEXDH GER SEHEZEBIRIUA, GUTEN 
FIRAR ,将 会 了 解 得 更 清楚 。 


EE Ea 


| - 1 
1. sRHEP(p20) 是 Fréchet XA (E pl Boe i Diap), 在 0<p<1 


i=l 


Miejel= $ i6). 
$21 


ba Ba Fréchet semp & Banach M 


2. RR V[a, b dee, b] E— UTERE , A HEC i e Fe HT Ni AE SEU Y RE —. 
性 空间 。 定 义 . . 
el=leC) + var æli), 


it Ea 


AE var (PRR e0) ERAL 5] E 
mA 


JE ilb 
ad, y= sup PA zal 
EH pee [eb] DRRR 7. aot, ctc c chu 而 取 的 。 cREE 
Via, 5j 是 Banach Em. X Vla 5] 与 一 般 的 下 [9, Bx x, 
$. Hk M, EË E-ANEM i 设 运算 就是 不 常 因数 的 运算 ， ms 


lzl= sup | wi) 
ato 


Jide Mg。 是 Banach 空间 。 EN 
4. ux H*(0 « pe Loses [o 51 E—UIBS E Holder 计件 
[2(52— at] <M] fı— t, |? 
MERA ERTA s D ADU EEM, 4 
zm) x0. 
【= 人 = Bis m ch OE , 
MGK H? 是 Banach EP, UT 
5. Fréchet 空间 中 元 到 (za 做 有 界 列 ,是 措 
0 


FIE 

D ATEENAAN Mx PEOR $20, EE bo fi | 8 E | ba 1 一 Sawn |n 
(a= ea 7 0^ i 

3) :加 (em) 是 有 界 列 , 旭 gap] 241€ +e, 

3) 在 Banach sl]: 2) 的 带 命 原 也 成 立 ， 乌 在 Frschet Mh 2) 的 过 命题 不 必 成 
立 。 

6) ET RECO IENNE YS E, Ime dois X. 
HA L 


na 


1 
— 1 EET 
HEFTE e 


RET AE Fréchet 25g, 一 
T. Re B, RRC es n) EE PCIE AUN DECR. EWR e de HR 


(81. Fréchet sigs Bnnaeh 兴 交 的 定义 与 实例 aT 


SE de ERARA BEEN Lx 


T 
LINE NAE ral. 
=- f 


RH p 时 , B, Banach +p, wik Besikowitch *PRQ LJ. Mazurkiewicz, C. 
R. 908, 1527-8], 

8. BE E. GEJ) 是 一 能 Banachzent I REBASA o. zt E= € 
EE GC), "i 1 一》。 在 至 中 全 


(n. JEE j=l ty CE 了 
ala J= ar, KEF) 
iz.) j= Sop ls. 


REEE Banach Zfj, HORE 2 2 pE MX, 


9. ROKi) 是 Banach 空 册 ,在 积 炎 性 空间 H Fs S 
i=l 


[ z j= max (T2, lg, "sl rn RE 


n i 
ial=( Ziar)” asc, 
ial 
ER 二 Cw ze wn REER AA TEREE Banach "EH, 
10. g L= LTO £1 V ZV[O6, 3, HAA x 的 CE 使 
[4 
VS CPP j z(Tr)ar, 
ü 
JE TEEL BEE V pti A a RURAR E DETRAS 
1L yO BERR HSER EELO +e) E METAR 
a) p0)= 
b) (DÆ c diliges 
e) lir yina 8; 
Į ->m 
d) POREO Ho ES itt Er ERR v/CO, 且 WC 中 是 (RUE, REE puet 
HAPEE, v50), FEER T-URR, B, eR) 上 - -EA 
STER EE S, B, ES 


Ini S YOLG) Dudh CESR, 8,4). 
ü 


BB fL Fréchet: m-5 Banach tuj 


REE S(O, B, a) 是 Fréchet WER, — 
19. i emo ELO, LEAR EA m A r(e Oma AE 
T d SN, mi 


EAE max  [|z Pty. 
之 PL 
RREO 是 Banach Œil gi CQ AT mid Banach 上 襟 而 O10,1] 按 第 6 题 的 第 二 种 
RS CP DEMER?UERI: 
mtt 
Ta za yi 一 D lel Gu€ C[o 1], d iom +1). 
i-I 
REC 等 价 子 Cu pi tRNR. 
18. iEETE Banach +R, LÈ E hR, sC E, H dist (xs, D= icr 
lome [247 0, 25k. Conv ty | sE K, yE L} 
是 五 中 天 种 性 子 空间 。 
14. HE EJ Banach Wj, Sa E— zh a ag TER: 


SíEQ |x E E, | Tata Ios onE Ensa e), 
fi SDSS en KRE 


门 Srp- 
n=1 


"n 
15. RER AMFA LHEEXGUM MEUSE GITE ae S Bun zum Y 的” 
i=l 


一 全 


ek=, 1, 2, (er, Basn Eny ABD E rh-- Str A oc, WE pEARLI 


TER ei ea MEIE e= S oue, MR i 2e E90 (ee) € (pico 
(£— c ,$—1, 2, n, ai : 


52. SEIEN T5: EC 
EX O1. BRUN BREED] 如 cpE RD RUNS AE TE EAN E 
tp sue se T URT DERE T HEL, KERDI), 而 (v|y € Es, 
dz € DT), y — Ta ) e TG (1 yn] fi T f febri TET T u BOIS 8 
T(z-ry)- Ta Ty (z, y EDC); 
了 叫做 齐 性 的 , 指 


82. PEFS REIS B 59 
Toe) —aPe (xE (T), «€ K). 
MERMER TU ARTER, ph — RREREEZERU FRAU VERRE FE X» 
可 以 定义 算 子 了 为 连 糖 的 ， 指 

sam EDP y Tas yt Ei ps 
算 子 叫做 有 界 的 ,是 指 存在 党 数 m 使 
VETE ECTS CN 

特别 如 果 象 空间 ELSE, PRATT, FENS o 等 表 
zo EDT OT uL BORDER] EDO- E, D CTE E pHo SCELTE 
E ÈK, So T 0 ficit fi Ue S P t UP) rn E JA eA) 
RRRA: HA (€ D, eE Ea 中 的 元 。 

注 在 数学 的 各 部 门 中 ,以 及 在 数学 物理 提出 的 种 种 有 题 中 ,有 着 
大 量 的 各 种 算 子 的 例 。 现 在 举 出 一 些 下 面 常 要 吉 到 的 有 用 的 例 。 不 用 
R, TERZO P HI ER ER E= E =E 时 算 子 的 特例 。 以 后 
RAHEANTETEFER GTE AITITA. 

9) 1. BE 5 E, 4-8 29 dE —n MERO m BEDS Banach cho id 
可 以 是 和 1 中 所 举 的 任何 一 种 )。 这 时 E, Ea 中 的 元 各 可 表示 成 % md 
$i: 

am (Es e, Ea), Y= Um, os 8), (En MEK, ain, ILIM. 
8b DOSISSE A n EA RAE | 
n= filén 580 (isum) 

Ran EJ] ERBIECEST: y Tus V) DUP) 是 AKIM) 
在 K" RENEZ HpTOÉ dS MEZE BE CBOS REUKE S UT ce 
RRR 1 习题 一 , 18, TAAT TER, DARRA fo ETE 
I I» 


@ 在 不 同 宅 隔 中 准 范 数 一 般 是 不 同 的 , DUE EH DUOAR CIR STI RISUS 
1z yate Ran. "M 


80 YE Fréchet se[3.5 Banach m 


特别 当 每 个 fi 是 一 次 齐 次 醒 数 ( 按 Enler 意义 ) 时 , 相应 的 算 子 — 
?是 齐 性 的 ,又 当 每 个 fj 是 代数 中 所 让 一 次 齐 式 
Filin e, En) = > anbe  (1« jm) 
k=1 

时 ,相应 的 外 定义 在 全 召 上 ,并 是 连 炳 性 算 子 。 

IE LAYERS E EREE OC. 

P2 Æ EQ, B, m iR 01, d£ H. 

(00 dee 

HRE $ 1 的 Holder 不 等 式 (2), 对 于 每 个 y& I4(9, 38, p), 


fee f scovconcao (s € 1») E ^ 


是 定义 在 全 L^ LAMEER, A Holder 不 等 式 可 以 证 明 了 
ERAEN., 
特别 取信 ={ 六 —, j (k=l (k=1, 2, =) 那 末 


jm ese 


Air LESER IEIE B. 
$i 3. BERKO, B, p, KC, DIREM CO, B, 3) 与 
它 自己 的 积 测 度 空间 多 中 的 可 测 丽 数 , 关 是 
J ire oboosocans too, 


üxü 


由 Hàlder 不 等 式 不 难看 出 


© Rin A. fL Xanna: 数学 分 析 章 明教 程 93。 | 一 
多 ”测度 空间 的 积 测度 空间 的 定义 昂 附 录 , 或 Halmos, iri 5 85, 


832. HETEX-T- 51ItIE ofc 6i 


ee i -一 一 一 -一 一 一 一- 一 一 一 一 一 一 


y= Te; (Ye)(a) 一 § KCs, Daudt) 
[F] 


是 由 OGB, ORACAL ERE PERET: CLEAR: 
LT h acas) | È cs, Daan | < 
üo o ' 


< f G ECs, lpx pasa aja, 


xI 


这 里 ls = j COLON 


这 个 算 子 叫 做 Hilbert 7 Sehmidt HASAT. 在 各 性 积分 方程 理 
论 中 是 很 基本 的 中 。 | 
特别 当 L*(0., B, MORRER U B EAT TARTE 


i= > ag y (621,2, 
j=1 
这 里 > [lawl?<+%, 
í£,j—1 
VR HINSUM CHR 
Ue - ERDHEN CR CO RET, 例如 


y= Tx, yt) = TO) 


Rog Xe CCo, 1] EHE CCo, I ERUEETIBEERET, CEAR, H 
29 
ITee mex |y(O|s max «I tome e| fel. 


又 考察 


© qESUMPJI RH ERN xp UE A= (6,2), R, Herposcksi, H. T. : 385r 
APERIRE SC 


62 BE Fréchet ÆM]-5 Banach tfj 


y=Tx: yis Ð= (Szt as)" t). 


REM E LRI DR 表 二 稚 欧 儿 里 得 空间 ， 共 上 定义 有 平常 Lebesgue 
测度 ] 中 一 切 具 有 回炉 二 阶 仿 导 画 煞 着 满足 边界 条 件 zts, D] e 0 QT 
是 B*pit— FARD EK x(s, OR A (E RE, T RESE SOÉEM LE 
HRR T. 
到 与 Sehródinger 方程 关 联 的 微分 算 于 
yTs y(5,9,060)— — ved (E, 7, C, te, m, C, 0. 
这 里 v? 表示 Laplace 算 子 
was 一 和 十 3 uz 
是 定义 在 (EY 中 R MERR SEEK BUE UI BM Tz m E asp 


.性 算 子 (看 成 国定 , % deo RSEN EROS 


PI 5 在 变 分 法 中 党 家 定义 在 OPUL S1, W LEENE 
To) pre CONTONE sO 


万 是 % 十 2 m— 这 是 非 线 性 的 。 l 
i 6. 在 很 多 实用 卫士 中 提出 了 浊 粮 性 积分 方程 的 出 题 ， 其 让 出 
现 了 非 太 性 积 耸 算 子 -- á m Yparcon ET 


ge Te: |o Ks, f, EONA 
K(s, t, w)asze, tb, —oo«cu«coo) EER BEER, HHR ase, KE 
[u caa 0) JE-ARXUMOMEEUES BRT 是 定义 在 C Da, 时 中 球 
S (aes (|a € C, [zl<aj 上 的 算 子 。 又 如 Hammerstein 型 算 子 


b 
ye To; y) Ks, Doct, 2) Jdt, 


TEE EET IIT . es 


这 里 ,例如 可 设 
bb 
$9 Es, ds dt + co, K(s,t)-— K(1, 8), 
而 pC u) 是 两 个 变量 1, v 的 过 入 两 数 (o<ctccb 一 oo<u<oo)。 郑 末 
T REXEL 时 中 某 子 室 间 上 的 算 子 。 这 些 算 子 的 定义 区 域 与 圳 
镇 性 的 研究 往往 不 是 很 简单 的 入。 
例 7， 在 鬼 率 论 中 ,我 们 者 察 满 是 特殊 条 件 e= 的 测度 空间 
(CD, 如 ,1D) [是 做 概率 空间 ]。 可 测 枚 数 e (e (o € 2) 由 做 随机 变量 (部 
, &(0) € 8(0, 3B, p), Ope E See C, 事件 的 称 兴 就 是 相应 可 测 
”和 集 的 测度 。 和 如 果 特 别 a(o) ELO, B, uo WE 
E(s)e LOL (dw), 
F | 
V AB LS x 的 中 值 (平均 值 ,又 中 数学 期 望 值 )。 这 BCx) 是 定义 在 
S Hg p Tu IS KREA IX4MIRERCECT JE RE RR BS. Dd 
it f —[0, 11, tt RFR Lebesque 测度 , 取 


vio oci 
"PP 
mum | mnt Ei E 
o. ; 
0 mil 


HU 25 (0) 0 Cn->o0), 但 县 (zw) 二 1, Cr) —0 BEI, EC) 
Jof. , Uum EE PEE, 
Maey f (alo) pulda jEr, 
ü : 


© Am, f Epacnocexsexsit, M. A... JERTEH S ut rp eda dE d S86 Xt. 


"4 Por Fréchet TUNE Bansch 空间 


co je) | (dex) ex E( | x: | 9), 
Ae È |20) EGO) lio) EC — (219), 
MX) = j (a0) Ba) Yd) e EQGn — E(o))n), 


V(z)oMQ2), e(z) V Y(z). 
M CORE (a Hoa) Ur f dece p X , V CouLBEAEC, 0 (2) 叫做 
FERE, Maa), MPE SATAR TCD, 98, 5) 7 E; $8 
Silii e, y € CO, 3B, a), 那 末 
C(z, y) - E((s—E(z))(y —E(y)) 
存在 (Hilder 不 等 式 ), 趾 做 随机 变量 m, y 的 共 变量 ,而 
C(s, y) 


A 


upik o, y 的 相关 系数 。 
定义 在 五 中 区 间 [e HIRA R LERRA SO, B, nO UR 
Hd d B c (emn Ct, oC 234 t 固定 时 是 测度 实 间 (CQ, B, e) ERSE 


AREE, wie RERE + HRR EN 或 随机 过 程 _ 


(fonction aléafoire, processus stochastique), 这 是 描述 很 多 ARR 


象 以 及 一 些 社 会 现象 (如 电路 及 其 他 公众 事业 中 的 大 量 现 蒙 ) 的 数学 工 
具 , 从 而 具有 重大 的 实用 价值 。 mu | 
9| 8， 在 播 值 理 葵 中 ,我们 借 Lagrange 捅 值 公式 求 出 一 个 逼近 已 
ROBUR] DAR: 设 (0) € CLo, 0, 那 末 
gla. y= M sao), 
k=l ， 


这 里 ws， 


$2. AHE ASHER. o5 
— Gt 0-5) bc 
BOO T vh s) Uca Clg hai) C — 1) Oe en, 
这 五 是 由 C[e, 0] Bl B Cz PARAT. ERU FERIIS 


am max WV AÇI (<o) 
了 


aicb e 
PK 


Xl enl 


jivi = max 
Gi dic b 


acies D BO [Cata]. 
. . k=1 
例 9 在 近似 方 引 中 ， 常 借 机 械 求 积 公 式 求 定 积分 的 近 但 值 。 例 
如 用 
1 n 
i peldi > GC CO hte: ue 1) 
0 k=0 
求 上 式 左边 积分 的 近似 值 ,这 里 设 CE) 是 回炉 西数 且 在 【oa 中常 大 
q 0 (HEC 显然 上 式 左边 右边 都 其 0L0,11 上 的 有 界线 性 泛 
ER Er: 


1 H 
I paa <h oco al, 
Q 0 . 


"n 


1 > aa< S alele. 
kl 


kcu 


Vj 10. AZARAE tA Fejer 和 


-2—1 
on) 一 二 > Sw, i). 


FE 


en yoa ^ Fr6chetskB)i Banach zm 


这 里 Sy(w, £) 表示 以 27 为 周期 的 束 稿 面 数 民国 的 Fourier 3 fc — 


$4» (a eos KE Br sin kt), 


k=1 
2r r 
r =} f ÇE) eos kt di, B=} f s(t) sin kt dt 
à ü 
WJS b MD H 4 
Sym, E) = 二 oo + > Com 0g mt + Bn sin mt), 
m=i 


不 难看 出 


ain T 


I 
TOLES $ [stp 27) 4 wt —C T Jar, 
Q 


从 而 e. 是 由 Ca。 到 它 自己 之 中 的 线性 算 子 , 这 里 Cs. 表示 【一 co 90) 
上 以 27 26 FE RBS jdCERN UR BC [c LC 
js]- max  ixQt)| 
-<<tam EM ZO Q2(2Q—Q21(2L"I^LL LL LLOJIJ/AJM 


租 成 的 Banach AMLAR AE 0« 是 有 界 的 ,因为 


FEN 2 
leote E-S EET an dol n. 
0 - 


Sm r 


P 11. 8E x(0) € LC — o0, 92), rff 


gea, y(s)= È estaÇiydt, (Lee coe on), 


那 末 全 是 定义 在 一 吕 , 9) 上 并 在 CO( 一 00, 9)[8 1, EX 1 TA G] 
中 取 秆 的 而 性 算 子 ,内 为 


IIL M OI 一 


” 83. ERE S EEEUEE Bid 的 


|y(s--2)—yC5)] 一 1 » z(D)(e***! -1)esttdt| «z 
<f COUE $ [aco || sm Z lee | 


«x scolares f TI FOLE 
m D 一 


先 取 B 足够 大 , 使 [由 于 20O 的 有 和 性 」 上 式 右边 第 一 项 (6770 
RREH) RARR RSh, 使 右边 第 二 项 <E, 从 而 可 知 yle) 的 
HAE, AT RERA Fourier 变 式 。 | | 
注意 HEEREN ASHE C ME) AEE AA A IC 
HORREEN E cp fp ME ATAT EARRA PRO. 
y=Te: y—-(q) 1«i&m, v=) IKE, 


ic > 044€ CL es m). 
3-1 
Bie TERR: EPEn, 1«C jen) 时 
ag > dig > airn (n>, 1& i m), 
j-1 j=1 
iE LE ER ORDRE ER Ef RB CART, 见 [$ 1E 123 AHAT 
GREAT, Amid Eg Up HORIE IB BERE UE DIET — fec 
念 , 但 上 下面 将 看 到 ,在 无 穷 厅 情形 则 不 然 。 | 
"FIEUMCR BERT Un oC ERE AIE pM EIU ACÓR, 
定理 1. SpE,QE, SURGE GUERSCCRBU. ELE DICE HHE E. 


e EMT eren e e e Pr e re 


ea 第 二 章 Fréchet mih Banach f 


中 到 二 的 各 性 算 子 了 是 速 粮 的 必要 充分 条 件 帮 是 了 AERIS. 
证 由 设 T 是 有 界 的 , 屠 末 存在 0>0, 使 对 一 切 *& DA), |Tel 
<selz| 从 而 对 于 v, 2. € CT) A 
00 MPs — Tul = 17 (2. —2) ale — 2l, 
BD x. -br— Tax. 
2) UR TR RCH RBS. XÉOROM ERAS ARE n, 存在 元 tE SC, 使 
[Tm Tnm |l, A n= E » JB gal E 从 而 «8, AA 


n. EZ li ' 
[v ^", 


THR, BK Ty->9, 但 另 一 方面 


[Pyn -| y Em T 


得 出 矛盾 。 证 完 。 

RITDABMAEORTU ZARRABE YSO, ETY zE 
a, | 
[Te] y fa]. 

征 ” 由 定理 不 难 推出 。 | 

注 GTER EAEAN E HREM Es 中 的 有 界 粮 性 算 


FT, RE 17zj<cajzi( 一 切 w € E) ARTE a FRR TRE 


| RT | = inf {a| (Teale, (e € E))y. (1) 
不 难看 出 ， l . o. 
T= Pel = su Tall. 
i7 | MR | nbl | (2) 


事实 上 ,由 于 ITelss[ Tha], 得 


P | Te e T. GR sp. ITem 


D 所 以 是 做 有 时 ,是 指 在 如 的 单位 球 isir ER, dx RE, THER A: (Pah «x. 
由 此 知 若 线性 第 子 末 有 界 , 蜀 必 存在 a>m NE EE A atela . 


———Á 


« 62. SEIEHTCT- S EEIETE MEC G9 


另 一 方面 ,由 4 的 定义 知 ,对 任意 >0 存在 v Ge 
rai>GTi 一 sje & erre 


I| 


因为 


g 

——— |= 1 

mp7» m 
sup Paj >T] — (或 sup. | Tz|z- | Tl] —e) 
le: =1 HaT t . 


ET e 是 任意 的 。 所 以 得 
sup [Te] 7] Cx sup |Tez-|Ti». 
lle |t hela 


定理 2. HREPEANE pj Banach 空间 Es vp if — G1 S ERE P 
ATHA E, ENO 按 算 子 的 加 法 与 乘法 : 
一 二 
(aT,)-a(m m) z€BH, — 
CAM T, Te CECE, E), a € E) 与 们 中 定义 的 范 数 是 一 Banach 宏 间 。 
E GCE, E) RREAN TERA, EEEE OO DENERA 


F: 
8,2-- 0 (一切 ré E, € E Esh fj EC), 
EPI 满足 范 数 的 三 个 条 件 (1 的 定义 1), LTEN. HERAA 
(CE, ED 接 这 范 数 是 完备 的 。 为 此 , 设 
| lim. |f, — «| =0. (3) 


| n mos 
»Hg^ s CF, 

[Tg — Tast] = CT. — T» EKT Ta | L|] 70, Cn, m-on). 
KRE (Teher 是 Esc BG AEST, He Ex EEEO Tuc 在 
E, 中 收 伍 于 一 元 , ERR To, ART Kos Ste E pf E, 中 取 秆 的 
算 子 。 它 的 加 法 齐 性 由 T. 的 相应 性 针 看 出 , 由 (3) 可 知 | 
LIT. Talii Ta Palo, 


Qo ARA EE 
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PEST {Pl RS 00-1 -一 
lim IF E 
Rp o 


存在 。 于 是 对 每 个 s, 
lITz| = lim {Tues lim Tol )o zl 
A= 0 Re 


MIT Eh E 28] E 中 的 有 界线 性 算 子 。 由 C3), 对 每 个 62-0 可 取 m= 
—n(5) 是 够 大 ,使 | 
(nene LPs — Tales. 
为 此 ,对 于 每 个 满足 rile E, - 
| Tr — Tae [je l| eo. 
固定 r, 4 m— 6o, 得 出 
[Tw Tres (lelki 一 
依 (2), BEAR ELA T € ECE, £1), ATI f, — T € CE, E1) 得 知 
|T.—Ti«le Cm). 
RER |. — T i001 09), Ai ECE, E) m 
iE EEC, ES p AARAA — BORA GXNBEUBTS  -- 
BKAT T, 是 指 Ts T |-0(n— 99); 38k JEN BERE T AT T, 
是 指 对 于 每 个 2& E, Vr el oce) PAS MESETA BIAR fk- 
T" E*= 三 CC K) 8 EDI 中 定义 的 运算 与 (1), (22 规定 的 范 数 ， 
"re 
MI- e. IZ), 


所 成 一 Baenach 空间 ， "— — 


ix 到 目前 为 止 ,我 们 从 不 知 召 上 除 fie Y s EEY JS 
HARARE E E TE PIBIB) 15 h, RERA, A TIR eR E 


空间 , 管 案 是 肯定 的 ,并且 我 们 将 定 出 一 些 重要 的 具体 虐 范 嫌 性 空间 的 。 一 


REZNE, BRERLXEHIUL AI EER ESTE DAHBEPEZS RREA TA 


- 


$2. ttr HRZ Tl 


范 数 来 。 | 
例 1、 考察 由 mm, DOTT E 
3 一 Te qi M ast scien), y Qn), = C, 
3-1 f 
不 难看 出 ， Iris mex. ice | e 
a max [a| =) lx. £5) 
Iicn 之 之 
A — Eve gn eus (IKEK); 
特别 取 s= (Er) 
HK izi= max iei =i, 
Ta ij iaj | = ü " 
而 | Ta mar PA SEN d; | M EAI 
由 此 得 知 ii> > iauil. 
j—i 
精 合 上 面 的 (4)(5), 得 出 
|Tl- max 2 leal. (6) 


Wi 2. 考察 Lagrange HER TOEXE C Le, 0] 中): 


D tegn i 的 定义 是 


iA £O 
fegn t= 0 如 {=0 
bi ico. 
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"n 


L= > s(1; MD, a lUe boob b. 
LES 
RIT IET ES EE SIE BH a 
la REDI 
i I mx, «(1 


EE ER kc IS PH OX ET. E ice RURAL RC. BEA CERE f E a, u 
使 


» 


ZOL mar, > [BCI 
fm 


kzi 


ARLE) EC Ca, bF, 使 


Tolir) = sgn Ut, ) l« ben. 


BK Tt n 
Lay 之 lS) sgn h(to) = X Inl = 
k=l 
E ZOI 一 
从 而 > " 
结合 上 面 的 精 果 , 知 


n 


了 | = lO]. 
IEI ERA CE) | 


. É 看 作 定 义 在 Loco 可 中 一 切 具 连 蒜 且 平方 有 和 的 第 一 阶 
NEM PO 上 的 条 性 算 子 ， 是 无 界 的 ， 因 为 例如 令 eQ) 


zz Ri nai, Hil 
e V aon FOKIS y, un 


vs 一 一 


IN LLLI MM 73 


但 2^ (£) e rer eos nmt, 从 而 


1 —- 
æ) i= / V ntr? cos? nidi : nr V -L 
2 

D 


Matin Tz f a(t), 那 末 
|T inr (n= I, 2, v 


从 而 jx 不 存在 。 

注 值得 注意 由 此 可 以 作 由 定义 在 全 空间 万 上 的 无 界 粮 性 算 子 的 
例 来, 事实 上 , CT) 是 LTO, 11 的 模 性 子 罕 间 ,用 超 旁 归 稍 法 可 以 作 
LTO, 二 的 一 个 Hamel 基 : 郎 一 族 元 ,使 ZC0, 11 中 任意 一 元 ,是 这 一 
族 元 的 有 穷 入 性 租 合 ， 并 且 这 一 族 元 是 缕 性 急 关 的 。 我 们 还 可 使 这 一 
Hamel 大 的 一 部 分 名 成 DCT) 的 Hamel 基 。 在 DT) 上 ， A To- 
=J e(t), 而 在 P0, 的 Hamel 基 中 不 属于 DCO) if XC T2 — 8, 
那 末 是 定义 在 全 PEO, 1) ERRER T, f (K EI T TUR RESO. 


CH £8 — 
L. RRE, in E, E, ERREAREN M TE EE E, REC ENT IGITUR 


IE LN 


eom BTGh D pbi 


wo Tes wc Sue scie, 


jai .. 
RWE Iri= maz leigl. 
jen ie i 
8. PTAH C[o, b] Sj'E Ho PREET: 
. 5 
yzTz, y(e- S Ko, £o (4)dt. 


© Hinr HF Hilbert HR LAPA EFAA AARRE GREAS 
学 报 195b 年 第 一 期 859 -361 He 


TA E-a Fréchet 4&5 Banach m 


REE IN ECe, £5 A Co, t) nit i RU] 


E] 
izi= E S | KCo; i) jdt 


JS Y arh at Ct, o Lib, 
i-i 


而 01, 7, Cn 是 固定 的 数 。 求 证 了 是 CL o] ERR GAHR 


izi= * (al. 


i51 
B. RAAR (04555, j—1, 2, 2 E 


e 


mp X jus] C. 
kaj 


dm y-—Tz. y= X Ge EE (1,2, 7), 


kmj 
Y=), mz—(k) 
- FREEON SERERE F IME i 
o rb sup Xx tanl- 
o. E Es, t) RET a, Maid ERSTER. 
f | KCo £)| de, 
对 [fa b] 由 歼 一 切 FERRET, * 

y-fzr:gy(a)— $ Ele, t)z(£)df, 

jE T AER E DL'La,5] fi EUbPRTERCE KC 

h 

izi= zai max M | K(o, £) | da. 


yz Tz. y= y—-D. m= ELT 
k=l 


E 3:2 1: HR PARERF, HUR ur =ar (le eso MR 


$8. ERRENTEN E, HMEN . 75 


ITI = 1x. 
TE A ERC RE (RI RC ALEN H. M. Topan 楼 性 代数 学 第 一 六 S101. 


MTE (aiz) ENAR, MRO ARM ( PI 而 An 装 示 对 称 库 4 RRS e 


KHAA E,W A n2>0 (Terpana Hal 8 I6 畏 定 理 1,2] 
ij ITEV xa. 
8. a K(s,£)— EQ, e) Race, t b hA HAARE 


$s | (s, £) | 3da di < + oo. 


SRAT ys y(O=zCo)- $ K (a, ts (O1. 
把 著作 由 Ua 5) BUER ERU EERET- HARAR A Nerporcmni ik 
XOU 
一 Pu 
|n sup 171], 
这 里 Aor BOR K Ce, E) MURHEET T BRA A DIO 
车 不 设 EG C) 3 E TRAT HNR. 
9. 


y) f Ks, tO) (0)dt, y T» 
n 
Toi L2[0,1] BUR EL PEERS it 


11 
Ks D=KE S, f| EG ome 
t “on 


E IL 
AES A. desk Ko, 0) RRE FE 
$3. WREEF E., AEN , 
对 线性 空间 E, 可 和 用 Hamel ZEfEHIASSECT. 0 RER E E. 
(OST BUETSEERTEZET], FERE JESED CEDAR 2S 0 HERRE 


BE. desc p, FEIER S[o. 1] bSESCEGETHENMERSLSUIS ERORC. 
我 们 不 在 这 里 计 葵 非 之 连 搜 模 性 泛 丁 数 存在 的 充分 必要 条 件 。 在 这 里 
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ARAA L x EUR RE WAGE GE SC EBA AA RUPEE. 
Hic TRR, 对 于 空间 中 任意 元 2350, ATES ERU 
f, 使 f(zo) 大 0。 这 一 精 果 具有 让 富 的 应 用 ， 是 Bench ANAE 
要 基本 定理 之 一 。 | 
定义 1. RREEXRE IZEN p(z) 吓 做 次 加 法 的 是 指 
MM (r, y € E). 


人 


NUXET 4 AS o € KD, 
» P(as)—ap(s) («€E) — 
$i HILARI EE HM, TERETE, EJEN 
NOR GGG | 


定理 1 (Hahn-Banaeh): pereo ipta HE too iba n E 
上 定义 有 一 个 粮 性 泛 酉 数 IE) WE 
fio EH), | ev 


Te 


D eB Se UT 
DETIENE 


”证 RAHE Nle) 在 全 OE LRE, Eh u fik Hahn- 
Banach-Ascoli Œ, S. Banach FLE 1923 年 [sur le probléme dela : 


mesure, Fund math, 4 (1923)] 葵 不 变 测 度 的 有 在 时 就 已 在 特殊 形式 下 
得 出 缕 性 省 醒 数 的 延 拓 。 一 般 的 定理 互相 独立 地 由 Hahn, Banach, 
Ascoli 等 得 出 E l4 


P für MathCorello)157(1987), p14— —829, 8. Banach. Sur leg fonctionnelles line- 
aires, ftuelia math, 1(1929), 211—216, 323—289; G. Ascoli, Sugli spozi lineari 
metriċi e Jè loro variota lineari, Ann, met, pura appl, I0(19825, 88 —81. 205— 


` 


a 


$5. SEMUEPE a NO (fe AEE TT 


证 Rie CENK, 考察 由 E 5j wo RETE 
i . Eo= {arp y| =a, y C EQ). 
& uy" € Ea, OD, 
fic) - hon) m fi! YP 9 
=p d- 39) — (y co) pu! 20) - pC— y" —2), 


由 此 pp y+) — fiGn). 
m= sup(—p(—y—2z)—fi(g")), M= inf (p(y m) — (2), 
LESE YEE, 
那 末 m, M RERBA AKM, Mikr, E mM, 
T Farot =at fy) (— «aco, y EE), | (D 


SUKHBUT. zo EEn Es 每 个 元 一 意 表示 成 ty HRR, ATOE 
规定 了 Bo L—TM EIE, SE | 

flavoty) p(ams- y) (—eoa«oo, y € E). (3) 
当 < 一 0 时 ,这 力 是 (2) 与 (1) 的 直接 后 果 。 裔 >0, fk r 的 定义 ，， 


ro Len) -fi (£) 


| af (eere (e) BD AGO «ars p(y + tao) 


Bi ao, AM, 

—(-i-«)-^(i)e- 
Jm -ap - Em zart ati (7), 
B 007 py os) z- fiy) ar. 
从 而 (3) 得 证 。 


üx Bo 3€ Si h uie oT 
fip) (GECSG0» 
HERRI 4 (BD 
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SUE; B s€E-—Jf)-fh). = 
对 于 fu fE Bn E rfa 表示 DOLD DU D HH + E D1 
fi(s)—fe(). HR G RAAR, EROM 是 名 的 一 个 全 序 子 集 ， 


D= UDO 而 e=) 如 “多 (有 
那 末 由 于 型 ERF, PEDE- EDE. HOHOREATO 为 定义 域 的 
HERI IDE. HH o € Ws oc p Co)(9 € DO XO RE EHE ESEIE o 
MEWE Cip. f& Zorn 辅 定理 Gy» 有 一 极 大 元 ; GRE fos WD 
OSSE, MERER, FE CS, E € (f) (e) — f) c 
BDNE SEC, A3 fo BAHET S BEDA fo 定义 在 全 空间 至 上 ， 
EEEo 

定义 2. "—T— Po 对 做 对 称 的 ,是 指 

p(as)-—ijm pm 

PUEZ de Td AIMER JE CA 且 |a] =1= as € A, 

注 1) YREER— ERER HEN. TONO ERI. 

”2) WE p(x) EAEAN LARERE mE, WE 
Am{z|z EE, p(2)—0) PAHTA BI, EXE, p(2)—0, p) C 
=> 0 p(z-cgy)«p()-p(y)e0, p(4a)-|a|p(z)-0, 从 而 AR 
- RETA 

3) 如 果 p(x) EREA &IMLE Et ERE EERIE E, HR 
Ae(z|p(a)«r, e E E) 是 对 称 同 集 ， 这 里 7 是 某 正 的 常数 。 注 意 所 员 
ARME Etr yE, O1 Ae4-(1—2)y CA, GERI UL RE ZUR 
的 (读者 请 自己 补足 ), 特别 ， o RIEA 性 空间 中 的 球 (e leja) 是 
x ER 


©  R,I.À.CpyxouwiHHoÓ. Ü npozoxmeuwm rmHeizxx dynkHOEO1O0H E HOHNACKCHOH 
H KBATeDpHROBHOM XHHCchHoH UporipancrBe, MAT. (5,3 (45) (1938), 368—868. 53H. Bobne- 
nbiusi and A. Soberzyk. Extenciong of functionals on complex linéar Spuels' 一 
Bull, Amer math soc. 44(1938)01— 68, - 
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定理 2， 订 p(w) ÉpHRAGEIHLE LARIE AMEA, 
f1(*) 是 定义 在 己 的 一 个 线性 子 空间 到 上 的 粮 性 泛 西 数 ， 满 足 
[fC pCz) (€R). (4) 
BUKTHE—AEUERE kR ERE (2), 使 
| HOIESOMCIS 
tH 2€ E,—5 f(x) = file). 
ik 仿 定理 1 的 铺 形 , [oup i EAE LAE 这 是 在 复 粮 
性 空间 捕 形 定理 1 的 对 应 定理 。 注意 复 空 间 情 形 与 实 空 间 情 形 不 辐 ， 
例如 加 法 巷 丁 数 的 实 齐 性 万 是 连 梧 性 的 后 果 ， 了 但 它 的 复 齐 性 却 不 能 从 
连 烛 性 推出 。 例如 在 复数 域 环 上 的 一 厅 炉 性 空间 (可 以 等 同 于 复数 平 
BD fO) -ECRCRAUK z (268 BO JE AI E DC RR f(z) 不 是 
复 齐 性 的 ,因为 例如 f(i2) oix 一 说 六 证 二 闻 (z) 如 二 0。 定 理 3 独立 
地 由 CYXOMTHHOB 与 Bohnenblust-Bobozyk 永明 外。 
E dEECHBUEHEENL s 
fi(z) - pC) d ATTEN 
这 里 对 每 个 z《 画 , p), b Cr) ARR e) AKSR TARA 
p, RE, EAKR ES, Ei 也 看 成 是 实 粮 性 子 空间 。 虽 然 
KOLLE ] fii) m fi(iz) m ICIES ICN 
从 而 e(ia)e —b(s) (xE E) ' (5) 
HEGEL), eGOspG) (S € E), JAmIRoERE 1, o 可 以 延 折 成 全 召 上 
bsc EE TE BRE pole), WR e C E-— (ep. 4 
f(2)—e(»)—:9 (i2) (s€E) - C6) 


不 难看 出 ， 
z C E,——9f(2)— pe) -ip(iz) = p(s) + ip(e) = fi). 
Hr (0) Ad 


G AMM 
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f(x) — polir )— ipo —2) = qol 52) tipke) — 1f (2), 
从 而 不 难看 出 了 是 复 齐 性 的 。 剩 下 要 证 明 了 满足 
s € E= | fle) |SP). 

如 果 f=, SICRAS BERE mE TOE 4 8- erg fa WRK 
BHOILLDSMICOLHCIMOLITICECO S ple Hs) = pae), 
这 里 引用 了 pette) 是 fees fe) 的 实数 部 分 这 一 事实 。 证 

完 。 
定理 3ORRRARDUERUEIE AU AS Ep 3EO: R lz| 是 ( 实 或 复 ) 粮 性 研 
PRPLUER ORE. i MER, UNESI EX1 中 的 2)3'5, 但 


Haara d ardua Rn AU IA E t dici Aie MA, PA Mn, opta E cm 


让 


TEE WIE fm) ME 满足 . 
| f(zo) = | roll, . . QD 
zE Em |f e. (8) 
xk ACOS EAR. BangGiik UBBUEIE EUNE, H 
《8) 知 IFI, mit C ik, 从 而 S=, 
00M AF {on |a E} RRE E hpr E 
fon =al (x€X). 
PEK fi Æ E, bAa H E 
fel S el C ER) 
jt iej ECC IRIEGE NU, RIGERE 1《 实 情形 ;或 定理 2( 复 情形 ) 可 知 
(ORBE LAEI PATER FE TERE XE E LAREN 7, 使 
x E E= f (e) = faa), 
HOO LIZIC CHE I Sl 
特别 f(x o faim — mo 对 实 的 情形 ， fc- 5I -si 7 lal, 从 而 
HfGDO | nd, 证 完 。 


xk 定理 3 的 几何 意义 是 有 趣 的 , 首先 注意 , 在 实 的 社 形 ,把 定理 . 


中 的 zl 换 成 任意 一 个 非 全 值 交加 法 正 齐 性 泛 西 数 ; 而 在 复 的 情形 ,把 


$3. MREZE dee ted 8l 


le | 换 成 任意 一 个 对 称 非 外 值 次 加 法 泛 琴 数 , 定 理 仍 是 成 立 的 。 但 在 实 
的 情形 , A A= (ots CE, p) Ser], 这 里 +>0 是 任意 固定 的 数 。 识 吉 
是 集 4 的 一 个 境 界 点 ， 朗 满 是 Cw) 一 r。 设 是 如 中 由 方程 eer 
决定 的 超 平 曾 。 于 是 加 在 "之 上 。 因 zw) 所 plx)<<r,， 所 以 4 位 于 超 
平 画 7 的 一 侧 。 这 种 通过 山 集 4 的 一 个 境界 点 且 使 是 集 在 它 的 一 便 的 
超 平 面 叫做 4 的 承 托 超 平面 ,于 是 定理 3( 实 情形) 的 几何 意义 力 是 :过 
Phe 4 的 每 个 进 界 点 m 可 以 作 4 的 一 个 承 托 超 平面 。 我 全 也 可 以 用 
西 集 (212 € E, p(u—a)«r) 代替 4。 这 样 实际 上 对 空间 召 中 任意 具 内 
点 的 是 集 4 成 立 。 ME 

ME LL LLL Lar s E 
末 plr, dk rs 是 4 的 境界 点 。 命 S ar BRA ABE T. 点 的 
承 托 超 平面 ,从 而 er BR 


fcD= (E)E reg: pnr. | 


Pr T MEBCECEI NICO 的 不 同 例 。 这 时 我 全顺 起 下面 了 
BA n 与 集 4。 
以 上 抑 何 解释 力 是 平常 欧 儿 里 得 空间 中 相 观 精 果 的 挫 广 。 我 们 将 
FERTA T AREA [HIT RF A ia RL Ro — 
ENP EAER E E AER E Z E 4e d 
E" BE? VRBE DiE Fico EPA REB ERAI Y 
A= |a 91 


形成 一 个 Banach 空间 ， 依 定理 3, p" dim E70, 那 末 dim £*7-0, BI] 
E* JA RUH3ESICG 

5& 1: du E. dé Ei Je B I PERERE E RETE, 而 fo 是 Ei DAR 
ESA, HDOEYE TEE LARARE EA f, Wü] eC Erc fte) = 
2f), PER Ulm Mol: 

证 ”只 须 在 定理 1 或 2 中 合 mQ)-|fel:iels 
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R 2. 8 EQ ARRERA LE fy t Tx Dm € E, qfi dist (eo, 
Ejy— inf lro- zj 287-0, MATTE f EE, 使 i=, 而 fce) 一 


nnns at ~ 


=] "prm — f(x) 0e. 


E 4 | Eo — (a! axo [z! € Eg a C K], 
那 末 Eo 是 E 的 粹 性子 空间 。 
令 命 fis! 十 Bio 一 各 (s C Ey a€ E), 


BE J: REPERE E XE XE E. EHHE 
& € E,—»fi(2)— 0, 而 六 (ao) 一 1 


注意 [t+ anu = 1| | Z +o 2o a8, 


Afi Bi (Jir +a) | = laa 和 十 el 


"—"——————" 
另 一 AW FOEDE CD 使 


lim |z4—29! = 
fi— i 


于 是 (Filam) | = E fiC | = 1 lf eels — ok, — 
Mam mit TAM 
(0 ffals 
EA 1, 所 要 求 的 了 CE* 的 存在 得 上。 
R3 A1 m0 A TIRER M E p tege TH V Raus 
RETA CEI A MR RETA, a HHR ARA T SETS PE 
E*, f(3) -0(—U] «€ J c Sft) Oc 
E ”容易 看 出 ,从 略 。 
定理 4(Ascli-Mazur); HP RSEN IEEE RIZ "ng, dE 
已 在 召 中 是 闭 集 , MRTE to EP, MTZ fo C Et, b 
Pup fm 0 . 一 


$3. RHEE b gs 
KE DENEME BER, RR OCP x 


inf le-s =, 
zc» 


因 P 是 开 集 ,而 mo EP, 所 以 a>0。 合 


n y Sgh 


这 里 S(s e vine E, oui 2], BRP, 因为 如 果 
zo € P4, ya C Pa, 那 末 必 存 在 元 z, y C P, fit 

ls—zol g, — Mysia» 
从 而 当 Os A1 HL, 

| Azo 4- (1 Ayo —^z — (1 —22g | Mg — e| + C1 725 lu — el 

而 且 e+ (1— y € P. ROEP zo EPa, 所 以 Ps BATAR mm 
CET ESTE SN M 

B= sup {MON M. € P.) 
RUM T AA PL AIR. 4 

p (a)m inf (eio $ ZEP, 时 


MR par) — ud HIA 


m zy P x g LM 
rS 1， 2g 1 pHo NITEAFTTER 1 


从 而 不 难看 出 p y) Md 
又 因 S(e, er, 可 知 sposi. 
如 果 o € PoR M HB. 
p(29) — ren 3n. 
APT ARAET Ax IM 
(FA-iz[zeym,-—oxy«ro], 
fre)-—3 EELE E LOREEK, 并且 在 E. E FG) p (22. 
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fK Hahn-Benach EM, Jı A— EEE LEEM fo Wk feme) 一 
(x€ E), 特别 ` 


IKË], 
从 而 foc ES BER 
sup fs(z)& sup fo(z)s sup p(z)««l = fola). - 
2p z€ Pi ag P, 8 
系 EPERRA E pAnE o9 Y PRAE, LER 
下 列 条 件 成 立 ; 
wu EP, lim jz 一 za) (F EE — n CP 
证 ”如果 定理 中 条 任 成 立 , 那 未 当 Jim mr 一 和 HE, 
JEE Jie f= f, CD T 


Aiii z, € P, BI P RRR, Pu, AUR PRISE, 而 e, C P, Con, 但 
zo EP, 依 前 定理 , d fo C Et; 使 . 
lm EDEN ES ICOLM TC E 


SO. 

定理 5. ERRERA HOK E sg Ar T ET CBD3te zc 
E* v3 zx ED Mg — t HERE T EBD, MEER SUR E jà Banach dx 
间 ), 那 末 吾 特价 于 E** 中 一 个 骨科 性 子 实则 。、 | 

d HTAR EE, 定义 

PADER GERY 
那 末 E 
exXaf)- (GP M SKG)-AP (f) EKSER 
ef rg) ro) OTOL 94D osa f, a CET). 
les = FEl 

从 而 pE E** H psl ak «e. dg E S E PAER T, T 7 


MEE $3. ERTE Ii BO coat T 
显 热 是 加 法 齐 性 的 ; 
8st D =] d) PG) FS - eG) d ptf), 
QaCf) 7 fam) - af(o) ap) = Cup) Cf). 

7 是 -- 对 一 的 ， 因 为 ee (P) —99 fO 9 FOD08 8g f € E* 成 
3r, BD f(x — 9) — 0 对 每 个 1E piar, TRER 8, 2— 9. IIE 8, 
对 每 个 zo € E, 3 fo € E* 4E |fol 91, (fal = lol, MAT less 
= sup ‘polf)| = Pp (FCE) zol, BI Prl = Izol, ik r Eita 
AE Banach AR, ai a, — 954170, m— oo), EK jj 一 za 一 
—0, 从而 依 召 的 完备 性 ， 3. € E, fi leue] —0 Cn->50)， 但 这 样 必 
AR Les — «0, AT lim wm 一 geoEr(B)， 序 7(B) fe Eh 中 是 了 
的 。 

注 由 定理 6 可 以 得 出 晤 范 和 线 性 宗 间 可 以 完备 化 成 Banach 空间 
的 新 证 明 ; RER T(E) 在 E** 中 的 并 包 就 够 了 。 

定理 5 往往 表达 成 RCRx*， 次 思 只 是 指 EYMT E* 的 一 个 子 
Ai TERENE, ME Æ Banach 空间 ,是 否 召 能 够 = E**S 下 面 看 
到 这 一 般 不 成 立 。 
定义 3. Banach AME Uia, EH E= =g" 即 五 等 价 于 
C dE 以 后 将 对 自 皮 的 空间 作 进 一 步 的 研究 ,本 节 暂 不 僚 论 。 
CF BUR 286 JL 4 Ed zs FTU £99. 
811. E-C(0), Q 269€ (79) zen. 
ECO) m, 我 们 引入 下 列 沾 序 杰 性 空间 再 内 中 ( 见 第 五 章 ) 的 符 
Bo HF r yE, 

(eVa (ty max (ekt), yO), 
Cenyt) = min EÇ, O) FEN. 
e*(2)-—-max(z(b, 0), 
z-(£) — max( —2(t), 0), 


Ew. 
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不 难看 出 . 
YYEOCOD, swAYECCO),. at-aMVO, z-— —2 VO, 
xcys(zVy)c(xsAy) sawt, 
ESEO, A 
Ce) = ftat) ft), Pa- mp JOD 


这 里 在 CC9) 中 ， mso BRE Emo nK ze(1)。 我 们 先 证 明 
f*€O(0)* 并 且 S0 fta RRE, 设 mIRO, a0, zt 
doIRWILO, WR YARR YS tY NL, yo Hn 
Je; RAA Sy Am, soy m y — (y Am) Vtt 
ayuu. MAREX, teL ED ED. X em 
0 0 PPE t t wryt Y0, MT l 

| f*Gi x) >f Qn) + CA 
所 以 fetay af eH Ps), 
于 是 容易 证 明 f+ 的 加 法 性 。 因 fC0)=0， 故 poft aya h f* 
的 定义 直接 看 出 。j* 是 有 界 的 ,因为 如 果 20 | 

PEOI SRIAS sup (fi ilti laf. 


而 对 一 -RR coo 
EEH m E Se n 11 [ole le]. 

于 是 ， 因 有 界 加 法 汉 芯 数 必 是 齐 性 的 ，f+&E OCQX。 下 面 把 满足 条 件 
$220——. f(2)720 HA SR db PE TE VS TU mu I0. BOE /2g, 表示 
f£—9229, f, g COCOD*, AREE EH XB EE C(O0*. 上 规定 了 一 个 次 序 。 
A4 SEBIXET: f €CCOD*, 

f*2f,f*29,89CC(0)* iti gf, 9220—5 e f*. 
只 须 证 最 后 关 和 柔 。 事 实 上 ,全 rE), 2770, 0sca'«z o, RE 

g(z)—g(2)-Fg(z—2)zf(2) 3-07 f(a), 

从 而 efe AE RPA ER, f*— VO 


Em 


-— 


$8. 连续 粮 性 证 西数 的 存在 ， deeemwmp o c eTo 


A f-2(- fy -C- D Vo, REREH, f £20 Vo - feti - 
DNG-D2oVC- Do f-D[£g C(0)* 中 一 般 IVI 表示 按 上 面 决定 
的 式 序 了 与 9 二 元 之 上 端 , 朗 S 与 9 之 最 小 元 ]。 即 

[—4* — f 的 Jordan 分 解 )， 

由 此 ， 为 了 找 出 CO 中 的 一 切 元 ， 只 须 找 出 其 中 的 正 元 。 朗 ， 
C(0) -—U iE SEHE FEES BC CBT E 0 yR T 

SReCC(O), RARAC JH e(A) zoo UR AENEA, 
a(D ma, 对 于 每 个 紧 集 FCO, 全 


I(F)a inf. fo . 
ey», eE 


我 人 证明: 

i) F,C FP, (Fi, FCU HARTI —5 TUA) CCP); 

i) PO UFJITGOD FTO 

ii) FQ[DLE.—-——IFQQF)SIQR)MTCE). 
HARTIE 间 必 是 正规 的 ,如果 F, F ERR ASA SE PHI AE: MREGA 
dE h€C(Q), ACY 0, ACF) -1, KOKI HTE 520, 
Jx EC), z( FAV F2) 221, TU U Fe) E 2f ^ 

z;-(l1— —h)s, æ= he, 
那 末 mF) =F l, wa Fa) aay, 
Mi l 
E(P, UFa) Hefs fate) Ten t fem UP ETUR, 

5720 EEEN HA 

TOFIUF DSF) + ICE. 
[ERRE ATIG Eo 

今 对 任意 开 集 OCA, 4 
对 任意 集 ACO, 兮 

pA)=inf{ICG) |G Jr, G2). 
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AE 9 E Carathéodory ALB BE ,条 — 
ix), ACB— p( A PE); ' 


v) pf LI Ar > PAE); 
k=l ki 
vi) Ap He Prp AU B) e e(4)-- p(B). 
Xx 6 | | 
ii) e(A) einf(p(8)|G Jp 6234). 
gk KEX pIE), 从 而 pC4) = iafe, 824), 
首先 注意 了 满足 G) 与 (i), ERE OVERA ARC), dE 


6, EFR, ERR P Lj Gu 那 末 必 存 在 自然 数 力 使 


k=l 


Fc U Gro TE 


d | ms | 
EEE Us jj< ZK Cs Ten) 


E—1 


所 以 取 对 一 切 FC U Gh 的 上 端 ,得 


k=l 


(CU eje Š ro». 


对 任意 so - 24, ao 为 开 集 Fe > pea) 2 I(9)- 
-ar 于 是 依 关 才 所 认得 的 辕 果 ，。 


e( LJ a)&vr( U e)« Y rens Y, oci 
k=1 k=1 k=1 二 
TREA >00 是 任意 的，(Y) 得 证 。 如 N= 二, 可取 开 集 05, Go 使 
0,234, 0,2 B, €, 10. — D, 从 而 (zi) 由 (iii) 不 难 推出 。 
p ELE Corathévdery 外 调度 ,对 任意 集 4 UE 


$0. MERHECPHIE RU BO fedi PORE 8 
e(Ay- e(Ap M) ocAD OM) 
的 集 MEn HART en. ALX E p- TERIS e- fX 
数 。 如 果 能 证 O 中 片 开 集 Ulea) € 0(0), a0, EED e- 
测 内 这 些 开 集 生成 的 最 小 Boole e- 代数 。 妈 一切 Baire Atk, E p- 
可 测 的 。 为 此 ， HAI: 如 果 cs), Baf eG, ao, 
zCC(0)SERe(AU B) —e(A)F eB m 

A,-1t It€ A, z(t)7a-- 1), 


HK m |l | 
B p A-AU( |] CS m (10) 
=i . : 


RO), eCAYo CA E D, PAn SN Ae. 
pl 


{ru . E 
. (Hes Nánar) fl CA, io N Aitai j= ud 
fi Cr, XJA n, Dl | 


eC) y CAN dni) 7 Y paan), 
k=l . | k=1 


9 


AR PAm) D, PAN Aa), 


而 因 pln), PA DLP R D= NER, MR eco) - 
-I(0)2 f2) <00, PCL 3, Mti 10) ANR Sk. A 
对 任意 se>0, TARE 345 n, 使 | 
| pldt 8229( 4). 
因 Acd, AN B=D, 所 以 傅 (vi， 
P(AUBYSSCA.U B) "e( 4) + e()29 (4) -6+ p(B), 


-= 
E 
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8220 BEREKE REED, A (AU B) zm e CA) - eCD, Amis COR, (S 
e(AU D) eCA) E PC), FÆRT P 是 使 口中 一 切 Beire TUI 
8) 1E RU Carathéodory 外 测度 。 

YEERE, RFE) =F) £P GE M 
KOST), MAT PYST F) BU AHER 67-0, 可 取 e EO 
a(F)22, JG) IP) 5, FR O= EA FL HER, 
OHOLE 取 紧 集 Fca, 使 T(GyecI CR) ss BE 

PELOTE + e«zT(G) 4- eC f((1--8)2) +8 = 
e (LR 8)f(z) 8c C1H- (ICF) +E). 
220 EEEE READ POKE 7 P) e TUO) 

现在 证 明 J € O(0)* B. f20—9f 可 表示 成 


JG) | a, «eom, : (aD 
n 


5B. [fl e e C0), En e(0) «oo, XETE Af) « €C(0) >; Àm 
= min EE ed n z(f)-Hh, 


mi : E PPPE lie cc 
HPA eC([e(—10)20 (2G), Bl e(£2)«Coo 及 Pp 的 全 加 法 性 
”可 条 使 ZULOLUSPEIUSER ESAERA, MA EIR te 
的 选取 是 可 能 的 。 兮 

(o A= (t| fe eO lai), 
依 积分 的 定义 ,及 PE e YCF)CE RO 


| «Oeo 5 hpl) = * LpA = i LTCÀO. 
à E £z 
对 各 个 可， Weco), E ci ADEL, ICA — e 如 假定 
QYS EN), 则 220, AME O EAS 


$58. METE dich rk , 2E ox 91 


n—i 


， yD) = Y tat) 220). 


t=] 


由 于 >0, WAO RREO HEAT 1 WAN: 


n—1 n-i 
f apad S uraioz X seo -Ey 


i il i-i 
好 一 工 | 
>/( 之 lens) — € mar "Duft "1)— 
-ejej =f- sfCD) ele}. 
07-0 EEE (8 mE 
V DeD). a2) 


p 
Bm COR 220, TREE 5, 使 z(0) - 61220, 从 而 ,由 于 
f 5e(at)-8 ( g(dt) -8e(0)-- 8F(Q) -5f(D), 
0 ü | 


可 知 (19) 对 任意 v ECCO EM -= 代替 mm ODER 
- (sce - fo. 
i 


从 而 16027 V soe (an, 
于 是 诈 得 (11) 
由 于 | 
IDIS È 1c Lo Cte max faç) § octo Ia ocn. 
R . ‘Ea | Dc 
所 以 M Fece (0D, ENE EEPERERE o COOLE IS AN 


Ift = eco). 
反之 ,对 于 任意 使 中 一 切 Baire 集 可 测 的 正则 Carathéodory 外 测度 


02 ' $&— 95 Fréchet semi Banach Ei] 
p, (UDH C(O) EASIER REE BATEE LI 

最 后 ， 我 们 不 难看 出 , C(D)* 可 以 看 成 是 使 2 中 一 切 Baire 集 可 
测 的 正则 Carathéodory 外 测度 之 差 9( 即 一 般 正则 测 座 ) 所 租 成 ,其 关 
RA fGO- «(o pD (eoco». — a» 


Q 


可 以 证 明 ， 
f= pisup{p (MU MN ND, M, M € B*), 
8* 表示 O 中 一 切 Baire 集会 体 相 成 的 9 代数。 事实 上 , CCOD* 可 以 
看 成 是 PCO, 又 *) 的 子 空间 ， 我 们 窗 得 以 后 有 了 中 序 找 性 空间 理 葛 的 

工具 后 再 来 证 明 。 

由 此 推出 了 = Do, 1 或 了 = 人 T, T so) 的 特殊 情形 是 有 
趣 的 。 但 直 搂 的 证 明 更 值得 注意 。 这 里 只 陈 进 粘 果 如 下 @: 

AT SE 是 cro, 1] Ef SHAUEIE RC DALRA EN 
ME DE PST DEBA EL B Ce), 使 


1 
fee foa) ceo) 


E 0 
H RH l Ifi = occ ga). 
HAF, CCo, 1J*= Vf 0, 11. 

R(= (hA HaT CO LERE EA AER 


Jæ) = Yeot y i£, w= (Err 21358 fo im n 


ki 


TET S 1 nice. 
ki 


D 三明 见 一 般 标 准 的 泛 B BLA TRE, 例如 Jioerepaui-CoGozes, 17 dj a Hie 


—— 


$89. ERRE Buc dp, Jo EMT 08 


$i 2. 2-L' (0, 9), pz, ERNAS | |M, oer 
[E31 


xLoo(i- 1, 2, 5 e 
. tid 
MO = (J Mi 
=i 


如 可 测 集 SNAN, ok N 的 特征 画 数 ea EL, BJE, 
mia 
by =f Ctr) 


不 难看 出 入 是 全 加 法 集 画 数 , Get Ev. |] M, MAN =O 


k=i 


ED, TE o= D zwo KERA L Ke BOX FG N AE 

i-i 
IR HRERO, HDRES, 129 iC) 02x (0) A, 
从 而 f(xy)=0。 依 Radon-Nikodym 定理 ( 见 附 录 )， 存在 (0€ 
EMW), IET BAN N € M9. 

MCN) f MONCIA 
. N. . l 

4 mE 2(P) = 2nd) QC MO 
«CORB — d HH BE 

vu Jo] 一 j z(t)is (dt). (NCC My n t, 8, -.-), 


Rx eC) dE BLUE HBA n, ft z(O Eo) cM, Ste 
C fiam V «coo p (dt) 


ü 

对 任意 z EIMQ, B, u, 4 
| cl x(f) fg |z(£) za B £c M», 

| o  Pdla(O|nAtEMO. 


o Ii src i e e m ps m a aa aas 
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HR e(t) fp M? 7 5-0 PF EDELAETICEEOR UR «n, Amin 4 50— ER S. 
EX fao) } mss —SulcécT cQ). X EMO 上 有 和 ， 依 
Lebesgue 定理 。 — 

f(x) = lim fenm) = lim EELO = 


= f rim as CDs COR = $ "0970765 
ü mne l 
因 lennet], 而 lx1l? 有 和 ， H sex p.p) 所 以 
V lenit nt20—0, 从 而 fo) 一 im fCæn)o 4 sen (D) — BCO, BR 
ls, 
所 以 fl eB) i= EOC 120. 
ü 


再 用 Fatou gj P2, fj 
iiie Jim § lecce CO Ln CIO 
"JE LIDONPOIPCOEE MOTO CN 
BI («C € L^. RS Coo 的 表现 着 取 征 限 ,得 
f 3 «CDs CORO, » EICO, Bu). 


4E O ELNO, B, u), 其 中 lxi. 事实 上 ,人 


R 9 . 如 KO [2n 或 Mo, 
lx aE LO, B, p), 并 且 对 任意 2€ L^. 


isi GRAUT j EONTOIL OE 
c ET KOJ le CO aao. (14) 
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特别 合 CONTO 
那 未 利用 Holder 不 等 式 是 等 式 的 情形 ,得 上 不 等 式 右边 = lalla, 从 


la 


Ule E adad. Co. 
ES 


如 果 p=1, A g=, KAK 
Fiia =vrai max eç —- (15) 
£C | 

为 了 从 C14) 得 出 这 式 ; 只 须 先 说 

4A, = (6| ad) | 77 vrai maxla,Ct)] ~E}, 

- Eùn 

人 以 而 nA 0, 而 取 Z= TAr, Ei C142 3E R, 

fInCA zen (AD vrai max a£) | — 87, 

tcn 

mii >0 是 任意 的 ， 得 出 (C15) 来 。 合 20o0, 并 利用 Fatou 定理 可 知 
z€L*, B Helte R2, I<] 由 Halder RARES IH, M 
[ui 


fl delle. 


任意 2€ 5" 必 决定 C 上 一 个 有 界 糖 性 泛 琴 数 
102 f (Depa 
EF] | 


这 仍 由 Hilde KERHA FEE 
| (t=, tpl GKP). 
$3 3. WENS ZEHECO, B, RITA. BA (A790, Ap 
ETE RB, iE oca B) UD up Ei EO n), Fréchet 空间 S(O, 6u) 
GD) EXUEJESESERERR MELT S. NEH Ic AN 
RIFE LO, B, 2)CSCQ, B, p), 所 以 如 了 ES*, 了 限制 在 上 成 为 
L= MCO, B, 加 ) 中 的 元 。 于 是 存在 a € M, EXHSA ECL, 


08 flm o FréchetcERjAS; Banach 空间 


f) § (Daut 
i£ 


Life S si S EHE REIR, 从 而 如 JEO, o) V sDeconcat 
不 能 对 一 切 2€ L250, XE — 82-0, WAR 4, = (la(02» 6) 的 测度 
WC4.) 5770, RIT 42 — (|a (D) — 6B BUE 0, 情形 也 一 样 处 

理 。 对 于 任意 自然 数 mw AL 必 有 测度 在 3.5 Č -之 间 的 可 测 子 集 ,全 
”mo( 昌 表 这 子 集 的 特征 画 数 。 合 (D ona (D, BRES t tim lyol ~ 
= lim Ol uo, 但 


[ 1+ | Yr {ë ) | 
Em fC) = lim. § v O)a(Da(dt)28670, 
no Ho a 


FHT. ik. S*— (8), 

TARH, y Banach 空间 不 同 ，Frkehet £M LER ETE 
BESEM, HEE ERCO, B, PARETA 如 它 是 原子 的 ， 
例如 Q— (1, 2, e) u(n = zs. BOR IHIEBUZERI LEEF 
ERREAK mE] 

注 前 面 已 轻 看 到 , mi<p<o, HOR(DOt- L* +i, 
于 是 <q, At CD3)* = L?, 部 

(LI? (Iepa), 
这 就 是 褒 , IV RAREN GAARA cto REA x). 4 
别 值 得 注意 的 力 是 L0: (L2y* =D, PEFR SCN BORRAN" 
HE MASHE dele BEI. AP n Er ER, 
BA ARRASEAN GA IC BELARUA JE EE JCREDS. RAEE 
第 三 章 详 论 L^ 的 属性 。 ' 
ATRAN, TAR ARETHA TIES. 


© 更 Tworepaat-Oofoxep iz jc TEE SE m R, 5 38。 
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定义 4 RT Rok (ENS HEISE 8998 ME T EDCO 上 的 
Fe MEE E, 中 取信 的 糖 性 算 子 。 BATEA EDO) 及 
JEET, H 
| fTr) = f(s) 
决定 一 个 f* CES, RR dh S f AS T* 是 由 ET 到 E* 中 的 线性 
算 子 。 叫 做 也 的 件 算 子 。 | 
oW itdf—EBGES Wo foo E € UD 
=*= f], A DC EE B hdi. T* 的 加 法 性 容 
A. 
定理 6. gT Eh ESDEQE E, S5 EREA EADAR 
ERT BRAHA SEE, 决定 一 个 J*& 2x, 满足 
l fO) = f*(2), 
HB T*:f5f* 是 由 ET Et ARRAT, E 
| ^j — | 71; (a7)* - xT* (o € K). 
E M 是 加 法 算 子 ,不 待 证 。 因 
HOP c UP 
可 知 f* E REENE 0 P* € E, 4E RUP TIC EET 这 就 是 
B ANHEE TSIT dy T* 又 可 决定 一 个 由 ET" EET" 中 的 
有 界线 性 算 子 T**, ik | T** || T*l, 但 如 可 看 成 cE**S mA 
(T**g)(f) - o(T*f), p C ES f C Ez. 
对 每 个 EB 全 eu CP S P* (COUP € E), Ru 
Ciad MEDET e (P1) = TH CE) = CED 
从 而 T**p Tu, 
E leet — lo]. 所 以 
[T | mmm n. 
f px RITE lr zEXC 
faTr) = af (Ta) s a(T* f)(2) [Ca T)* f (2), 


p———————— 
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a[ An aT) aT, 一 

注 RT RHBESRBUEND E 到 赋 范 线性 空间 E nm jet 
算 子 ,而 T* ETERRA T AR T 是 卫 的 延 折 ， 这 里 我 们 把 五 看 
成 是 E** 的 子 空间 。 

dex pp Ti = P] R EE, 

Xf =r) Cf C E*), 
HMR X.C E**, A Y T (XO CES TENTER g € ES,T*g C E*, 
所 以 
Y(g)-—(T**(X,))(g) S «(T*g) = (T*9)(2) -9(7:), 
XGRIRER,Y—Y,yeTeCE 07 
Y,(9g)—9(y) (g € Ej). 

An JE sj Xa, y 与 了 SAA Ad T** 是 下 的 延 拓 。 

例 1. 5$ K(s, DEEE, DHAERAH 


il 
N |K(s, £) |* de di< +o 
00 E 
Arg Luo 1il$i&rlzm ARRAT T EIRO 
aaaf E (s, t)e(£)dt. 
依 前 述 , L*(0, 1] E H Ju. 从 而 对 他 个 JE G*, By E L, E 
1 
16) V «cogo ar. 
0 
于 十 1 1 
CODA EOLA xc Oat) di= 
0 ù 


H 3 
= feto a VXG Duo ds = Cr DG», 
0 ô 
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从 而 T* 是 由 L* 到 自己 之 中 的 黎 性 有 界 算 子 ,使 


1 
C) = EC; Dy) ds. 
0 


例 2. IETSURIODSIEB PII BSERPER RERCT E 
. yn, Ut Mih + 一 (En B En), 
那 末 y= 人 Tw 表示 成 
m= 2 Tfj. 


TQ € EKG, jal, n) Hc CDARAMN, 妈 它 上 而 的 每 个 有 
AEEA C) 可 以 表示 成 


T" 


fa)- X Uds (amag R). 


i=l 
于 是  J(Ts)= S a S T= SS Tadi E 
i-i j=l dei i=l 


= È ér D Tunc (LI), 
4 j=1 


LESS M 
从 而 Te1=(8D: B; S Tun (9 一 1 
i=i 
f&tgstam T* 也 是 一 个 n (IER, "EB T= Ta ÉD 7* p T pae 
PURARA MHR ITE Rte 


Hahn-Banach 定理 的 应 用 :， 
例 3. Banach Kf. BC OU € 4) 是 实数 定向 列 , 定义 这 些 定向 
询 的 加 法 与 数 乘法 如 下 : 如 == Ces), 9 — CD, GR. 
多 十 区 一 《ws Au) 
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az — (a2, ). 
TAX HS BET PIER PER A [le JEn ESAE LE, 对 
于 每 个 z 一 (z8), 合 


p(s)— lim c$,-—infsupz,. 
So $556 


那 未 不 难看 出 p ERMEER EE 


—p(-s)-lim s, —sup inf z,, 
(8 jo 850 


由 Hahn-Banach 定理 。 LA be Tae D (6) IHE) 知 存在 定义 在 至 空 
m]E 上 的 元 狂 证 西数 f(z)=Lim s. 满足 下 列 条 件 : 
| lim. a, Tim ws Lim E., (16) 
š . 
jtH | Lim(22, tÉy,)calimz,--B Lim Ys (17) 


C16) 是 由 fCn)s ip(a) 及 下 面 推理 得 出 : 
因 FPE), H e RE a SEIS), R Kaz- p. 
如 果 按 平常 意义 的 原 限 存在 , 即 


nm ——— 


lim x, lim æ, —7--2,, 
$ 5 8 


那 末 依 (16)Limzs clim a, 但 Lim 2, 对 一 般 的 数列 Ces) 也 存在 ,从 而 
Lim z, 叫做 广义 极限 ,或 称 Banach AR AAEREN Haar 测度 
存在 时 是 有 用 的 @。 
Hahn Banach 定理 应 用 是 很 广 的 ， 它 是 省 丽 分 析 的 基本 重要 定理 
之 一 ,本 识 程 中 我 们 将 不 断 看 到 它 的 应 用 。 往 入 要 证 明 Banach 空间 
中 而 元 Ss y 相等 时 ,只 项 证 对 于 每 个 JE Et, f) e JOD, 26 T EIER 
分 析 本 身 以 外 的 应 用 ,请 参看 Banach HEARE R, ATEEN 


中 ZB S. Bake. Theory of the integral, 1927 ,中 Banach 'Ejifgj— E 3E, 
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微分 方程 方面 的 应 用 ， 参 四 例如 C. Miranda[ 11] $ 29] XX A A TET 
一 节 。 美 于 在 慨 率 询 方 面 的 应 用 ,例如 可 套 看 E. Mourier[ 12 1, 

Nahn-Banach j£ $t, nl EABK DE AU Fo e Ae RA TS PEE DE], mi Es 
AUEBJERTETIEDIE, SORA LAA RRIEK A fign Ein E 
LARARE NA, È 

Wi = {fila sup |fe). 
fjet 

或 简单 地 襄 ， f aVR AE aaae EX (RH 然 地 引起 几 个 
[1x8 , "T EAS fR Hahn-Banach 定理 从 六合 不 同 角度 的 推广 :首先 , 然 站 
ax E.JhEBQEMGMECTGEBU. DQOOERUET RI E. 上 的 有 界 缆 性 证 画 数 
ER EM HERE ER PERE TRE] Ex 的 于 包 上 去 : fé) lim fü), 
$C ENE, x C E, 

1) h 到 召 上 的 延 拓 是 否 是 一 意 的 ?一 般 不 一 定 是 一 意 的 。 例 如 考 
NE= (HH), E EERIE A E ECBCHT ARET 

COLETTE E 2 S, Éa, Ča). 

如 果 fio) ERRETEN =C, 6 0) jin 4€ KY. LARRE 
KER HK 


h( a£ raf. 
如 果 fa 是 fiCo) 的 保 范 延 折 ,必须 ( 且 只 须 ) 
max( Ja; |, |ds], las] )  max( |a], |ts] Js 

而 满足 这 个 等 式 的 数 mE 五 不 是 一 意 的 : 只 须 取 

|ss|<smax(|zrl，iaa|)， 
A, E.Tayler[16 | QERA: 如果 £* qd X( ER RE ROA, METIERER, 
[e Fo [of =l, uma; Oe à (1A el 1, SERRE BS EE 
ERRETAN E. LATEA TAEA, a — EUR TIE Hh XE 95 
DAE HAARR KA. hz. NURE A EZ ET HE Gr ER 
MEEL SEETRBSAASE ZR fF. 


- 
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2) JI. B. Kamroposmw 于 1935 35 38 f T XLI RH. 是 否 可 以 把 
Banach zz BH E p pH TÆR Ei 上 的 一 切 有 界线 性 诈 西 教 9 延 所 
PLE LAIAS So EAEEREN FEA oS 是 由 ET 到 
E* HAREA F JI. B. Korrroponinq 7] RHEI ARRA E. EAN 
H3 RAR 2I ELFUTOHET E rb ECC 99 EAT ma, s 及 zo， 上 


TETERE x: 之 弹性 租 合 m= > y stu 使 | 一 加 je 一 四] Or em, 
二 1 
角 谷 静 夫 于 1938([4]) BEA: 为 了 Banach zz[H] E dé Eli] AHR 
须 吾 是 内 积 室 癌 , 换 名 话 襄 ;上 定义 一 个 两 变量 的 画 数 (%, y) E 
{am Bx», y) —a(21, y) - Bs, 9), 
(s, y) = (9, x); 
(z, 2)220 b Rs, 2) 0-7 K—89, 
(2, 2) = ||]? 
Kamopoxsis jx — fi] m, € d Bohnenblust 提出 [3]。 

3) 上述 Kawroposma 问题 的 一 个 自然 推广 力 是 所 谓 Murray FR 
L183 水 实际 上 上 Banach 在 他 的 书 [21, 234 责 中 已 经 提 到 》: 对 于 Banach 
HIE 的 一 个 闭 粮 性子 空间 G, 是 否 可 以 把 由 到 另 一 Banach 空间 
E 中 的 每 个 有 界 如 性 算 子 卫 延 插 成 由 全 召 到 天 中 的 有 界 米 性 算 子 mm 
CERAH E 到 本 中 的 有 界线 性 算 子 To， 侠 x CG— Tun TL, E 
|Tolz — VT |a, zz ER. 

Ie ur li Tos | 5, e en IT] e, , 


f EXT 1939 解答 了 这 一 问题 6: 29 T Ej Murray MEAT Ag, Bp 
A E PERRETE a aA Banach zz fü] Fi( 也 是 任意 的 ) 中 
的 任意 有 界线 性 算 子 宇 可 以 保 范 地 延 拓 成 由 全 E SUE. 中 的 有 界 各 性 
算 子 ,必须 上 且 只 须 吕 是 内 积 空间 。 角 谷 静 夫 指 出 ,这 定理 等 价 于 下 列 定 


理 :为 了 对 于 Banach 室 间 召 的 每 个 表 炉 性 子 空 间 G, 存在 一 个 由 卫 到 . 


83. HBÉRETLIDUR rE, AE ef 103 


8 上 有 界线 性 算 子 zp; 满足 1 上 2 二 4 P= pRa RRR T. 
ZR H.FLZRE EAR Eh 

4) Hahn-Banach 定理 的 另 一 推广 万 是 如 下 的 再 题 : LE, X. f, »] 
dem (OO E RESCHBENEZERI, CHF 是 定义 在 吾 的 一 个 线性 子 空 间 S C 
EARRAS, Cip 是 吾 上 一 个 正 齐 性 次 枚 法 证 本 数 ，(ir)Y> € 
DUNK E), C0 € dcr OD 到 它 自己 之 中 的 一 族 弹 性 
算 子 ， 使 J iT 中 的 每 个 算 子 了 是 不 变 的 ， 序 对 每 个 x & SO) 
KTD =f 4 E, E, f, po p (F/LE, E, F, p] (FP) E, SC 
QD—9F(s)- f(x. AURI 4H OE 到 它 自己 中 的 不 变 算 子 , 那 末 
FHahn- Banach 定理 意味 着 

OVE, Hh, f, pio SE, {E}, P, po b. 

一 般 在 对 于 <E, F, 了 ,Pp 守 的 研究 方面 ,有 Agnow-morse[ 1], Woodbacy 
[17], Dunfird, yood, U., L, Klee, Jr [9 等 人 的 工作 。 例 如 Klee 得 出 
PAESE: 如 果 CE, T, f, 21,852 T3 ARTE (00, CB), OO 互相 等 价 ， 
infe EE BRE BD T. T:E TTT ET, E IET, RRE), CB)， 
Cr), C) 都 互相 等 价 : 

《o 4 E, $, f, psh; 

(B) x BET 9B Y cR, HE, y, f, pi; 


k 
Qr) 2€ B (DT ET vi C E Sapat Y y) 
1 


(5) 3o € SE, {I}f, pt- tE gTa) =g (P90) H, gTr) p) 对 
PACD) REAS, TEER 

5) Habn-Bansch 定理 是 关 于 锐 性 泛 画 数 的 延 拓 的 ; 如 果 把 线性 
泛 丁 数 换 成 剖 性 算 子 ， WURTH: Banach zz[H] E nf R AEE 
性 寅 ， 是 指 对 于 任意 腕 范 六 性 室 间 苇 p E ERRETA E, h E 
到 襄 中 的 每 个 芝 精 性 算 子 T Bop ^x XE CREER TBI Ta 是 由 
XGDECRSUERPEEÉROT. W eg I = T= Te], 使 Tel Tl. 
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Hahn-Beanaeh 定理 意 昧 着 实数 空间 e RAEE, L. Nachbin 于 
1950 年 [101 提 出 了 寻求 Banach 室 间 ， 有 具有 延 拓 性 质 的 条 件 ， 特 别 得 
出 ,为 了 吾 具 延 拓 性 里 ,必须 且 只 续 对 本 任意 舍 忆 为 其 朋 范 线性 于 空间 
的 每 个 磊 范 线性 空间 画 ， 必 存在 一 个 由 E) 到 再 上 的 投影 PLBIUG FREE 
ERT p, 满足 呈 一 2) 使 | 人 一 1。 了 本 L. Kelley T 1952 年 [8] 找 出 了 有 具 
延 折 性 质 的 Banach 宝 间 的 更 好 的 特征 ， 朗 每 个 有 具 延 拓 性 质 的 Danach 
空间 必 等 价 于 一 个 极端 断 紧 (zs*) 型 空间 O CREER RAE E 
成 的 Banach 空间 ECO), 


CE 


l. WRR CO h-E 

3. $E(UQ) RTARTA (65) — m E c PERLE RHES, P GN le ll= 
—max|t.|. RAE (Ce) 是 Banach HE RER (Ca) 的 共 辐 衬 阳 。 妈 求 出 (0) MAME 
I p 

3. RIE Jp T Banach atA ETERA, JR H.E, OíEr io Here TE, B+ EAA ERa- 
ion), 

BR PA Hahn-Bauach 定理 。 

4. GREE xecuep ZEE [SEXE A) Bk iE H,hoorepmes-Co6ozes, RAR 199 Fh. XR 
Banach ZR E AJE M CA 3Iok. E, Et, E**, 及 +**，.… 都 旺 二 不 相同 的 生 罗 ( 互 不 相同 指 互 
TUE. 

5. RRE "Op D) 的 单位 球 是 严格 凸 的 ,但 D^ 的 单位 球 不 是 严 桔 西 的 。 

6. (ERBE) t0 REPERE hs (s) 是 复数 列 , 了 EES. WT 
PESEE ië 

fizn)=an (n—1,2,-), 
3E H. nfi, 
必须 且 只 所 对 于 竹 意 自然 数 m% 及 任意 -- 粗 复数 Bi,… Be, 必然 


| 之 Bin ES | 之 Bizi i 


成 立 ， 
证 xmbabkedm wells 心理 ,者 看 F. Rieg, Untdereuchungen über fystome 


iutegrier barer Funktionen Math, Arm, 60,1010), 449. -497; E. Holly. #ber lineare ` 


IN Lu TII MC 


Funktional ofcruiionen,siizber, Akad, Wiss, Wien,l121(19125268-—207, S. Banach 
dr. p.n7, AMMER BE, FETED, Aiah h Gh SEO D BE y 
E-—U[0, 1). zg(f)ext^(0—1,2,-), futbSCRn| (Casu, Bd ed HL PE nfi gc, 
使 

1 


$ rdg =A g= g C1) 12 


n 


1 
把 f z(tdg(D 看 从 CLO 1] LAYA FHRTECEEHEE f(x), Pa AeH RREA EUER 


——Ó 
提示 引用 Hahn-Banach 定理 。 
由 Helly paf meds Ace Gg Er —DADHR REGE. GE | so c. RAAR 
s [E 
> i "ug [Fco (i-21,2,5, 
j=1 
APT end ES] Ca ,考察 联 立 一 志方 程 


之 em Gola), CO 
3 P HHRCORON — HURRR AE 
en n p—i 
S lgl Piggy P 
jai 


GB CEDD 必须 及 只 撩 对 于 每 一 般 复 数 Pio Bn RETAN), n8 


Pu 2| PD 


RY 

T. REGECRUR RO 1 的 图 局 上 定义 的 一 切实 什 有 界 丽 数 x(3) 的 金 体 ,s AAEE 
定点 量 起 的 焉 其 。 接 平常 冰 数 的 二 香 , SEREEN, HEt rE EA 

aa -Ihueur DI 
dein 

EE r(s+1) EHE =r(e), RIE PEERAA M. UA Hahn-Banach 定理 ， 
由 此 推出 下 列 戎 果 : E EEEREN Jaa f alde Godex, TARAS 
于 Riemann £5 3 Lebesgua TRA HEPECEAISÓ.: . 
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U) 人 az(9 二 多 (9]gs=a f codecs f vods: 
CUNEO EET 
Ci fetetnodez f sds, 
(v) f (了 一 as 一 $ w{ a) ds; 
CO sl Aail — f zia da= 1, 
RE S zn de 的 逢 入 介 于 xfe] 的 上 ,下 Riemann 积分 之 同 。 
帕 此 椎 出 下 列 事 实 ， 人 光合 表示 工 述 加 局 工 一 切 虚 第 的 合体 ， 4. ATAMA. RE 
PAL RH RARR 二 (44), 洱 足下 列 条 件 ; 
G) aCALI B) —aCAD E nC R4 1B —e; 
Gi) 6A) 220; 
Gii) &CA) — aCED ACE e C [0, 17,4 A Fa m BUSES. Aden ittal EC 4; 
(Gv? pC A0)=1, 
EUR PUR aA). f xaCO de xa 表示 第 4 的 特征 本数 。 
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SUELE, REA T v I E] RT VL AH p L2 [e "EL 9X 29. Banach zx 
内。 但 平常 欧 几 里 得 空间 中 很 多 命题 还 是 不 能 在 这 种 一 般 的 有 穷 厅 
Banach 空 闻 中 得到 相应 的 糖果 原 。 因 在 于 欧 几 里 得 空间 的 一 个 特点 
万 是 其 上 有 一 RR 


Qa) 5 ETa s=) y=) Cii), 
i=] ` 
HESSE EAE XC RS e 2 Pc REGE JL EA B f Reo 


© 关于 这 点 ,请 参看 一 些 粮 性 代数 的 车 ,例如 于. P. TaaTxaxep, Mehis, Waos, T. E. 
Bsezewne x Teopzm xumeimx npocrpaucts, 1952; H. M. Tearpana: 性 代 烙 学 ; A. H. 
Mases, Ritt dem, Courant, R.-Hilbert, D.: Methoden der mathematischen 
physik TOS 3t REDKO B. H. Cunpnon MAR EAEE EAA; Halmos, R P., 
Finite dimensional vector spaces, Wintner, A.; spektral theorie der unendli- 
chen matrizep(iüg0) 等 等 。 
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一 般 的 Banach 室 间 是 不 够 的 。 很 自然 的 想法 乃 是 把 上 述 内 积 推广 到 
A&SSMEXN] LE. 3eEm D, 这 早 在 Banach 室 间 理 其 出 现 之 前 ,;P. Hil- 
bert EHAR 7; Te PE SS ERES EHI XXE PUEBLA 3€ 29 ME zx 
Ejo Si Eu Tp deb if Hilbert 空间 , 本 节 只 着 葵 作为 Banach 空间 
的 特殊 情形 的 Hilbert zr RARI AMER ,而 关于 Hilbert 空间 理 葵 的 深 
人 部 分 ,特别 是 其 中 的 二 性 算 子 贰 理 葵 将 在 第 三 章 详 论 。 
定义 L RE RARE LAI EER, H EXE mp E 中 的 陕 象 
e, y (2, y) UAR A dH 

1) (az, y) — a(s, s); 
2) (aty, 2) (x, 2) c (uj, 2); 
OECODLICIECETLSSUEUES cr dEGES a 2 NU 
m oma). 
45) (x, 25720, (2, $) 209—929 
BA yea MES ELE URAREN, RE PRU EIE — PADRE Cx, y), 使 [lol — 


TOEV (m). Sid PYBUA Du fik Hilbert 空间 。 
9) l1. (7 是 可 分 Hilbert Zz [i] , x Hl PLEBE XC pt 


(s, y) 5 ET, a= (£2, y=), (61, 8, 2. 


0. fwi . 
(a, v) 的 存在 由 Hölder KERERE, 是 它 的 特例 Sohwarz-Cauchy- 
Byxarozcraf 不 等 式 ) 


Xo Ee me) 


得 出 ,而 害 义 1 由 的 1), 2, 3), D 及 内 积 与 范 数 的 关系 容易 看 出 。 


LE 2. EDO, f, D i, Ai MCAD <o E Hilbert. 空间 ,这 里 
NERO E 
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(æ 9) = È OFOTEN, 


g 


它 的 存在 由 Holder 不 等 式 的 特例 
| PESO «( f o acan JE f romant 


得 出 。 

例 3. Harald Bohn 定义 (一 0, oo) |-& SEU ERN IR A (0) 叫做 
歼 周 期 的 : 是 指 对 二 每 个 8270, 存在 一 数 17-0, 使 实数 轴 上 每 个 长 度 为 
7 的 区 间 必 包 合 一 数 r, 使 

yt Ta) <8, —eo«ixoo. 

Bochner gH, 25 [f 3S $REROK xi 是 殉 周 期 的 ,必须 且 只 须 对 于 每 一 列 
【人 十 Ge 一 1 2 0, 可 取出 一 子 列 一 敌 收 殴 。 不 难 证 明 , 殖 周期 
HATARA LAR ARGA, ANEA E 
A8 BI , 32€ Rap P8 E 6 Ae UA f — AP i AE a: TEM n e eiri 的 
RAIA SAREA 


Lus (1) 
k-1l 
也 属于 这 个 空间 E, ELEA E 35 Bobo EPA S , ATTE EO CL) 的 
FEE BEP] — EU SESS LT. ES 对 于 s € E, 可 以 姓 明 
T 


M(s)m hm JL. V 204r) dr 
Pa “r 


m 


CQ 这 方面 书简 的 用 法 是 恨 多 样 的 。 按 早期 的 用 法 , 互 ilbert MURIS ATI, SE 
A ARMEER CJ. V. Neumann, Grundlagen der Quantenmechanik 1985 与 


. M, H. Stone, Linear transformations in Hilbert space 1982). 不 加 可 分 党 件 的 [ 即 


ix «Pri Hilbert 空间 ERER JE e AD EE IERI ELEA ERCA B. V. Bs, 
Nagy: Spoktral darsteliung linearer Transformaiionen der Hilberischon Raumes 
1942). SERE Erin EOD ^E Bn iE CT Bn A3 4e Eig Hilberi RARER, 他 也 是 最 早 引入 
这 种 空间 的 人 之 一 (1983)， 
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存在 , HEBT 的 值 无 关 , 井 且 对 一 切 tC (— 00, 09) 极限 是 一 臻 存在 
的 。 于 是 M) EE LARERE Ko aI ELER, in v, VER, 
(2, 10 =M GHN) 
存在 , 拜 且 满足 定义 1 中 15,25, 3), 4) 族 条 件 。 王 是 吾 成 为 内 积 空间 。 
KAEPAH 
ik. 在 随机 过 程 理 葵 中 ， 由 于 在 很 多 实际 问题 的 要 求 外 考虑 那些 
EMERSO, B, P), PCD)=1): . 


EED V JaCo, t) o (do) coo 
11 


TFAEFJ RÉSIDE CE(() =E l0), E(x(0)- EQ), 
Eais) =E —5)(0)), 这 里 E(2(0) = r S Oela) 从 


而 我 们 要 考虑 在 Hilbert zx fij L2, B, P) TTL 为 此 ， 
Hilbert 空间 理 葵 成 为 研究 这 种 平稳 随机 过 程 的 重要 工具 。 
定理 | (Hilbert zr HIRIE): 9 为 了 Banach zji} E E Hilbert 
空间 ,必须 且 只 席 它 的 范 数 满足 。. 
la +y? +] z—y[2—21 dn (s,y€ E). (2) 
: 公式 (3) MH t iA 


MED RE E DR RO A 
! E ey 张 成 的 平行 四 边 形 中 ， 
| | 四 边 边 长 平方 之 和 等 于 机 对 角 


图 e. 入 长 平方 之 和 。 


加 ”计时 不 群 加 证 明 有 关 幅 天 期 肖 数 的 性 畏 果 , 清 省 可 矢 看 下. Riesz et B. Sz, -Nagy, 
Lecons d'analyse fonctionnelle, $$ 101, 102; H. Bohn, Fastporiodische Funktionen, 
1982; W. Mask, Fast periodische Funktionen 1950; B. M. Jleuwram, Jr] UA [E E d 
*. 

€ A.M. Hram, C PSU BLUR e G, CREE SERE IE e ERI COIODO 

© XT Banach TERT ICI de PET DURER Hp SCADBRARU IO Hilbert 襟 交 的 - 
R ENAT Hilbert 生 阅 的 祥 征 问题 ,研究 者 很 多 ,请 见 本 节 后 朋 的 交 摧 。 - 


84. Hilbert iJ mu 11i 
ES 1) 先 考虑 实 的 Banach 空间 E. BOWE 4 
Gn = Cle Lo d. (8) 
RUK SAC, =, 2), HB. lel C 2). ADE 
DA 


= BI f jz- z J$). (4) 
f HIA y —0, 由 (3) 得 知 | 
(0, 2) 0, 
从 而 由 《4) 知 
(x, 2) 3 (5. z), 
于 是 由 《4}) 知 


(s, 2) Cy, 2) — Ce y, 2. (5) 
(5) RPH f(a)— (2, 2) 是 上 上 的 加 法 活 画 数 。 由 (3) 及 Banach 空间 中 
PESE SUEQ AD (x) 是 吾 上 的 连 精 加 潜 活 画 数 。 从 而 d 2 Kga] 
1*) 是 齐 性 的 ， Bil 


(etm, 2) exa(m, 2) 

得 证 ， xm. Cn, y) US REAL, FEE RR. Hilbert zm. 
2) KE JE d. Banach ÆW ACOR $ 
EA y) = (a, V TY —1(s, v —1 —19^, 
(53s m Cv leyl). 

” 因 吾 出 可 以 看 成 是 实 Banach 襟 间 , 从 而 依 忆 证 的 部 分 1), (5, yh 是 一 
个 ( 实 的 ) 内 积 。 现 在 证 明 (o, v) 的 复 齐 性 , 而 为 此 , RUE Gv, y) 
=i(x, y) =V 一 了 )。 事实 上 由 Dn 

(v, v) =(%, yg», 

(ia, iy) =$ nit [iz — iy [2 = Co, 921. 


FE Cin) (iy iim (iy, 2) = — Co, Sy. 
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从 而 
(ix, y) m (tx, gi e iC, y) e — (9, Sys p tca, yum SC, y). 
又 (y, €) (y, jt Cg, 6) (m, a 7 iw 86i (m, 9). 
(zr, 2) = (2, w), iC, iz) om (2) = at? 
从 而 百 是 以 Cz, y ARR Hilbert 2 Hjo 
3) ELZ IRE E Hilbert ZEB] SUE EH — PUBACS, v), 使 
(s, 2) — |x]?, 
从 而 s+ v[*-- jey = Cor v, +y) tawy, ey) 
—(m s Hy) + (y, sy) (n, sy) Cy, mym 
Ty 2) + Ug, y) + ey, 2) — y, y) -2|e|* - 21v]? . 
it: 定理 中 内衣, 当 存 在 一 内 积 ; 使 范 数 m] — V Co 2D, E pR 2S 
Hilbert Hjo ERE, iE (m, 2) 是 内 积 , 满 足 定义 工 中 的 1), 25, 32, 


Bechwarz-—ByHuausonckuti An 3553 o 

Cs, y) [< wl yl, (6) 
式 中 等 号 适用 的 必要 充分 条 件 为 是 存在 数 o, 使 s* 十 呀 一 @ 事实 上 , 如 
E y= e) 是 至 然 的 ,如 果 v9, 对 于 任意 复数 和 


(w+ Ay, tiy 3720 (7) 
于 是 (2, 的 十 信介 9) HACE, y) -AACy, y 220, 
= EA y) 
from à CEDH 


就 得 出 C6) Ko 203 (6) 成 为 等 式 ， 必 须 县 只 须 CT) RAZZ, En 
~ 十 hy 二 他 。 | 
由 (6) 容 易 扒 出 范 数 的 三 角形 不 等 式 : 
tz+ yl = Co y, D d- Ce v, SO mv nl + ley | yl, 
Ami [zrel«zl- lg|。 为 了 三 角形 不 等 式 变 成 等 式 ,必须 是 只 须 在 
上 面 使 用 Sehwerx 一 Byaxgopckat 不 等 式 时 ,两 次 都 碰 到 等 式 ;从 而 依 


$4. Hilbert 空间 118 


上 迟 ; 不 难看 出 x 十 wy=0, 但 
i£ 91 = a 252] = jelt 191 CE ie | 301g 
Aft — m - | mi, BD 2 —Ay; Z0 B 1—5— |n |- 1, B o1, MARRE 
lel HFE: pax] — |a] || 5 le] — 0«—92- 9, 容易 看 出 , 从 而 由 | 当 
里 是 范 数 。 
在 Hilbert 空间 中 还 有 -个 常用 的 等 起 值得 在 这 里 打出: 


x+y |l zw—yl ,wt iy]? 
toT 一 二 [省 
z E 2 | di (as 92. (8) 


这 式 的 作用 是 这 样 的 , 当 关 于 doli? sensnm dee CORR 
RHET ARC, 1) EX EC ZR ESTE BICI OS BELT 
定义 2. fEPUPPUSBPB , 205 m, y UEBER, 8 GS 的 一 2 元 
x URR REW, RE 指 o del—1, 元 族 (m) 叫做 直 突 规格 化 组 ， 是 指 
《ze oa 一 4 环卫 看 ce 或 一 决定 。 
定义 3. Banach AERE impf a Up SET Eod 


| > nalne N, vi EO Uian), nik basin?) 


k=l 


t — iy 


CN 3e Ep EC DOE E thio XESR BUS Eo mE E 的 维 数 。 
例 1. dE (I) nei (0, 0,0, 1,0, 25 (95e, Öis 表示 
Kronecker $FE. 0;,;—21 8€ 0, H £j m tj 而 定 。 EE x € (In) "TEA 


表示 成 . B 
z= » £e. > igi? on, 
izi =i 
lz 一 i EALES Y IL 
ízn-4l 
从 而 (e, es, - :小 是 (2 的 基 集 ,特别 如 2 的 级 数 — S 因为 6) 不 


m 
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到 2. 在 前 岂 的 (一 co, co 上 连 炉 至 周期 醒 数 全 体 棚 成 的 Hilbert 
ax [B] E rp Ek ei^! 都 是 相互 直 交 的 , 朗 注 足 
(e*t, eftt)s0 On), 


事实 上 
1 es 这 一 下] 于 —g-i yT 


hf PLE TY LL = 
(e*t, e 了 ?一 M(et ) j= Im AET TORTY) 


=0 $E, 
-M(le^t|?)-M(1)51 d0^-a, 
JA ifi Ce*^ ) JE — ARARE. IAEN, 
{ett | oo «7A oc) 
REpHUAESRO. Hi FEARR US IHRER 20. (或 
€) COD BIER Et 35. 

例 3. 3TA yi Banach 空间 ,不 难看 出 上 而 定义 的 雁 数 与 糖 性 
代数 中 的 理解 是 一 致 的 ， 朗 厅 数 等 于 空间 中 共性 扰 关 元 的 最 大 数目 。 

jk. 在 定理 1 的 证 明 中 便 指 出 内 积 (2 v) c ARRAY 
JE). 事实 上 , 它 是 两 变量 x,y USE ME TZ EUG. DOG 

IC y)—CG', y 0| Cn, y) C 9] - Cx v) — Cn, y D | 
sisse 4v. 

如 果 mom, y, 那 末 fellel Aim Clos] 有 界 , 所 以 在 上 述 
不 等 式 中 用 ww y 各 代替 a. v TOME H Cm, 9 (x, yo. 由 此 可 知 ， 
Au Co, 2) (y, 22 对 于 基 集 已 中 每 个 元 2 成 立 , SOR ssy 事实 上 ， 
上 等 式 意味 * 一 y Sj G 中 玫 个 元 直 诡 ,而 因 内 积 (o, 2) 0 是 = fiit 
HBS, TAE a 在 空间 中 午 密 ,可 知 (o 2) XH z 成 立 ， 特 别 合 
z—a—y, 得 知 |o —y]? = (æy, —9)-—0, HL y. 这 一 点 也 是 在 以 
JR Hilbert 宏 间 中 常用 到 的 。 


@ F. Riess BS- Nagy; ELecons d' analyse funcitionnelle, 58101 - -102. XB 
B. M. Jonatan, W, es MEM 


$4. Hilbert 空间 115 
下 面 还 举 出 几 个 关于 Hilbert 室 间 的 简单 事实 。 


Bessel 不 等 式 : 设 S 是 Hilbert ze fO 中 的 直 交 规格 化 组 。 而 x 
是 龟 中 任意 元 , 那 末 对 于 S 中 任意 有 穷 多 不 同 元 eu 6n os en 


T7 


NICE (9) 


. k=l 


事实 上 ,注意 如 果 KIS, 


(«- 5 CT, Et) Ex, «) E 
k-1 


(s e X Geom Qn e) 7 (a, 6) 20, 


k=i 


从 而 ， 对 于 任意 复数 (y, cy 08 


" 


| s— > Grer [$e | m — 5 (mer: + S [LC%, er) — o Ja]? = 
k=l k=1 


k= 
sle- T Genel > |C, eal ^ C10) 
k=l 让 二 让 


因为 ,一 般 和 如 果 &a 与 上 丰韵, 必然 
la+b| = Ced 5, a5) — jaj tb CARRE). 
于 是 


n 


la 一 Y wel 


k-1 i 
x asm (a, 6 Ya RC) EEEE. MTC, ILLA 
使 e1,…, en 的 线性 组 合 逼 近 S 的 最 好 系数 {Cz, ey eE 5) nd TEE 
TEE SLE FORE 8 的 Fourier 系数 。 注 意 
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lale — Y im enite (o 》 Gene o Y Gem 
k=l k=1 k=l 
=|e— > Ce, e)a, a) 
. k—1 

这 正 是 (9)。 由 此 可 知 ,对 于 每 个 x, dC, e 交 seES) 中 尘 多 有 可 数 个 不 
SET 0, 因为 对 于 每 个 Et AA p, 由 Bessel 不 等 式 至 多 有 有 穷 多 个 eE 品 
使 【kw Dli mA PS1 2, o, 9 mgB FW T 0 的 Cw 6。) 的 可 数 性 。 
4 A 一 (3) 表示 的 有 穷 子 集 按 包 含 关系 序 区 而 得 的 定向 中 序 集 ， 那 


A 
| 8, = > (x, e)e 
eca 
Æ D rh HOSCE RARE LU Dr ER E AACS Doe A AT e 
GR BCLLO, AUI S ARIS] He, UR ICD 


eE 
W-RCT INI — Gc. RRR Y, C edeo 这 个 元 中 做 元 = 的 Fourier 属 
ec 
开 ,如 果 8 是 基 集 , 那 末 对 于 每 个 《各 
z= (nee. (12) 
ecg l 


事实 上 , 售 4 RTERODA HT, WRA TAREA ARF 


每 € € 8, 
Ca, e) - Cy, €), 


从 而 依 前 面 所 述 其 集 的 一 个 性 持 mm ys 
定义 4, Hilbert Hiper AM E ECC BUS TORTE BE SE] Ru tox 
EJE SE 


定理 2. 在 Hilbert =h, 5c 完全 直 交规 格 化 得 8 驴 的 势 等 于 空间 - 


的 半数 。 
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EE: aAA wxkRIRGESRPEDUECH BAR RES ONT S 
ME zx, HP Ed DECRE BLUES S ARE, FLZUON T EX€ — 126 
集 d, GER eS 的 势 。 设 C. 表示 8 中 元 的 有 理 复 系 数 也 AAEN 
iam (EURO, 3G H2 BERA G dp E rp Sg xxvi AEA H) 
对 每 个 yE 8, 必 存 在 zy C Os, 使 

lue 


如 果 yEy, 嘟 末 相 应 的 292529, 因为 如 果 zy 二 zp, 都 末 
ly—y|= iym ed i — 0] 
«ly n] ly ly 
SCORERS) 
Iy—v'l*- Iv ly" l= 
矛盾 ， 从 而 G. 的 势 :>8 的 势 , 证 完 。 
iE. 由 此 可 知 Bohn (ju BOR SAU ME BT LIU Hilbert 空间 的 
HERST 2795. 
注意 具 可 数 基 的 Hilbert ARBETAR, AARNE (en es …， 


eso) Heart (elo tERIACG 1c 任意 自然 


i-i 
在 空间 中 稠 。 反 之 ， 如果 Hilbert ZAHA zx A nr 3E. 3c pL, 
如 空间 不 具 可 数 基 , HRR EE REO E TELE o, 而 由 定理 3, 如 


， 果 室 问 有 完全 直 交 规格 化 组 S, KSN AT S HENTE, 依 可 


分 性 的 定义 , 必 存 在 一 可 数 集 4 一 (加 ) 中 之 一 元 go | v 2. 
仿 定理 2 的 证 明 ， 得 出 矛 拓 。 为 了 完成 这 里 的 证 明 ， 必 须 证 明 下 列 定 
理 : 

EEI XT AEQ Hubert eM] D E TESC AE ETE BUS LA 


© AA atif MRA Ei TR o. 8 RESI ERAS. 
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Tf. TEA ERTE EG TERCERA ER S rn SIUTRT , AES EERT CAP 


BEEEXOU Uh; Vs … Yn co )s HIE. Schmidt fry Sz TO EEF , B (s, 
… so 造成 一 个 直 变 规格 化 组 来 。 事 实 上 , 合 


u 
85. 一 
MEN 
n—l : 
EMT a > 
LE u Ng — wy 
Ll PA g Yn PA b; 


O AFRE ws oA CHE RT RA ga RA 0, AAAA ee ERT yee 
v: 的 各 性 租 合 。 不 难看 出 {61, es, …e…} BERR CARS 
个 把 窒 舞 中 一 切 查 交规 格 化 粗 按 包 合 关 系 序 次 ， 得 划一 个 半 序 集 
Ao 如果 CSL)CLET) 是 这 个 中 序 集 的 一 个 全 序 子 集 ,， 那 末 取 尼 Se 的 
fd | 
S= U Sr, 

. | LCI 
S PREZIRE due LOXPTAIGEREQBEXS 9,9 € 8, BEE La, 
L EI, fE z€ Sn, yE Sus, 而 由 于 (34) $E 61A 6 XJ TEN, REED 
w, y € 8s, 从 而 依 Sra 的 定义 ， 

| (2, y) --0, 


(m, £)-1, 


AA nj S XEIE 3E BLA (C48 , te Zorn iB Pil fr FH ACE XE UIS ER So 存 


在 。 如 果 So PEZE, RERE E-E t, 它 不 等 于 任何 一 
FR So 中 元 的 有 穷 线 性 租 合 的 极限 。 设 
CD 
FI A 
是 w 按 直 交 规格 化 租 So 的 Fourier 展开 , 那 末 


ov 一 Y Cu eeo, . 
Ese . 
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HEN, ELT ESPERE FUR SD AUR 2 0, A in dad o, FU v 


便 成 为 形 如 5 (s eere E So ISIO 的 元 列 的 极限 了 。 由 于 人 


+ 二 1 


€) (u, e) — (u, 6) 5 "T gs) 从 而 如 全 
£o =Tal 


HR SoU {eo} 仿 是 直 变 规格 化 组 ， 与 So 的 极 大 性 耶 盾 ; 从 而 So 是 完 
全 的 ;证 完 。 

TELA B C2 Bb e BS EE BL E 

例 1. 考察 空间 L"[0, 27], 这 里 测度 理解 成 平常 Lebesgue 测度 。 


l Qu k —0, +1, +2, e, 
or 


HR- ^ IECSE HUE CAR 20 TERCERA, RARA — AE 
3 — 0 BERE (0) € LL0, 27] We 
2r 
f aCDe- dto, k=0, +1, +237. (Q3) 
b 
È 
A= | «Od, ME QUDAEERUO 
3 
2r 


yen 


+ f y kie tidi=0, (14) 
ò Ü 


2r 
而 利用 (13), 得 V sto di oin ko 的 特殊 情形 ), 代 入 (14) 得 
. 0 


2r 
f y(De dig (k= +1, +2,0). 
9 . t 
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t Z-T 
又 因 | eno 因此 对 于 任意 常数 v, 
2r E 
V Ey Y muro k- kl E2, (15) 
0 


4 EX y EEE k= 也 成 立 , 这 当然 是 可 能 的 ,只 须 合 
2r 
Y-3. 1 y(t dt, 
ü 


于 是 得 知 ， 3 i H C y (D — v m E C15), k=0, +1, +3, a 但 依 
Woierstrase HERO, HTAA s>0 存在 三 角 多 项 式 


g(t 一 > aet, u 
= 
使 . Ia- yele (KIK). . 
TOGRRUHIOSCBLÉS 5-0 ITO 全 g(0-(0-—», 


Zw 


2r 
V igcopa- § iaa - eoa 
»" Ü 


Zr 2r " 
«ug am| C al. 
ej ga) |diezev/ à [i grat] 
Sa 


由 此 ,得 § IEO dK oret, 
0 
g 既是 任 沉 的 ， g(0 0, Bl yCO — y Mam z(1)—y'(1-0, 
例 2， 考 察 室 间 L'(— oo, oo), Wie 
. 8 8 £m 


e ?, te 2, Pe 2,.. 


Qp  Harancom, S2 ge RA REVUE 55, 定 理 4。 


和 
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是 线性 无 关 的 ， EEZ (E. Schmidt 程序 ) 得 
OI -oper det 
这 里 Hi) JE b cx AA. MEE Hermite 多 项 式 。 不 难 证 明 
(Em, 
ammi r (kem), 


— Hyt)e ER 0, 1, 2, …), 


f MOLA (£) dt -人 


-— oo 


从 而 wt) (m -—9, 1, 2, e) (186) 


gm. vom 1 gla 


AJEGSSUERÍLAE. PECETE, BE rG) EL eo, on) 满足 


f z(fym)di—o (Ek-—0,1,2,-5, 
HUNE. 

~ 2" 

EO Ž#di=0 (k—0,12,-), (17) 
PE TES paj E 


F(z)= uo ? eitegi, 


一 o 


这 对 于 任意 有 穷 代数 是 有 意义 的 ,并 且 到 处 具有 有 穷 导 数 


E] Pi 


F(z)- f (的 8 Pet di, 
因此 Fo) ——— PHÓ 依 ( 17)， 
Poo0) = f ate Fao Ce 0, 1,225, 
从 而 Fs), 因此 
f (De entio (— cox xo), 


-— 
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PARUI 67117; om JESCH HE Mo S] o BURZE 


æ " 
f ae 9 Sime(t-m9) nu 2 di=0, 
和 而 上 式 对 任意 实数 与 成立。 由 上 雍 , 可 知 at, AER 
为 了 者 察 一 般 的 Hilbert 空间 的 具体 表现 ， 我 们 考察 一 个 特殊 的 
Hilbert 空间 (80, jit £2 EANA E HNED | CO, 5 HX c. 
与 它 相 应 DE FUÉ VICA AS o (5 E0, FER. 
> [Ee | oo. 


oci 
这 种 责 数 *=={ 人 .CowE n POD EX 
(£.)-- (m. 9 CE. 40.2, 
oe) (a£.), 


Isi -( $ 16.17 J*. 


wc 
(wm 的 = M En., 
wt it 
POD 是 Bilbert 空间 ,如 果 e.。= (Eu) 定义 成 
0 如 exa, 


HRH Ce. )Co € 0) RAER E E ETEA H EHE, 于 是 
TOÉ SEHE dim POR — Ba Agi WM, S GU 是 不 可 分 的 ， 现 在 
&IEBH Hilbert 空间 的 实现 定理 ， 

定理 4. RECS N fy Hilbert E B] 4o 必 等 价 于 Um, 

EO BEH 2.2.0828 0 86) — Soo SOEUR eA Ce 
(9 € 0, ORPS HFEA S € Cr, e= 是 一 组 数 ， 其 中 至 


Qo AuR apor ARAARA Le Onrrenroznn, SERAIS REESE de, 
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ER RAAT 0,3 f B.fi Bessel 不 等 式 ， 

» £r m. 

wCu 
JR 2 8.) C£. m (2, 0) 是 由 多 到 BGS) 中 的 映 象 。 这 映 象 显然 是 
Wt TEARS cM eR Ded 09: 事实 上 ,取信 29 O 中 一 切 有 穷 子 集 的 全 
体 , 那 末 , 倒 | 

eG) M Gees, 
wc 
则 Go D= Gs e 9). 
wCà 
ETARA EHE, HE Schwarz-Bynakopcrgtt 不 等 式 ， 
PECESCOSET TT TE] 


PTT 


Gio S s e. (18) 


ec 
特别 leto $ 他 eP. 
wc) 
RI FSEHIEBI CEE. = 0, 62) ER D RPGO LARR, JA 
而 是 等 价 。 事 实 上 ,对 于 任意 一 个 CE.) ELCN), 仿 
ME > £.e,, 
wE 
BR G0 Æ D PEMF 
ssl= Y JE 
wE dr Oig 
这 里 OB de (8U) 8), hF X LE <o, Ce 是 基本 
定向 列 , 从 而 依 久 的 完备 性 , CART D P M32. 由 于 内 积 的 连续 性 ， 
不 难看 出 
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(s, e.) —£.. 


ATERT. 
ik “定理 的 最 后 部 分 , 即 对 于 任意 一 族 满足 
2, £m 


tuE £1 
的 数 (其 中 至 多 可 数 多 个 如 0) 必 存在 一 元 5 € s i 
Ca, e.) —£., 


UL fy Riesz-Fircher THO, "y (18) 通常 则 做 Parseval 公式 。 由 定理 
查 拉 得 知 ， 凡 可 分 Hilbert 空间 必 等 价 于 =G TRI, Lo, 2] 
《一 般 可 以 永明 LEa, b], a«25) 5 D*( — oo, co) 都 具 可 数 完全 真 交规 
格 化 各 ,从 而 都 等 份 于 Ds i 

A 两 个 Hilbert ARMED ARRENDE EMEREK. 

Hilbert ZMA — ^ Fg 3,73 35 EC 38 2 RAER, 

定理 5， 在 Hilbert zspH] D vB, RET (ERE T 48 M, 

M Lez |y € M-—(», y) 0,2 € D) 


TIT T Papa ma etn P Pune PPS eor PP rr P nS, e e Be IP a P, ID a E e e re e e PI e A Ar Pe PU t i m T E 


存在 一 意 决定 的 YE 1 sc MUS . 
pz. (19) 


C19) 8L fik = BS d 2E s MT pfi M noi ed. 
三” 易 明 对 于 任意 集 M, Mi RHURMOTCRBH. A 


一 inf lz—wu[, 
uC M 


SUME EM, (k he- elano), SE X JD rax. 
事实 上 对 任意 8290, da(8), 使 得 当 n, mane) I, ternal 5, 
®© H,F.Riemz; sur les gyübemes orthogonaux de fonctions, C. R. Acad, 8e, 


Paris, 144(1907), 615—610, E. Fischer, Sur Ja Convorgenro en moyenne, C. R, 
Ac, Be, Paris, T44(1007)1022 - TI024。 他 们 是 就 L* 的 情形 证明 的 。 


— 


-— 


$4. Hilbert sm as 


l^ 
XI 二 Kxa 十 zm)E M, 可 知 : 上 式 在 这 第 三 项 安 一 MIA metit, 
Oxz | 2a —s«|*«oht 4-202 —4at og, 3 


BO (xu) 是 基本 列 , 由 于 $ 的 完 告 性 ， 可知 了 8E $. 使 m4 y(n-»00), 


jn 一 < <a+s。 由 于 在 Hilbert 空间 中 成 立 着 
"d |*-31o— au [2 4| 2— Cn ta) 


AMERA, kk v € M ,SCHHECICH SEE PE T A 


|e—v|- lim lw 一 zol =a, 
"— o 


XHT4RGÉE u C M REELS M yu € M LAT 

: [ey ruj ae = |e — (n. 
rd 

Au — 24 985 — y, «3220, - 和 
Bd À 可 以 任意 小 ， 所 以 必然 Ræ v, u)—0. JH (n Fu, IH 
Q(G—y, u)- 0, AHR n y, t0 0, B zeme— y € MT, 

最 后 证 明 分 解 的 一 意 性 : 如 果 m yz yit va C M, aca 
MRY- pme E MNAL, finu MN ME, Ce aj=0; 
从 而 d= 他 ，; ATE. 

GEX 5. EEH AMA, v, e 都 是 由 RREN, 从 而 y= 
= Pus 是 一 个 由 SRIAORRSECTS UE CRHEECHEFLM. LERE AT 

f| 1. yE Hilbert ZB 5 H5; BOE Zee 8; HD Poe (os eiTe d 
e 生成 的 子 空间 Pelr ERE) LARET, EXE, 

i (u— (a, e)e, 6) = (2, 8) — (m, 8) 20. 


同 理 , 如 果 M 是 由 有 究 多 个 互相 于 交 的 元 61, 7*7 € ERAMA TAE 


p 1 $ je [€ K, cien } 


i=j 


Q Hs RRUAR s 的 实数 部 分 , Wi 表示 5 E PEUT. 
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SUR > | Pur * (x, ees 
. i-i 


HART kS L 2 on, 
s (=- Y (s, ei)ei, a) = (x, 6%) — CA £k) — 0. 
i=] 


例 2. 在 了 (一 co, co) 中 , 合 
Pa-y; yD =a 2 dumm, 
EIRNEEE 1» "A 
E M = {ei} rE L= 00), wt) e 0(6227)) . 
那 末 并 是 阅 粮 性 子 空间 ,而 了 是 在 妇 上 的 多 影 算 子 。 007 
定理 6， 为 了 算 子 卫 是 由 -Hilbert 室 间 总 到 它 的 一 个 玉 太 性子 空 。 一 

j ar LEESEHE RET KASRA DESRSMRIMHINRIINA 
1) Po PORE, 2 

2) (Pan y) e (o, Py (2, v € S) HERMES s ~ 一 

E 1) 必要 性 : 因 =r ts, Y =y t Ys, ti Yi € M, rs, Ya € an 
mre go Qn Vi b (ns ENR Sibi C M; zy. € ME o TEH az= 
an Hiie, nno € M, aee M, SHE Py BRER T XH ls 上 = 
se Len? 4e ru Pon |. RERIT 

EP e le 

即 IPNI Pu 是 有 界 的 ,如 果 GCM,s-ocre 就 是 = 的 相应 于 好 
—BNEA HN Am Pema; Hb Psy= Py 对 于 任意 9E 往 成立。 又 

(Pa, y)= (Pa, Py (4 — Py) (PaPy)= (6 (5— Pe), Py) = 

—(z, Py), 因为 Ps€ M,y— Py C M, 
2) 充分 性 : 8E M —(Ps|z C) -SRCPOCP 的 值 域 ) P 

是 定 理 中 的 一 切 条 件 ， 所 以 如 果 v€ M, SpkE3erCQ ds vo Pr, 从 而 
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Py-P*so-P.—y, Buc y-PyJ3OkRCM. B 
M={y|y= Py, y E D}. 

dT P RGEAERMEEET SRXEBIIM E O ARETAN. XTE 

XE s€Ó PsC M HLR 2), 

(x— Pe, Pa) -( P(r— P2), 2) —(Pu— P?x, 9) (PaPe, 2) —0, 
从 而 x Paet (a Pa) 就 是 相应 于 期 线性 子 室 关 M OED XR 
EB P =Pu 正 是 相应 于 下 的 投影 算 地 。 

注 投影 算 子 的 范 数 实际 上 -=L A% LECHE IPIS, Kr 
xE M—»Pzs-z, 从 而 Pel-[zl, BD PSL 最 后 得 P= 一 般 
在 Banach 室 间 中 ,不 一 定 有 这 种 投影 算 子 。 事 实 上 , 由 于 直 交 观念 在 
Banach [i] (2 43 P338, 0) 不 好 定义 ， 从 而 如 上 壕 的 那 种 投影 (严格 
静 应 中 做 下 角 投 影 } 不 能 定义 。 可 以 定义 Banach 空间 E 上 的 投影 算 
TERSA T. Ki (IT PY-I-2P 十 一 1 一 P， 从 而 
I—P hA ERRAT, s Pz 二 (xz 一 Po) 表 示 z 按 明 线 性 子 空间 {zlz= 
一 Po 2€ E) 与 (z|Pas0) By CREE IE: ) 分 解 ,而 且 这 分 解 显 热 
是 一 意 的 ， 这 种 投影 算 子 的 范 数 不 必 是 l EE, F.J. Murray [3 
文献 (13)], 证 明 在 (Z?》 SD 中 存在 闵 积 性 子 空间 ， 使 对 于 它 
不 存在 有 界 的 投影 算 子 ，Hitosi Komatozaki atma AHT AR CC), 
(e), (H), (m), Ceo), (Cc) 等 ,也有 并 缕 性 子 空间 ， 其 上 不 存在 有 误 投 
影 算 子 (后 附 文献 [361)。 角 谷 静 夫子 1939 4 [83 文献 L54] 证 明 : 在 
Banach 空间 吾 中 ,为 了 对 每 个 明和 线 性 子 空间 必 存 在 在 它 上 耐 的 投影 算 
Y P,tk [Pl 1,22 BR ALE JE Hilbert 空间 。 


FARHAD 2045 PRA C00, dE SIEG SERO, 从 而 
ern f BEXLHORI, ANA T9 REGE Sao v EXE AI 0-1, 6— 3, t n SEEK 
EPI TAB IEGERORECKGEE UAM E Emu. CO ERA E b A EE fat 一 本 
在 革 一 点 ea c OCC, B, Ph RA eon iR. FERRER Ag mus £— EXCISZ 
CRI WERE eCe fp) nk S BERERA Rio T ES US LIE ARIE REL 

dX Top EAM) PRRLUMIERURUR Flea Em) CP EEIE too t EY e 
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«Co? BUNGI BELL Eoo, 4-72) Je Qus, f ELEn) WB: _ 
Elwa FT m) = wo ESE) sans £2), m Qe £0). i 
我 们 要 获得 最 后 的 预测 值 ,必须 使 Eo t+m) 与 ewo ttm) HAE, (SACER: 
荷 的 是 概 李 问题 , 即 有 关 炉 寺 规 律 的 ,我 出所 几 % 尖 最 小 ?不 是 指 
[z Coa, tim) Elmo ttm) | 
FCR, TEAM CURT EAESEMAIUZIBECIBET T- o= C0), RARER EL 
-AREE PRAE” 


95h =M | Cog, £0) Ea, +m) [m 


= j | Cu, tm) — gr 83), t (s E n) | PCdw) 
"o 


Haet OS RES PRIMUS ERAS 9 TAa 


hl 
Bw, t+m)= p> aym(o, tk). 
kał 


RAMPER pisa SuCE e|!) oo METERA, PETRE D'Ong Pom — 2. 
Sce 

|=) 5 eyr(i— e| 

k=l . 
， 为 最 本 的 问题 ,也 就 是 用 Hilbert sgg G—r*(a, PERE at 0 2(—2)-a(6— n) 3 
成 的 有 有 汰 准 稻 性子 宇 加 中 的 -元 ,使 让 元 与 m0 Em) 之 周 的 距离 最 小 。 利 用 相关 画 数 
SR CCP CoY)esBCt — 8) - (6), (0), 

Sk BEIEOR ie ES EUR EE, Jo n HAERERE, (8 


e&.aliz CE m|[* 2 9t > eet el)+ 
k-1 mE 


十 5 Y Sega B), ?人 一作) 一 


kaj j-1 


[3 "n "c ， 
—B(9-23 » aB $ X iB- i), 
k21 k=] j-1 
由 定理 半 的 大 明 可 知 cC m) 在 由 G-k) (eL, on) RREFERA, T 
Pha s 正 是 由 a CI m) BETER RER RREPA. BRE (or,…,an) 的 泣 是 这 -要 
求 的 什 表 成 CX1，…, Xa), 那 末 - 


" 


a(t m) Xoustt-Dett- 0, OG jn). 


k= į 


$a. Hilbert 空间 ien 
JAifi ES Aa. ts An i n RT PCTGEOT ERA , HIERE HS Da, Ao ENEA 


(Cp) a (25 Y (1, a(— 32), 


k=l 


EN PE gro m) r= j= * F imet, z(t—j4)- 


f=1 wal 


-| $ weji E $ aeon, 
k-i $21 k=i 


ERR, TERARI hs RAR, 


n 


n 
rh n= BO $ $ AwBG-k) 


j=l km] 
SERE EP EM ER ED, 

AANA ERE REGRELIBSESETEGERUIN S ESPREGES MERISAARE E ER 
Ek Hg RH;H.Weye(o4048 H 89, AR ELLO ix — 05 n AR e Bt 
AA RA R 

PAEDR HTE, 


iur ay -g yn y) gu y)20 (20) 
Bg t ' 
让 方程 在 Cv; 9) 4 B E 4C D Ho I RECS D JEHETUR O, THULEN dll 
Lodi Cv m)e L2 e sac o w Duc setas es an 


r=1 


—W — Br CHE SEXE 80, 5E XE DUC E ffo n i oe, y ER GEO CHR oie XT PSP. 
(M, w= ffo o pan — 2 tguwjixdy (215 


Or x 


(o, w € GLHF ec G ER [ul tuu, D C oo FCXIERSUE Co, DER EE PURA R PE, MIRO 
$ fist AVBOE IR — Pata. 
AUF v, w C f Grenn WAR i: 


Qu w)m— (v as (A Madg, (22) 
v, Sea 8 jj" we —que y 3 


[4d 2 法 杀 治 0 具 内 的 法 和 方向 的 入 分 ， SRI OL ERR SH, 表示 总 中 的 


a gfH A M. Arros: "EXEBSINLUSTE ER SEE A. H. Konuoropos; Hureprornponague 
E PECTDpADGQIEDOBARHé CT&IBOESDHNI CATUAHHAMI: NOCIEIOEBTeXEHOCTeu, HAH COCDP, 
tep. MATOM. 5(10415,8— 14. 
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URL EAT OUI Uds, 而 Hy BRO 中 一 切 满 是 微分 方程 (20) EO T Er EG 
ERU HUS H.E OC ETET ERI ,由 [28) 示 难看 出 ， 
vE H, wE Hy =o, £5-—0,B e pw 

E SACO UI Rn EAE uE He WE wuse Hip 过 纤 四 是 总 中 人 在意 元 ,这 正 是 意味 着 刀 
Eft RC YE — BLA SERE GE DIQSR IL. E Huet io, UELLE], SxRR 总 
=H, +H; 7 Hu, Ha gx, 反之， 从 任 意 检 定 的 eC ME: Mixi AE 
HFEA uE H, Ru EARD kgs w, BEER. SEREREK ER pop mds. E 
MLPA YVE O 我 伴 首 先 把 汤 投 到 Ha B. MHEN wC 0 EARE v H, 
LRE u, BI oe LEA, RAUR uto e fs L 等 于 0, 效 时 因 谷 未 知 方程 
(20) AWAR E 上 取 定 秆 的 解 存在 (这 是 溉 证 的 }， 从 而 uC H, E EEN, ER 
R25], 41, (897, 740]. | 

定理 7 (Hilbert AAJA HEE) Sy 名 是 Hilbert Rj, MiA 
TEGO RMANA TE y € BOET HS «CO 

f(z)-(sr,v). (23) 

xx fle YA f- ERE. 

址 ”对 于 周 定 的 YE 总 《23) 确 是 名 LANA RREZE HIK 
Sehwarz—Ó6yHasEOncEHit RAA ` 

TICOIESETIUIP 
Blifliszlsll, 反之 AGO ivl? Aulfizelstenifi-!slg RERE 
| DRI dv CO Ws E C230, 3E 
M —(z|[zcf8,f(2)—0. 

JB M E rPASPRERPET ZR], WR M — $,. PRI=0 从 而 y.— 6, Bp 
满足 C33)。 如 果 MEH, MA0}, 从 而 Iy € M, y9; MEE 


A y =] C yo, 
那 示 当 对 于 任意 sE, 合 
amg T) 
ü fos 


这 里 JEO, 8 vo EM, WR 
f() 7 0 BD ao € 2f, 


34. Hilbert 空间 12i 
从 而 Ca, y) — (2, yoM (0) = fr) (vo, yD = fOr). 
Hier, u)o (2, 23 JL 22 —2, — EEPEBI. sib. 
注 EH O7 RHA Hilbert aH $) BERKERS 
y> fy Jila) =C, y), 


但 在 这 对 应 下 
ee a fr) = HY) = 
一 《ay 91) HCE, yo), 
a«——»faymmafy, . 
fa) = (zr, ay) — a(z, y) af). 
iP Hilbert AMEA Joder, MATERA GIL RE E ed E 
是 Hilbert 空间 * 答案 一 般 是 否定 [28]。 ? 
-UDedD, s += | (20 
EE EE NHH MIERLAUR CORE AB CB s vs € (12), 
y € IDERE- ee, Fe x, y 分 别 作 , 朗 
ji, yji = eg tyi, 
不 难看 出 加 是 Banach % j, fF Hi 
E= (BUD = UNDA). 

4 Tis y) {yr BET Riu E B E LEIRER T. H IT] 


-|T|-1, ATE E* 相等, EE RARMAN, TERATE 
上 中线 等 式 不 成 立 ， 从 而 加 不 是 Hilbert zx], (B E. R. Loreh 于 1945 
[28 AKAH: ae E At Banach zx[j, m Eg ER 可 土 的 一 对 一 保 范 线 
性 算 子 ,并 且 是 拓扑 的 问 胚 ,满足 下 列 条 件 : 如果 Ta f, C E* (2€ E), 
BR fu) — lelo ETRE = lel 而 且 如 定义 (es y) — fi, 
《2 yR E ERAT, i Cm, 0) — lx], 从 而 使 吉成 为 Hilbert 空间 。 
这 里 附带 提 一 下 , 具 不 定 尺度 的 空间 是 有 趣 的 ，A.P. Michal 等 于 
1937 就 便 考 虚 把 内 积 与 范 数 分 开 的 情形 [32], 哆 确切 的 襄 ; 他 向 设 Ba 
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nach ÆRE LEX —" PEE EO FAHRE DD DHEA 
BICI ey. 

x FII EA, ER (o, Y P 0-5 a fie RIULZE EIL. BEA REA] A AEN 
RARER EAA H p PET BE is TTE Frobenins [E] (Vg er 5 peo» TE 
A. H. MaxpxeB [30] ftf 81-35 XXE MES BU Bra ROUES. BER ZR 
间 , 那 里 内 积 只 满足 定义 1 中 的 DD 22 ERE EB RL A E RUE s TERI E 
蒋 近 的 。1944; JL CnouTparaHk35]: 在 这 种 室 间 方面 作 基 工作 。 他 考察 
了 Banaeb zz[H| 1, 但 不 用 Hilbert 空间 z MAR 而 定义 示 定 内 积 ， 


«48 D=- Nene 5 Ey e 0 y= ED 


=l i=k+41 

IIogrpgrat 指出 这 种 空间 中 算 子 的 研究 是 由 C. 工 Codoxs 关于 某 些 力 
学 于 题 的 研究 引起 的 ， 他 全 一般 Hilbert 空间 的 理论 [ 见 本 讲义 第 四 
章 了 研究 了 这 种 空 则 的 一 些 算 子 《 所 销 对 称 及 自体 算 子 ) 其 次 T. 
Kpelts, H.C, HoxarxoB 等 人 在 这 方面 作 了 系统 的 研究 ， 并 且 不 限于 上 
述 吕 的 特殊 情形 也 对 省 种 具 不 定 尺 度 的 室 间 作 了 合理 化 的 处 理 [38], 
这 种 襟 闻 中 的 算 子 的 研究 也 在 积分 方程 等 方面 有 应 用 。 

ks Fugit T 635 Hilbert 空间 的 车 二 初等 事 实 ， 关于 这 种 KR 
HATAR MERER 
E 

045, BER | a 

Sisic toa (eeu TOR PECIA nt 4b, gin n£), 


- tmi 
c 


D+}, 
E . LEE " 
全 mls fe TE J maton F. 
2 E 


XS, Hilertzem],giH 


— 
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£—— TE > nn cos nt+bn gin nb). 
nd 
Eh S: PELC, 9) d IE Y BEBE CA. A. Kogwnkos 1957 5, 
2, RETE Hilbert pI reir RAEE T, JERI T 1, ok 
(mjfrzmzr)Li(x5rz—u2. (B. Ss, --Nagy). 


8, Æ- 1]p, E - 
"ORT 


Ht E, Schmidt 直 交 规格 化 , 录 哑 所 得 的 诗 元 是 | 
QUERY Ld Qa fee f (n D) pa- 
zatt)= — 1243-8 y sn gh- 十 
nin -—1)n —2)(n—3),4- 
Suc TV yt j 


4, ELC e, bent f 9 In O1 Hee ems a CO REO nh DE GER 


EaCO IIT (nc 1,2, ME E. schmidt gis fb, RREPTRETIELSORRHTCRUISCRE 


一 一 -了 - 1»'et "fs d -t *f, 
za vni SC ui pn » . 
B. ak Fir, yEHilbert*em] p LARREZ, e FQ. yox Ox$ mm 


BE ME Z . 
Fear, tarts, y=0 E yas Firg, y), 


Fix, Baya + Haya) Bac, y1) + Fm, ya), 
sup |F(x,y)—Xe. 
telgi 
hy ll 
RIFE D FUVETHEUERET ACIE X4EA LHE D 中 取 值 }， 
使 (Az, y )— Fr, y). 
AB F—ESgGuSEFH 14 1 一 Bup HF. y) le 
lej-tyj-1 — C 
6, Æ Hilberi +M or, FED PEERI eya, Yn: 


[^ Oc ， 
[z— È arya | t sn ya) 


M 由 一 yn Yan sys)" 


kn 
HKEGEOSCRBGGBEBR APPIO EA C Vicus m 
(yi, yi) Cas $35 "y (Va yo 


Greve Gags * Gays) 
Oy ie Vas YH) = 


Im Va), (Nas Vah UG 2l 
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求 距 对 于 任意 mn, — 
GUY k Fikri a) «S Nbre M Lh — 
GUY kkr S Wn) GYRA r Ym (OS Em 1) 


GO mo Yme t uo [e] 
GY min ET t CH m). 


Gs. 1, ^, S2 GC Ra, Bis ors FO gis Prem c ED. 
gus as 88 S Uo» Ba CU 81 F1 CU ga. 
特异 由 此 导出 Hadamard FER CHE LE RE EAE ve LEREN: ME ARRIT 
35538 


APR. os] SME k=l, o nM, 


| A | «nn, 
E 求证 当 在 Hilbert 空间 中 把 秋 性 无 关 元 列 ys, Yahmid# 查实 化 
时 ,所 得 的 元 列 Cea)y 可 以 表示 成 
(osi Wayi snb 
(is Yi. (Yas Ya), ns Oe Va 


i 
"vg. , 
Cis W kid Veo Wk-iDo rns CK k- 1) 


yi ys Ut Er 
2 WS rx Bra TIERS EIRTTCBI yr. y ARESO, ER 
=l, AKERE yas Yk). 


2 $ xo4& 


XT Hilbert ZEHAR CA RS, 例如 : 
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$5. Banach $19, MEREN, JUN GESEXOUUS P 


Fréchet 空间 理 短 中 一 般 基 本 重要 定理 力 症 环 粮 着 所 届 Banach zt 
理 的 。 这 个 定理 裔 明 在 一 定 条 件 下 由 缕 性 算 子 的 连 午 性 可 以 推 但 它 的 
艇 算 子 的 速 夸 性 ， 从 而 对 于 在 各 种 问题 中 证 明 某 些 缕 性 依 顿 关 系 的 连 
车 性 时 或 永明 某 些 弹 性 算 子 的 有 界 性 是 非常 便利 的 。 

对 Banach 空间 的 情形 ,Banaeh RA Banach ti] 在 1920 证 
明 的 ,证 本 与 这 里 的 不 同 。 对 Brgohet 空 间 , 在 假定 所 弓 粮 性 算 子 是 一 对 
一 的 条 件 下 ,证 明 网 于 Banach 的 经 典 性 惠 中 [第 三 章 $31, J. Ssauder 
fas] 去 掉 了 一 对 一 一 条 件 并 就 Banach 空间 情形 输出 凶 单 的 延明 。 这 里 
的 一 般 叙 进 是 依据 吉田 耕作 [30J] 的 。 

EX1 RE, Ei AE Fréchet Ac, BE xE, mee muU 
Ro Box v)n€ E, vC E Akkan 

(23, git (2s Ya} = [23 4-3, vty}, afe, v) = (om ay}. 
所 息 成 的 粮 性 宕 网 ， 内 以 准 范 数 | 
Mes eM Ie e. 


人 


x E, 出 是 Hilbert zx EH. € ERRE (ir, wy, {ern = -(m, 8 2) FQ. 
v. 定义 域 DCA MIER CT) CLE; ARTT voe 
Ex E, 中 的 集 


188 | 第 二 章 Fréchet "ks Banach zs] 


GT | £2, y) |o C DOT), y= Tz}. 
TU KEREBRT. Bi OT RE Xx E, HHE, 

注 PERH, HTETI EAN, DABORATHJE TI 
条 件 ， Wx.C DCT), mE) Tso—Óoy(E, MRED) H 
Troy, MERRER TTADAT, ERTJECXI-BS, AT TN 
MOR 区 (2 中 的 线性 算 子 , BRI REM 

例 ”器 癫 烧 性 算 子 显然 是 开 的 。 

更 多 更 具体 的 例 将 在 下 画 看 到 。 

定理 1 RAM EXE qQBETÓMEG OR ^h ERNETEN 加 
中 如 性 算 子 的 图 象 的 充分 必要 条 件 , 力 是 (9, 6) CG— y 9. 

征 、 必 要 性 是 显然 的 。 反 子 ， 设 定理 中 条 件 满足 ， 那 林 合 y= 二 Tw 
doppi vy EG, N (ev EG B (rvyicea—(86,u—y'—(—»y— 
—y'}= (s, y) — in a) EG, MniticlisE u—v', BL T Je CD) (2 
dy € E, (2, 9) CG) E—ÓdEEXIORET. d G MEET HEAT DUREE, 
Ee 

注 mr E, 3E Hilbert zefi, Zr 

: Viz yi={-y vh 
—— IDUHEEEHC T, STD, DCO Xok V HE D 
—opEERBSEEERUT OS T (OVOCE H FARTHER GEX 
域 与 值 域 都 cH), BALRA 区 (2 在 各 中 再 ,事实 上 ,{e, 1) ENG 
(Ty) —((9, y), (Tz, 2)) 034A 5 C BUT) i rev € 
D, BEDAE RE 1, 得 证 。 
| XX 2 RT RJ) DOA E X Hee Hilbert zz S ip Se f 
DEAT, MT RREH OCDE ROG, iLE D QE 
AERORERT TUM T ARR T 
E EXCO o (o, 7*23 |s € DCO, 序 对 于 任意 y€ 
EDO), 
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(£—Ty, y}, iz, T*2))—0, .| | 

或 (Py, a) (y, T*2), (EDUR EDOD (D 

特别 如 OCT) =H, Hr d D f n EOM, RT DUE HE HG SCR ERE) 

与 在 $3 中 就 一 般 Banach 空间 所 定义 的 万 是 一 至 的 。 这 时 的 定义 只 

适用 二 Hilbert 空间 ,但 不 设 DCTO ST ACRI, dE OE SC 2; 4E BI 

因 对 于 任意 子 集 M, Mi EMEETAN TA 7* 一 定 是 于 如 性 算 于 。 
例 BTE D L^( — oo, so) 中 的 线性 算 子 ,由 下 式 规定 : B 

. Try; y(t-tizQD, —eo«ct«coo, 

s» 全 CT) 是 了 T 了 的 定义 域 ， 那 未 DOMA L( — oe, o2) 中 一 -ERE 

95 URNA 9T EBORE EA E, 而 网 对 于 o € DAC — oo, o0), RIMER 

i 足够 大 ,使 | 


=i 


f IO CE f |aCt [tcs 


a 


可 名 DDES Bio BAF ve (T5, T*y- y", BEROJ s 


prz 


| ç KOTOL $ KOPT. O 


-w t 一 on 


us SORA DAKLE 7 ETE Pe es 


T BENE T 


mE CT | 


由 不 害 积 分 的 微 务 害 弄 可 知 对 于 《一 09, oo) BUER— T, 
Ty) = C7), 
BURRY € SCIELBD DHCD] HH 
Cya tyCD. 
现在 证 明 T^ )— AAT) Ry EDO), BUE G) EL w, coop 
HEE CD TRC )00 — t0), yD) ade T= =F, 


Wc, T ERREA To 
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ERRER DOE D r9 IE LA DOED ATIT AA ER 

子 的 定义 域 不 必 是 阅 集 ! 
Hilbert 宗 关 中 更 线性 算 子 的 性 贸 ,将 在 第 四 章 群 给 。 | 
定理 2 (Banach) 37 El Fréchet zzHn E HREF ER DC) 
Bj Fréchet ZB] E. pompe HC, EXT HR BONE E. cb 908 
Jide, SUE SOT) E, ndyfrrkik o. p 使 对 于 E, 中 每 个 满足 
luis B RT v, affe o € OD) Ele Hy To, HRUmAT E 


ADOR BORRET, BAT REUS isti 
ERIS 7 

iE ERE 2GRULIEGHEAReIET, A B2) JURE tb AO ANA A 
PRRP | [iol » C Ey, SS (BY Ex 中 以 @@: 为 心 以 及 为 中 
EAR v] irl 8, y € EL), HR OCE) 满足 这 种 条 件 
KrEROULÉCER. MOER ER 2 S6 EEDE FHN 
RE E 中 的 第 二 网 集 的 闭 粮 性 算 子 必 是 开 算 子 。 DOO 

证 ”首先 证 明 : BATEA 920, 必 可 决定 一 个 nle), 使 Er Se) 
NDC 7 $& TCSCe) n DCT YAE E 的 球 EGD 中 稠密 ， 那 未 
SRCT) - E, 二 BOAO) (1 3UD)ysS:O C) 下 面 长 是 证 明 :， 

4 eim qo 1,2, e) fE HRR SERT R TOE "TP 的 球 
BCC DETH RTE acoso a lim »(6:) 0, 对 于 任意 


MR |] m Ce) TREST a cic dE VIE Tu. REB 


nE), 1254 || 81s 依次 ,决定 ji, Ve, e5 , 及 相应 的 Va € eo», 使 
leue eu(n— 1, 2, e), dum Tus, DM - 


dese 


— án 于 是 
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jte Xin $ vo Saner ($ ayr 


" 


TEST n DA [ms ict, ST An ee 是 备 空间 已 中 的 基本 列 ， 


m=i 


ie 


从 而 收效 于 E 中 一 元 %， MATTA, BREDO), Tac 
=y, HUERERTO(QGOD S07) 28, CE), WER T ERER, TA 
SR) o E, ip T EAD 9RCT) .E—58—09 8 T- RRE 
果 意 味 着 | 
P B.(8))c8C) n SCP)e Ce), 
序 对 于 任意 6260, BRENCE) f 81 AR (mCs)) ETRA 
6 HAR Se) XXGEBRER T T ile, SEXOERURSESE T. 
于 是 我 们 内 需 证 明 上 述 假 裔 成 辫 ， 朗 对 于 任意 的 8>0, 必 可 决定 
一 08), W PECE DCT)) 在 (mCs)) E, aes E, PECTORI 
ARTA 
B= [ Js. 
nci 
XE Be OG 10D), Kam folo € E, ganr, dale], di Bh 
UCTE 到 中 的 第 二 网 集 , 所 以 芋 五, 不 可 能 都 是 琉 集 ， 从 而 至 少 有 
一 个 ,例如 是 Ha tE Hn A 可 中 一 个 球 
C= {y |y € Ey, |y —norilsnov(Ce)). 
由 此 可 得 N 全 于 
zy|y € £i, ly — viles). 
事实 上 ， oo 


(n—1, 2, es ). 
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JATEA y € Ca, EA noy € Cs, Bp 
MCCC Ha noa, 
H H, T UG ADC) = TE GsK) NDC Je nT KN (D) - 
=n; 因此 CCA, 8p Cte AT d OT (7) ADOD 在 0 
Sn, (2) pR. ETEEN TEEN DOE SsOCe)) 
中 稠密 。 事 实 上 ,对 任意 2 CC» IEE 0770, Ir EH, 使 lz 一 zs 他， 
Heete, f CK SO; IER, Veo. Bosne 
A uM s EKN Dh mlela 4 
qg—2—y,mx-—at—a, 
那 末 ly—Ta| —- l2 —t.— Ta! + Ta" |] ss — | 
- ed a S . 
^ HBEECOR U A YES QC h AA ARERR 
B.C (6)) 中 每 点 % 的 任意 D- MEM and TENDO 中 的 一 点 
Ts, 亦 部 T(S Ce) 1 DDE SiC m Ce) nelli, ER 
定理 ARE) MET GRE) Fréchet ANE (8 — MAR MET 
Ze MERC Fréchet Rg E, béo Rape gp T. 20 TREM, 必须 且 只 
AT RS. | 
E ”必要 性 是 容易 看 出 的 ， 只 须 在 M HPM R L, EX Ta 


= Jim Tay, a, € M, ARARATI, S TO 是 出 Bf BD E. 中 的 了 各 


EST TOMEIEIM Ix 一 个 新 准 范 数 

EP 1o Te. 
PERH, [elu BEER, PR llo, a € K, BE ov] 0, 
(Zedo, 从 而 依 E, Ei PHR RER e] —>0, Tar] = [aTas |» 
o, 于 是 得 【awnjw 下 0。 共 他 性 氨 更 容易 验证 。 今 证 并 按 新 范 数 |z]x 是 
RE EEE WME- me 1a 02, ma), RE 


IEZ —En| >00, [Ty — T Ealt, ` A VA 
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WBgrpTE.- E ret, eE E, y C E, E 
|2«—21-20, [Tas --y]-»0. 
于 是 由 于 了 是 并 算 子 ,zaE 2 Ts-y, 从 而 
0 | 

Bp A ml 完备 。 注 意 剖 中 的 元 都 是 吾 中 的 元 。 AE I AnaM EE 
中 的 硬性 算 子 e= afa E M),RI I ERa ss zlu- 20— 
[2 —|——0, BI I EXE RE. ERI PIER (EEDE vp THER) 
是 第 二 编 的 ， 应 用 Banach TERIA I ERAN. BAR eall 
-0 一 全 ja 一 zjw->0, Miti [Tx — T]—70; 这 就 证 明了 人 的 速 粮 性 。 

广 由 定理 2 可 知 实际 上 M =E, 

定理 AREER) TALEND 是 一 族 各 由 Banach 空间 召 到 
Banach 4f] ELED 中 的 有 界 息 性 算 子 ， 数 在 己 中 有 一 第 二 网 ( 厅 


rr 


TEM AEXEE 4T EM, 


sup [7rzl.—--osc. (83) 
LCI 


HK TUAAS 
J& HI RO sic Md 
yb 这 里 工 是 任意 势 的 标号 集 ， 特 别 如 I=N = {1, 2, 3,…, } 是 可 
数 的 , 那 未 条 件 (3) 可 以 换 成 较 弱 的 

lim ||P] <+ co. 

fh 
ENS T RM BOB OUR AK DCR, FL ERE Es 的 积 空间 开 枉 中 引 
入 范 数 

| = im Joal. 


代替 按 下 而 证 明 中 的 范 数 
| iH 一 emp 人 yj * 


nu i. 


vy zu C uos 
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RT, TEKI ERNARI TIIA, g Ta 是 出 Banach 
空间 如 到 Banach 空间 E,(n— 1,2, e, Yh AA RATH ARTEE 
一 列 元 s. € E, [xs | «1, 使 


Ji Tax, = ec 
Hm 


OK Mess CE, map| Tan] + oo} E ri EGER ENER T, 
定理 的 命名 就 比较 容易 了 解 了 ,因为 所 高 [共鸣 ], 乃 是 指 由 菜 一 序列 的 
无 界 性 可 以 推出 另 一 序列 的 无 界 性 ， 关 且 特 别 是 在 前 者 的 随和 而 变 的 
点 在 第 二 序列 中 换 成 固定 的 = 〈 这 种 = 和 粗 成 第 二 网 集 ， 所 以 ,在 
Banach 宏章 中 不 室 , 岂 这 种 x 有 “非常 多 ”), 这 类 未 理 的 历史 来 源 与 应 
用 将 在 下 面 群 述 。 在 入 多 文献 中 ， 这 个 定理 也 对 做 Banach-Stein- 
haus H5. 

WO (ERAM En 的 积 空间 
Y 7 (nC. ED jys € Eo, sop fo] ont. 


在 了 中 命 Cya) j= sup |yzi. 
ECI 


HEME) EY, (22) CY, 
(Cur) 0c iy] =0C € y =E EIl) 29€7T, 
(Cyr + r)i m supltz + erl suply 4- suplz; f= 
= Cy) H IC dE e oo, 
Jar d o f Cays) = suphays } = |alsuplysh = lal Cu) oo. 
从 而 可 以 看 出 了 RERAN, RMA Y 是 Banach zz], BY 
P= €Y(ino 1,2, e LCI 
[a9 — yi.» 0Cn, m— oo, 
于 是 依 了 中 范 数 的 定义 ,对 于 每 个 02-0, 存在 n。, 使 


Qo ESATEN 1e ILHRIET E-AE ED CPP R[ 2) 有 的 是 依据 所 蕴 Tegan ME 200 
更 的 (例如 见 [817)。 我 们 现在 招 它 当 作 时 图 如 定理 的 一 个 对 而 得 出 。 
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n, mzen,—— |y? — €? | e( —u) L€ X). (á: 
guae LEI 1, 2, Er PERFAIT Yr C Er 
Elre — ylona), EPa m— co, 得 

nen, |y yn |S L CP. (5) 
Bn, hrali rel lv? et sop lap e eo. 


”内 而 y=(yr) EY, moon 


nne—* |y — y se, 
所 以 在 了 中 yO T v, SEHR T Y MITEA tE 
现在 考察 定义 在 中 子 集 收 上 并 在 了 中 到 值 的 算 子 人: 
Ts=(Tr2) rer (zE M). 
倩 假定 (3), 对 每 个 zE 于 ,7zET7， 砷 且 不 难看 出 了 是 线性 的 ， 为 了 证 
HER FEER H, E 
Tejle (LEI). 
只 须 证 Treelle EE, DET, 
& | T2 (=sup]| Tre Hije € M). 
JA AAUET AHEMORT-RART , TAMERERAFET REDIRET 
MATa 
但 设 rome, 2. € M, Teoy EY, PRYS), WY 中 范 数 的 
EM, 


| Ty, —yf (b € I). 
(B Tr ARAPI BLA Tre Tixo MAT gn Tro L € I) „RTEA 
sup Texol —suplyr (ate NEY), 


部 zo € SSCP)H: B. y=Tz. 
T RRES 

定理 S(RHAERAE): Talp 271,2, Eh Banach 空间 
E 3j] Banach 2 RR Epa 中 BIACHPERE T FEES 
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lim [Ts] = o0C p=1, 2, 5; (6) 
g= oa 


BKEEE H—AS-MEM, EENM 是 第 一 网 集 ,并 且 对 于 每 个 
zCAM, 
` lia (Ty 2] = 00 p=], 2, =). (1) 
E (6) 意 味 着 存在 v [zn 1, 


: lim |T og Epail =, P=1, 2, "e. 
gow ' 


这 种 xpq 使 上 序列 发 散 ,， 从 而 是 某 种 异 点 。 转 蓟 (7) 襄 明 这 随 P 了 而 变 的 
gg 可 以 换 成 一 个 固定 的 x, 从 而 定理 嘲 做 异 点 “ 凝 罕 原理。 
证 gE Hy (z |: € E, lim |Z| oc), 
qm 


那 末 依 定理 4 的 注 ,Hs 是 第 一 网 集 。 于 是 


oo 


pl 


PETHE EE 

XCDIGUMGEGROSSFRZXQAERUSGEBRSUOBDE 在 19 t, ERT 
Fourier $E 9126 , RETRA. BHAR 2r 的 
SE CER, iz Fourier Mf — TUS RS Ub Cui E 1 0) BERI 
1876 Æ P, du Bois Reymond 莉 出 了 第 一 个 例 [3]。H. Lebesgue HRE 
有 明 这 种 函数 的 存在 (1809)， 他 的 汶 法 实际 .上 六 是 根据 在 Fourier jg 
的 特殊 情形 下 鞭 踢 定理 的 道 例题 。 另 一 方 曾 , 1911 年 ,D. Toeplitz[ 29] 
与 H. Steinhaus 研究 了 才 数 求 和 法 问题 ,在 这 一 具体 以 形 下 也 得 出 了 
这 一 定 建 ， 但 他 们 的 三 角 是 较 准 的 。 此 后 ， 卫 . Habn 关于 插值 的 研究 


$5. Banach EA AEREA AA ERAR EMH _idr 


(1918, 0121), G. Polya X TARRE RR ARAKI (1933, 
[24 ]) 1. Sehur(1920, [26 ]) -5 H. Hahn(1922, [13 DXX fF ORFE- RA 
HRVI CRR T AXIER. R D, mI EAR UE HHR 
的 定理 万 是 一 个 很 一 般 的 定理 的 特殊 情况 。8. Banach 与 H., Steinhaus 
于 1927 人 [2 了 提 由 了 这 个 一 般 定理 ， 也 有 了 时 对 做 线性 算 子 的 一 致 有 加 
原理 。 . 
P, Du Bois Reymond 在 上 引文 中 也 证 明了 下 列 精 时 。 倒 二 表示 一 
租 给 定 的 。 可 数 和 多 个 实数 (1,2, s 0st 2T), Bo ERE e) 
€C,. [ERM Zr ABRERA HI], E (站 的 Fourier ft Sic E 
HA h &bWENE G51, 2, 特别， 可 以 作出 zfDEOary fi CO 的 
Fourier 稻 数 发 散 的 点 形成 [0, 2r] 中 的 称 集 ， 这 定理 后 来 得 到 了 许多 
证 明 。 但 这 些 证 明 中 有 一 共 辐 点 , 朗 使 用 了 «(OCC C...) f Fourier fi 


数 在 一 点 发 散 ， 而 对 于 Fourier 般 数 的 其 他 属性 使 用 不 多 。 于 是 可 以 ， 


粗 象 这 一 定理 也 可 以 推广 到 Fourier 航 数 之 外 。 这 种 方法 远 济 到 Rie- 
mann(1854), IT. Hanke) (1882) 7j 55 — fir Sir o 35 0 x RERA 
T] 7 ECL] — REF UE PAL, FERRER XX E S (Condensatrin der 
singularit&ten)ERfü2| Af. EEE 5 的 形式 下 ,这 一 般 精 果 也 是 属 
于 Banach 与 Steinbaus £j, l 
EERE R AAE, XT Fourier g 


EE, L. Fejer 作 例 的 方法 最 为 篇 单 ([L437， 关 且 使 用 他 的 例 可 以 作 


HLG) ECan fi x (DIS Fourier 般 数 在 不 可 数 多 个 点 处 发 散 , G. Grtin 
wald([12]) 证 明了 关于 Lagrange 搬 值 式 的 相应 精 果 。 Orlicz (1934) 
得 出 了 关于 粮 性 算 子 的 最 一 般 的 异 点 凝聚 原理 [21 了 ):， HREM ER 
FRR F TG, 0) HORT I ESL C C C0, 1], AERE Ts 2E ARI 
RT 7, SOT AS 7 ELO 1], TEE A E 


lim |7,(27; 7)] — eo, 
To 
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PEU r, 使 Polfa; 7)]29€o. 


对 7 的 一 个 预定 的 不 可 数 集中 的 值 成 立 。 这 些 定理 推广 的 另 一 方面 乃 
是 城 弱 总 性 的 假定 。 在 这 方面 ,有 工 S. Gál 的 一 柔 列 的 工作 ,这 里 不 群 
ii. 

由 共鸣 定理 直接 推出 下 面 一 个 应 用 很 多 的 定理 。 它 的 直接 证 明 
CRif 10 D AB EE B. 

定理 6 R Té—1,92,- RbCPRIZE X BUB) xum B Y rn 
的 灯 性 有 界 算 于 。 鸭 了 对 于 每 个 *EX， Tur ei, DLERZUTTURI 
条 件 同 时 成 立 ; 

1) (Ps 是 有 界 数列 , 郎 存在 一 个 与 m 无 关 的 正 数 , 使 

(一切 n); 
DELSTEEL DEAT z, Pus 收敛 。 
注 AUR Te HEALER A 


lim Tre = Tr, 
Tk— con 


BUKT REBMERET, T ALRCRERS, BOR GERE, m" 
Ia] = lim [ual lim 47. Hefe pag. 


证 DE, e EX REL, BU MTNUEM emo 可 
Ds € D, di. e| BRECA ATAT — UL ACT 
E e no (8) 的 * 及 任意 自然 数 p, 有 

ITa = Tha] <E. 

于 是 . E 
Cd Tuae — Tux e —Taioz[i d | Toapz — 
Tau MT — Tel T. (2-2) HE+ 


E 
+ Tio a) aat i tE rs, 
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RARER, QU) ERF, fi Y EATE, C ego 
DGE, CP TEA SEX gk WRI TA EK ee X, 
在 在 自然 数 na, EXT — U) ao 
Tue —T.usz. 
所 以 Pro 一 |Puol<1I 二 1Pws|. 
从 而 


| T, | max{ Pe], Pe e Tuscan], Harl 1). 
ARERR CIT unl XSEREAS 2€ X RU ES ARS E PR, CIT] E 
有 界 数 集 。 第 二 个 条 件 是 不 足 道 的 ， 证 完 。 

本 节 缘 定理 都 是 很 富 于 应 用 和 约 。 下 面 举 一 些 应 用 的 例 。 

L. MARAR DERIFRA O 


BW- 人 eau) 
二 0 81 十 … 十 8r 二 下 
RE n UBER AT, KE D, (2) 是 + MEZE BUR DEOR 4 中 点 
em Cy cs tO MERERI E A CREER A PLUR, BAIA) 
表示 名 4 的 子 集 。 信 


2k 
9- 5 2 eO ys CI 
Ls te ke T 


这 里 DO, (2) 是 定义 在 A EAE Ix3bJEER. Lok 
Q4 上 的 m 阶 微分 算 子 。 设 表示 在 集 4 HAERE n Eri 4 pru 
SS LESSE ERG, RE ELTE AUS _ 上 有 直到 ps 阶 的 各 阶 过 和 炎 俩 导 画 数 厦 满 
RHE E(u)=0 , (8) 
BA u 4 UR Br AB BD REPE SEL i XI 表示 一 切 如 下 的 矢 画 数 ut 
— (ui (2), uz (2), "2 (9)) BIB EX B CBE SR, E UC 是 定义 在 
TA HAMRA CL em), gi ute Tu RRA v €x HE HR 
(CE 


P 
aF, A f. 
ga lx 7 

1 r 
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u* s (Lí (uy, Ln) ). 

-他 限定 :1 对 于 任意 国定 的 w* € 号 ,在 互 中 惟有 一 个 他 WEH 
fàu*—Te, 2 对 于 每 个 USA), YRÉÍE-— 9943 EH QOL) 满足 下 
列 三 个 条 人 御 : 

a) CS (971,2, 5 
b) €icc6hcAUSA; 
9) 对 于 任意 有 界 于 集 CC4Ugd 存在 9 E OMD, 
ie CU ECD — EAE, FF BL CIEL EUC e m, k=1,2,…) 
在 A LEUKS T vi. Ru dB GA RS TED 
E(w 一 0 EA 
Laluj=ui 在 4 上 
BJA MRO EAEE AUS 中 的 有 界 于 集 上 一 致 收 化 于 3E 
Hw 83 2， 以 下 各 阶 的 贪 导数 (C1) 一 致 收 襄 于 % 的 相应 导数 ， 
而 (wz) 在 每 个 合 在 4 中 的 有 界 半 集中 一 至 收敛 于 4 HE u BJ n BEA 
FA fna E cA — Eae u 的 各 相应 导数 (特别 各 某 个 pan, E 
st itn PI EB ASIDE R o 
BEBHAEXXFEÉRJ. AOR A rp — RRRA 38, ETEA 
PH RE CCCA, 必 存 在 一 个 FC. Aa n gR RI ERZO 1/0 的 
平行 平面 分 划 , 就 可 以 作出 一 串 这 样 的 Fo 来 。 仿 把 工 看 成 Brkohet Æ 
间 , 规 定 准 范 数 为 : 


M-» 3 $2 ^ ue mo L " 


e kaga tepa kgl 1+max x loe TRET 
T 
i om max L.L9w . | 
VN © 1 oyp Bari. EU 
M 2 2 2 g! ! *u 
A-I =D a teet J+ max i 
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iol 


注意 aoi 对 于 任意 o>0 收 佑 ， 并 且 它 的 和 不 超过 一 1。 不 
g=1 


难看 出 lel HEERE, TEREN E 按 这 个 淮 范 数 成 为 备 室 间 。 实 际 
上 ， S Cun 是 至 中 的 基本 列 , SDKVL EUR : 足够 大 , 使 对 于 等 个 自 然 


5. 

loi — ti l<} 
9 是 预定 的 自然 数 。 于 是 
| eui, PLET 


maxr 一 - <3 lvi ;— wl 
eu ari. Je'l. Qut sagt ec h 


29r 


| CIKA, OR m, 1,2, 


x! 2h. TT "ur 


2g'[tip;— vi 
E peti. Da 3 Me em ec, 


(Oc ken, q-1,2, - 


pud TAIN ELTE GUMMI, BASTA. d 


a 
Trasf 


TA asp 4-aB, 从 而 


a< iege. 
于 是 不 难看 出 o: KAT X p KEZ vo 
X' 也 看 成 Fréchet 空间 ,这 里 准 范 数 是 


qut [o M max [Ca]. 


hz ]or4 


) 


57 


E 的 完备 性 是 容易 验 明 的 ; 依 假定 (1)， 7 把 x 一 对 一 ERRA EM 


x ZE XT ERARE T BAL, 4 


MI QUVPRCO | , 《一切 h, k, $3, 77, 850, E € id). 
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于 是 当 t o € X, u= ol «t Ei FUR EE —REGHHERERT LARES 一 
|f. — T. «234 uv]. 
HUE TTAR T ES Banach ERAJ PE, M qv] AN T. Jii SiS BD v 
BOE DORT a*, 这 正 是 要 证 的 。 . 
Y n=2 时 , 这 定理 已 见于 8. Banach Haaa H STE 85], 
对 于 任意 是 内 M, Picone 证 明 的 [23]。 这 里 的 证 明 比 Picone 的 条 竹 
更 广 ,是 采取 自 Fichera[51 的 。 
94 2. Fourier 航 数 的 发 散 闫 题 ”以 2r 为 周期 的 实 值 速 炉 两 数 
全 体 按 范 数 il 一 suplz(91 形成 一 个 实 Banach AR, MAR 
s(t) ECan, 它 的 Fourier 稻 数 的 最 初 (4 十 二 项 之 和 


fiQn, f= > (ax eos kt+ Br sim kt) M 
k=0 . 
， 1f 
可 以 表示 成 F (Ke, DeCs, 


T (rese 


2 sin— LC- t) 


这 里 Kls, = 
XI Is) m, fio, b) Je Co. RAEES DRAERS 
伤 于 一 般 性 可 设 思 =0, BR fr, 0) 的 东 6 数 等 于 

lf = 去 j | ss, 9) |ds. 


事实 t 把 上 式 右边 的 数 表 示 成 入 。 SIRE [As I.I 
ey op HER Oe 中 的 西数 
、 sgn K,(5,0) IJ dd MED 
"OT m+l 
KAREEM (0, +1, +2, >); 
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于 是 
1 "T 
AG 0| = 去 | | EG os con| = 
At) 6 
îm 2m-l . 
1 
=} > f K, C3, 092, (2)d8 + 
k=0 2kr 
Wl 
gir 
am m+" 
十 K(5, 0a (5)da| = 
无 一 和 出  2kx — 
FA a a S 
2( 天 十 1 
Im | 2m-F1 
1 
一 去 | > 1 | K,(5,0) |de- 
* k=0 2E. 
ml. 
Dk. 
gm Fmi 
+ > V Es, 0x, (o)ds| 一 
k=0 Bkr 
2m +1 s 
1 T 
=- 于 | 人 ECs om 一 
—"u 
SE 
9m Um 4d 
-> ( (OEGoI-EGo Gr > 
k=0 Bir e 
2m +1 N 
prz 
Om m4? 
2 
一 > HEC, o) |ds, 
— 下 二 心 SEr 
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由 于 
IK,(s, 05 | 一 T |142 cost :十 2 cos ni| EL, 
8 ET ~ce |. 
8220 既是 任意 的 ;可知 
[faz 
于 是 证 完了 | | = An 
Fejer 证 明 [4] 
=$ log n4-0(1) 
kii "TEEM hi >coCn->c0), 因为 
Bx 
2n 
十 一 ~ 
Mu -> sn 人 zi) "" Ld 
NT T k-0 [sims] 
v g 9n y= 2n 
z tvN -. 2 y2N.1. 
T 5 -— > vg(1 axi)" To 4&4 Ak 
k=O k=0 k= 


ma LHEIT, g, CER TYTS ARENT 


]sin |t (0220) 及 —log( 1—29)22x(0«2«1)e 


HISE, AC, 0) BEIM I € Os 有 界 ， 从 而 3z6 


Can, M Cfi Cs 0) BERG BO > 的 Fourier KAREK 
3. SXEEGL—RDAE HbA-(ag)RG, j=1 2) 
BbE JE RUNDE y - (0G L 2,…) 姐 成 的 Fréchet 空间 ,使 在 这 


—— 


个 空间 中 , v9 d Y REN n0. BOXETARNITODOCE 一 


一 -一 一 
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8E OX EAE 


X anen i (9) 
» . k=1 . 
常 有 一 意 解 =E ECs)。 那 末 必 存在 f1€ (i 一 1, 2.…)， 使 对 每 个 
yc) EF, 


[c] 


> Gafi( y) = hi. 


天 一 上 
证 R 
—izpsex(ÉO) T» OE. 存在 且 有 穷 ， {mi )=( 


k=1 k 


aage) € E}, 


*! 


1 


一 在 Ep BARENE 
pheint X dtl 
ES | lo DS S cot) cns hi) 


《t= I, 2, n, 


|| im sup | y Ose 
npl k=1 


《不 难 验 证 | |. 确 是 准 范 数 。 现在 证 明 束 的 完备 性 ， 首 先 设 me— 
一 (人 而 

lim [2,14 —0. 

m 


TEES] lim £?—0 — (k-1,2,--) 


事实 上 ,对 于 任意 的 ggE 吾 BUE JEHIZBU x E E 一 意 决 定 , 从 而 对 任意 - 
E, RRE amol, 2, pp BE ank0 (k 1,2, D, AF 0:70, 
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A lim enlem 0, 可 知 lon EPO = ORS E EPK up [È e 
LZ D KIERA TREH Jim i EP =o = 1, 2, ln HAER 
ltp — Za] ->0 — (2,09), 
那 末 可 知 lim |ẸP —£(^|-0 (R=1,2,.). 
e. pq» 
TETE Er 使 lim EP cir (k—1,2, X, TRXESRBH s= (£5) € E, 
po 
FH. 


lim jep r"a =0. 
poros 


F EHRE p d EPR, arolle, 于 是 


| i ag (ét — £0 l«ec-un n), - 


4e | > aa CEP E) | ce] n), 


k= 


所 以 | sup | i —— 
特别 Y anap > b anr — (pe) 
kaj k-1 n 


In gt. IPIE EDI n mAT 


X | i &a(£- 


n . 
十 | > aae — 2 Uma 
2070 sl : 


| S anga- E Airie 
k—i k—1 


M li aa CE =E) «ce. 


" . ` 
i ^ BN - "I : 
—^ ^ fusa 0. am auo dau Ete. A A iu ed MM cdd "EN NEM Q- 
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于 是 得 知 X oob KALED, HR 
k—i 
> EN —> > Orrek (p-»005, 
k=1 . k=l 
XA 


(S07)- P D )l»o ( 9, m 


所 以 存在 一 元 (7 em E 


læs — ralo = I{ 


(2 $ sot )-Go | o» (x00). 


由 假定 ， 3 agf ->ne (p>), t=1, 2%" 
k—1 i 
比较 前 精采 ,得 m X ash Gunz. 
EL 


WA e= CEDE Eso TRH.. 


i Jim n [nel eo. 


PED E i Fréchét EH, ， 7 

Aij y- (1 CE ROY 的 解 之 = TED ČR, ji 75 EU nk y To, 
容易 看 出 了 是 粮 性 的 。 因 依 准 范 数 上: 的 定义 ， 

[gf = od us 

TA T ERE (i Banach 定理 了 是 由 E, E eb OE MU EET 
A B fly), e= (I) = Ty, PE Lys» 可 知 丰 应 的 ew->0, 从 
Wifi ERR EPRI £o Oen 12,487 fi EIOS REDUCES 
证 完 。 
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特别 取 E 为 一 些 特 殊 序 列 空 各 ,大利 用 这 些 室 间 的 共 杖 空间 的 具 
EARE $3) HATIR —— 

m 让 B=(0), u)E- QI iii)£s(Q e iv) E=, coz p>], 
Jp 75 E COTRA WERTE, ph. 


£x 5 Brit ys Bm n; (21,2, =) 
1 一 工 


这 里 的 TEM Yr yd px 同情 形 满足 下 列 条 件 : 


i y |i Co 2, 07 CO 03; 
£cl. 
H) 3x0 3H Bu o Cem (n1, 2, CHER 的 形式 了 
iii) sup | Bui «o (h—1,2, Y TERECIO* = (m3. 
iv) D [Bu]? reo E el (mL 2 e) [o0 
t 二 I . 
=], 、 
例 4. SHRECREUGE BE— RAM (nu) um A, 数列 = = 
= Cén) € Cu fit A— 有 和 ,是 指 | 
Alz)= Y aab (dine) 
k=1 o — 07 
FELES HE 
. . A(z)- lim Az) 
也 存在 且 有 穷 。 这 时 ACH) 中 做 数列 ,= 的 4- ER, HE OR COR — 
切 4- 有 和 的 数列 s CORSA. 
B-G8: | 
4A. RIMI ACH JURYCO, D 表示 (中 一切 2_ 有 和 
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的 数列 的 全 体 。 如 果 ACE HHT EN, A=B, RS 
fr AB. i I —(0.) OR REGE M: 04 51030 $935,940 Clin 662224 
IEA, qt A REEIEBI Coermanent), REAR, e= (£2 的 平 
常 极限 存在 时 ， 它 也 必 4- 有 和 辩 且 它 的 4- 标 限 等 于 它 的 平常 极限 。 
注 疮 了 的 相应 数列 集 宝 一 (e), mi B. IC) = lim n (=r E00)。 X 


Bn am 一 ES lb) 二 中 如 kn), PER A ERT ERRE ERER 
FEJRE 

Steinhaus-Toeplitz 定理 A( Et[ 271, C29) 2 T A 4 (a) 
是 保存 的 ， 必 须 且 只 须 | 


(D 5 aris | «cat on (4 — 1, 2, ---); 
PER 

(25 lim Gg-—0(k-1, 2, ZO 
4-55 


(3) lim FY auc, 
fte 无 一 了 


”证 D 必要 性 对 于 = 一 (E)E (9 全 


4u(o] 一 S a antr An Jim Aala) 
bel 
那 示 显然 Anz) E Ce)", 亩 然 4 是 保存 的 ,对 每 个 v € CO, Aley; 
从 而 依 定理 6, A2) € CO, XS AC) — jim 4 iQ), 5 C (c), 再 用 定 
BR 6, 可 知 4(2) € (0)* BEEE aoc, 使 
Ai — Gon2--). 


lAd- È Jaai, 


bl 


HECO e C), HA 
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从 而 得 出 《1) 来。 特别 取 c —(5:2(—1,2, 2, 那 末 由 于 45002 一 
—ag(nzk), 有 44 是 保存 的 ,可 知 A(0,) 0, BN 
oz Jim Aim) Jim [^ 7). k=], 2, Us 
too do 


得 出 (2), 又 特别 取 moe (1, 1,1, 3, SERE Ae 保存 性 可 知 


Aa(m)m X «a, lim Ai(2)— 4(2)—1, 
k=l 
从 而 得 出 (3)。 
2) 充分 性 EO) 对 每 个 (am) € C) 5 CO, 从 而 4%) 是 
(e)* 中 元 ， 且 EH C — 1,2, Jo 由 (2), (3) 得 知 im A2) 0, 


im Aro) = 1, 2o, 2, REAREA, To, zt Sa, o. Bo I PEE 
Bj M EOF AmI HE 6 HEARD AE 4(22— im Ai) 
HEA 2€ OFE EH. A(3) € C) ANF AEM, As Iz, 从而， 
dM 的 稠 性 可 知 对 一 切 v E (0, Aa) — I(2, 证 完 。 

XTRA A — (2), WRTA y — (000 € CO, 方程 粗 


> Oirr = Ni (i1, 2, --) (9) 
kml 

ES s—(5)€(0—3 x, 那 末 A VHREST E rover, ADR A 
ERTH, REB 


asea, Y 本 HEN a9) 
i=] ` ` : 
那 未 4 叫做 完 (perfect) 的 。 
mm B 设 4=(ein) 是 保存 且 可 遂 的 。 
1) WRR, H BERTH, ACB, MR AEB; 
i) RRAC = (8. H B RREH ARRE ACB, EKUO) 


$5. Banach ZA, MERE JOMESERGERUS i8 


成 立 。 mE 
EE O1) R BDA, BRHF v= (E EA, 必然 BG) 可 以 表示 
成 . aa 
Ba) 一 a4(o) 二 V aa), 
?一 工 
jk Bl Co) € (1), 事实 上 ,由 于 4 的 可 复 性 , 依 例 3 PRG), CORR 
TARTI 


r= f * yat 十 Br im y. — (k—1,2,-—). 
$— a 


£d] 


HH Ivuisceo (Eon, 2, …) RER A € (c)*。 于 是 


i=l 
Bis) 9 Bah 9 Bof=F ly) 
k-i k-1 
存在 ,从 而 属于 Ce)*, FB. 
B(x)- F(r)7 lim F«) 


也 属于 Ce)*。 这 也 是 由 定理 6 得 出 , AAO- PARRE ER E 
d 于 是 对 于 y m, 7i A; (€), 


lim 9i Bm Aix) -2 (2) 
d 


B Biz) F(€ ("= 05, "M — € (1), 使 


B(z)zaA(u)4- 5 LA A (m). 
”二 1 
2) 现在 证 明 (i): Ax wr = 681)CI= 1,2, i» 由 于 A, 是 保存 的 ， 


Aa) =0= B(2;), 
依 证 明 中 的 1), 


B(x, )=0=0+ * Oy rk (521,23, e). 
r=i 
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依 条 件 (10), a. aa m 0, 从 而 BEAC), MIA a EN R 
3r Ati A, 如 之 保存 性 , am 1, ATi e C 9E B(2) > ACE), 


3) 现在 征明 Ci): 88020 € (0), E B. S aram=0 (emi 2). 
AFTOUEA A ER m 
L(m)-—A(m)34- y ard x) 
依 假定 , LG) = AC), 而 ol 
L(m)m A(m)* X « X aa. 


r=1 k-1 


El AGE EIS, GEB ABO), 


i a. i tsp cm 5 > at, =0, 


k=] f= 
从 而 得 "P 但 在 由 {zk} 与 so 张 成 的 各 性 子 定 阅 在 Ce) = 
—X8X cc9Drp Bl, 工 与 44 在 Ce) 上 相等。 于 是 依 定理 4,，Z(z)=ACx) AE 
Cc) 上 有 界 各 性 话 丽 数 。 定 义 | 一 


B(s)- Aui) Y ardi(a 
ri . 
RRHH B- (B4), 使 BDA, 4: BK EUEB EEN, KEE, BDA, 
BD 2 C 91—9B(2) - (2) Ee), 于 是 


sEA— Y oA (0), 
7 r=i 


THALTA EAOn) EC), EHE C), Y. cw b mms 


k=1 


em 


所 以 S Ar 一 So ! € y Gul. = > GA (a) e 0, TELA 6 — 0. — 


r=Ļ rzi k—Il rci 


$5 Banach 3E9R HE GE PIE oa o RIETI iles 


一 … 一 0, ÉL SE. 
完 的 求 和 法 的 例 ”对 于 自然 数 瑟 合 
RECTE C>) 
=0 (ej) 
那 末 与 b= (a1) 相应 的 求 和 法 中 做 上 位 Cesoro RME KN 


Coa) $ £s, æm (ex), 


而 Cc 实际 上 是 接连 使 用 2 RARE CO mR RO di 
EEEE nk Cep。 不 难看 出 Cc 是 保存 的 且 COEN) 06 
HJE TERHERE NA, i PT RERA OM 是 完 的 【网 [15],1191] 1L30])。 
' 例 5. Banach SRA rp ho 38i ek 
定义 : Banach ZkBH E p MU (m) URAT 2o, 是 指 对 于 每 个 
f € E*, fOe) f(29) CU REO, HAN E* 中 BAIL 8 
E fo, ERR TEA v E E, fi) FC) 
it. TE Et 中 把 Er 本 身 看 作 Banach H, TAEL b f. 
BAF fo, 是 指 对 于 每 个 C E", 
ZC), 
由 此 可 知 如 果 a BRT fo 那 末 六 必 * 弱 做 于 刀 。 但 第 命题 一 般 不 成 
立 ， 例 如 不 叭 证 明 O=, 而 已 知 (*- (ng. MAE 
点 列 won -1,2, …) 8580170, 是 捐 对 于 每 个 (6) € Co), 


= 


lim > £i? - 0, 
nw 
$—1 


而 Wn BRKT 0, 起 指 对 于 每 个 EE:) EC), 


` E 
m———M a 


184 - IZE Fréchet "Ef Banach m 


HF OCC), REA CEE CO, 


CA) a 
] im i £e 
Sb lm £i £o, 那 末 
> inh = 5 (E -Emi ”十 2 én (11) 
i—1 i= 


Fe EISE 007220, 那 末 ,如 果 von 弱 做 于 0 那 示 在 (14) 中 ,右边 第 -一 项 趋 
于 0, 而 第 二 项 赵 于 
— lim 站。 
n-o 
EARR 059 — B. yal =L, 从 而 对 于 E0, ye RART 0: 

由 于 E" bu f RGRBREISHSM, KYLEE k EFR A 
Emake BEZ, SRHCAK ÉEHORGREDRTEAOBCUC SK, HE (I0) 
Bd 2 m (y0G-12,-), 那 末 ,由 于 (2) 的 由 共 地 性 ， 每 个 粮 性 有 
REER fO) 可 以 表示 成 〈2 EUD Wik, eD =m 
-(0.)), 所 以 J(o)90 对 于 任意 EOY nr BI Co 3 BC T EOC. 
但 因 [los] — 1, AAT Cr cC BC AT Eo | 

WER 6 5] An, JU (mu) BAT wo 屠 末 Cliznl) 是 有 有 界 数列 ,不 难 
看 出 fwo [< m [m]. 
asa 
EDER: E 6 用 到 Banach ARE hA E* E, TAIRE 
果 : TE PAERATA T EE, DAERA eD ARH 
对 于 中 一 个 稠 集中 的 每 个 也 lim Fe 一 fs)。 同 样 ,定理 8 用 到 


Banach zx E HARZEN] C0, 可 知 : 为 了 吾 上 有 界 缠 性 
BERIG HR BALRA OLD 是 有 界 列 并 且 对 于 至 中 一 个 


$5. Banach 2A MERER A EERERE N 165 


38H vp 9 8436 m, [ja)) Wc, BUIEXR TER ELI PRI ASH: 
互 是 可 分 Banach ARN, BERK E* rh Mirik (£1 C E*| f| 1) 是 * 3271 
uei, Bn di EXE SUR. |a a 的 粮 性 有 界 泛 西数 列 , 必 可 取出 一 个 
子 列 Ga), 使 (fm)* Hk. PXE, SED OE cb — Ae CRAS, BE 
用 对 角 炎 推理 法 可 证 明 (F0. 的 一 个 * 弱 仇 子 列 的 存在 。 
在 Hilbert 空间 中 , 弱 黎 与 按 范 数 收 化 有 着 比较 简单 的 关系 ,， 即 为 

了 元 列 Co SES ECRCT: to 2:28 HR Zo T 2o 并且 lim [asl = 
=s BELE, . 

[Eu Bo? =C En ~ o; wn — 292 = |En l? — Cam, 20) — (o, 2 + Ll", 
从 而 上 还 精 果 容易 推出 。 

E EC rr]: 9 RE POSO, ORT t 1. E 
有 一 如 下 形式 的 机 械 求 积 公 式 @: 


1 no. 
"LOO DESC ONCE LD). 
& 

0 ù a2) 
Bi SET Ben (4 — UI CRURA UA. EROS T LENIE 
收敛 ， 换 名 雅 二 ,为 了 对 于 任意 回首 西数 10) 


n 1 
im D Apam)e V ncoscoat, (13) 
k=0 0 : | 


9 ue 


DALRA -AE ng M, E 


> 4j | n=1,2, 253 ` i (14) 

=p 
这 个 辐 果 的 充 牙 性 首先 由 也,A&. Cregx03 证 明 ,而 必要 性 由 台 .Pdbya 
HERAT AAR OREH EH 6 直接 得 出 。 事 实 上 ， 考 察 (B) 型 空间 


他” 会 表示 近 但 地 相等 。 
© 参看 H.L Harsucou [ 20], CTP. 621, 


grum ra 
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Co, 1], 一 切 多 项 式 全 体 是 0 中 秽 集 ,这 是 熟知 Weieratrass 定理 他 的 
JE JR, BEAR S4 nono 时, 对 于 一 切 m 芍 以 下 的 多 项 式 ,(12) 的 两 倒 相 等 ， 
所 以 《13) 对 于 每 个 多 项 式 20) 成 立 。(13) 的 左边 可 以 看 成 是 C 上 的 
有 界 太 性 证 桓 数 , 它 的 范 数 是 


E 


> lapi, 


k= 
从 而 上 述 转 果 是 定理 6 的 后 果 。 
特别 如 在 公式 (12) 中 一 切 4520, 那 末 在 (12) 中 合 e=, 得 


i 
> || - ie V xoa. 


"=D 0 
是 定数 ,从 而 .上 述 定 理 中 的 条 件 (1 和 自然 满足 。 从 而 在 这 情形 下 ( 朗 一 
切 A220), 《13) 对 于 一 切 e(t) € C 成 立 。 . 

例 7. (Lagrange 插值 公式 的 发 散 
中 每 个 节点 阵 


Faber zt ERST [a, 51 


QE) Os ksn,n-1,2, ---), 
必 存 在 2E OLa, bJ, 48.575 i (H5?) 相应 的 Lagrange 插值 公式 


Ta) 人 = $ syn) 
ki 
不 一 致 收 租 于 x0, 这 里 
"XD zapia eO TL- 
k=1 


事实 上 ， 依 定理 4 只 须 证 明 由 few b] 到 它 自己 之 中 的 有 界 炎 性 
FT Co 列 的 范 数 1l 不 一 至 有 界 。 但 已 知 


dio ÆR H. IL Harazcom, KERNA, SÉ 4 XE S Bo 
© 由 Haraucog [20], 


£8. Banach 3, PRI ac EE den c n 7E TC LAT ie 


Lj E|. 
[zd = mar, 之 e. 
Tt. ATARE ERAMATE 

logn 

EE | 
从 而 依 定理 4, Luc 不 可 能 在 Cla, b] PAEA m CER, CIE JE Br RE 
的 。 l 

例 8. (Orliez XT HRO H EYS: E KC, OED IG ais, 

OHEA, HERRERA M, RITU n=l, 2 … 及 殖 一 切 
8 € [a, 8] 


， 
Ce Didim, (a5) 
对 于 至 一 切 t ELa, 61, 
b 
"LTD P (18) 
那 未 对 于 每 个 =E LEa b], HRP 
b . 
TAL)= f KCs, Delidi 


对 殖 一 切 = 存在， 并 且 作为 S 的 画 数 属于 End) MEER Te) 
TEL? p — AR D. Lik L^ MERAT SIDE TG) XET AN CL" 
KRF 2o | 

FLER p>1 二 重 积分 


5b 
$$ e Dl la(O lads 


Gb  H, Ilaramcou [20] erp 512, 
Qj A W. Orliez (227, 
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1K 2 EFC Ye) TEE , H EL (ET ERE M |e’, MA Tts, (X Fubini 
定理 


b 
MISODILOLE 
存在 。 依 Holder RFR Sb =l- 


b b 
H | ss, 2) | Jæ) |dt = ( | Ks, D (VT ject) | | Eula, £0) | Va dt 


«anal f I&«Cs, Dl laco pe a", 


a 


b 
所 以 V IG Odo CO di EE, WN TC) PRU s CCo, DIEE, 
并 且 是 L^ sb GER, AREAN 


b . 
Q lero rds Mr olo arl. 


所 以 HIM. 
WERO 及 这 里 假定 的 条 件 ,7 um 对 上 ?中 每 个 + 按 D 的 范 数 收 伍 于 


由 本 节 的 几 个 主要 定理 还 可 以 推出 几 个 所 谓 值 域 定理 ([301)。 即 
在 Banaoh 室 疝 的 情形 ,有 界线 性 算 子 的 值 城 与 它 的 共 齐 算 子 是 否 具有 
有 界 逆 的 问题 密 切 相关 。 

定理 7. de RIBAS Banach Zp E 3| Banach 2x fi] Eo rh py f tee 


err 


— 


$5. Banach 定理 ,开关 条 定理 ,共鸣 定理 及 其 应 用 ise 


-证 1) og: 设 TESE 设 T* 没有 有 界 道 ， 必 存在 一 上 串 元 
Ch), f» € Es, 使 (ful o1 (n1, 2 -…), ium [£7 * fai] — 05 E 


IP fda qm fn, 
v 


m 

那 末 lim iga = eo, um Ihe lim Bs. -0. . C=} 
Thun nom B, 4 

由 于 TE-Ey 对 于 每 个 go € Eo, 必 存 在 一 元 vo € E, f yo Toy 于 是 


leC1 = LCP*g2 | C 1o LIU gs, 
从 而 Jim I9Ky0)| = 


ECECHOIHE A vo € Eo IR KIUB EI 22 JACI DI, A CO e 
MORGEN. 必 存 在 正 数 w 使 

[fl-1, EB-—>)T"f) 
8l C7*)-! 有 界 。 

2) 充分 性 : SEC) ROE E, RREH 62-6, TECO; e) 
在 某 一 球 Se (0, F JHAR A (ic Banach 定理 ,可 知 TECO; 5) 
AAR, RUST ERES. BTA TE=E Hit TECO, £) ERR 
Be(0, L) BACKS. TE E, 中 有 这 样 的 点 列 (yw) 存 在 ， 使 ve 
ET。 0) JUI AS 
在 fi€ES(n—1,2, 5, 使 

fag.) sup fT). 
Halles 


这 样 -sup [SCTE] 2887 * ful < yl ll, 
IIse 


EH qam facil | gull fol, 
f& 1 lim fyl = 9, 3x3 T A RET Eo AE 
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EIES, RU Rh Banach 空间 吾 到 Banaeb ii Es nord 
XÉT. T TE =E 必须 是 只 须 了 具有 有 界 道 算 子 。 

证 ”必要 性 : 设 存在 一 列 元 € E(n-1 2,--) [al], 
im |fx-0, RE fe]. 4 


E. Fa , 
VB. - 
Sh lim sa|| = ee, 2ftH 
n 
Jim To) lim Beo. 
= VB.4 


| BAUTEN g € E*, 存在 f € Es, WE T* f =g, 那 末 
o= lim f(Tz,)— Jm g(z.) 


这 既然 对 于 每 个 gE E* Ws BES RIE CL DATES LATE, 
证 完 。 

充分 性 ， 设 T A oG 

gC FY) (r € PB), - 
TAGEN, 定义 在 TE p. EE BUR 
| CN ol vii yh, 

JECTEY o. Hi Habn-Banach ES, f WIESE, E 中 的 元 ( 仿 表 示 
成 1). BK 
| (00 f(Ts)—gUT Ta) g(2) (s € E), 
从 而 T*f=9, 
BD T*E;--E*, 

由 以 上 两 个 定理 并 利用 Banach E38 xr IfSHi EFL: 

m: 20 T Hg Banach ach ze flr E 到 Banach 空间 Eo TERRAE 
于 ;下列 四 个 夭 件 基 相 所 等 价 的 ; 


- 


55. Banach ZA, AEREA AREARE A Tri 


1) TR E —x —IBRAGIES Zr E; 

2) T* 把 E3 —H—HRELE Z Ez 

3) fJ5 T* &ACE EET H5 T 

4) TE- E, H T*Es- E*, 

定理 9. BET Rb Banach 宏 间 五 到 Banach 空间 E, HAERA 
HAT. A 

RT) (z|e€ E, Tz 9), NT |f C Es, T*f —9) 
各 表示 了 与 7* SEES A 
RTI {gC Et, zé NTa) =0}, 
QT ym(y|yCE, PCR) fy) =0). 


HE 

1) TE Bs T^E RT); 

2) TE, = E* TE = NUA, 

AES 1R PC TT*ES, IR 39 € Ej, tE f — T*9, 从 而 

z E 9tUP)— fO) = (Pg) = gCP2) =0, 
8 FENT) o EZR g CE, RH eC LCP)—9g(2)—0. E 
TE = Ea, 对 于 任意 y € Eo, JE (E o C E, E g— Tu 会 
f(g) - 02, 
那 末 因 Tr-Ts—35s—2' 69 T), 所 以 了 是 EQ 上 
—EUOEIERTELZ REC, (SIEGE, 利用 Banach E, T EA AR AA 
Ri 24 tn € Eo, im yes e 时 ,对 于 任意 62-0 可 取 正 数 C), 使 Sgo( 8; 
2(5))CT8(8; £), TER ne), 使 
nn y [35] 8), 

DE e, C E, fi Tos — s 而 | 
20 mum(£)—| jo, |«zs, 
BU lim Men =0。 于 是 f RHAH, 但 上 商 y- T, TH JEE mi 
8 一 所 以 T* ES = "Ote 


172 第 二 * Fréchet A-4 Banach +w 


2) " D 的 证 ， TECHT) mn jéB] by. B voc NCT, f 
很 定 与 定理 2, 是 有 界 的 。 从 而 TE 是 Eo 中 的 关 集 ， 丙 为 如 果 ya 
—Tv, (n21,2, 2, 而 lim 9» y, 幕末 


-1 -1 
lim z,— lim 7 y= T y, 


FUA y TT y) € TE, Ulli, WMF yo ETE, 依 Hahn-Benach 定理 必 存 
JE fE ES, tk 
f(Tz)-0 (e€ E) fi(90) —1. 

但 fo Ta) - 0(2 € E)—5 f, C CCP), 

而 foG)— 1, 5j vo NCY 矛盾 。 由 此 可 知 9ECP*)! CT, RES, 
ATAI, ERREALA TAAR 
定理 10. (Pettis). 加 果 Banach zm Een, R ECCE 

MIETET ZERO Eo 也是 自 反 的 。 

Wr ELBARRIEN (2) 限制 在 Eo 上 也 是 Bo 上 的 有 界 
HREEIE BK p, 但 这 个 Ey. LAZAR o 的 范 数 不 超过 |f|。 于 是 fov 
Ru EUEBDELGD EHE SUBEERCT ATRI TI — o, TÉSIUORERCTE 
由 Er 到 E*—E GEH Er rr AIET: T*E;—z.€ E, R 
于 fer, 


dO)- CTX) J 77 ^0 

但 修 Hahn- Banach 定理 , 对 任意 PEE; iria new 

Tf-o, MRR p EELIS EE OO BEEN 
Xo(9)- fC) l 

成 立 ， 而 如 果 能 证 上 述 的 to € Eo WE Srp Co), JATH Eo 的 自 

BUERNE. WTEM, WEL nC EN. BRAHE jo C ET, 使 

foCwo) 寺 0, 但 x € Eye fo(8) =0, KRAER, Is 作为 E* 中 的 元 , Po 

i40, 而 如 合 9o Tfo, RR oo 作为 Et 中 的 元 是 O, 从 而 Polt) 0, 
Xo( 9e) —0, fH joCwo)A0, S. PEARFA YT JR, 证 完 。 


Tr 
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定理 11. (Banach): 如 果 Banach zcfü E figa E* 是 可 分 
t3, 3Ez E BETD M. 

B A E 是 可 分 的 ，* 的 章 位 于 表面 TIT, fex) 中 
有 一 可 数 秽 集 (n 1,2, 72s BUR LU] o1, 9E CE, dint 
Bde (e) 张 成 一 个 阿 可 分 线性 子 空 闻 配 。 RAREN 
E = Figo 

MEERE, 那 末 必 存在 fo EENES — 1, mae EE fo(2) 0 
4 fio fs fe, FI 

Ifa] sup ICOS l= 

Heiss 


= fn) foa) em eG Lg 
BEAR [foll - L, PERNT- " ire 3X8 U HERE GE ER PETER BRI 
BEF EZ 
定理 12. 自 反 Benach zz Bil E fj (ir Se(z|z € E, je c1) 是 
3334989, 即 对 于 8 中 任意 点 列 C, 必 可 抽出 -一 个 子 列 (zx! ) AT 
召 中 -一 个 点 。 
AREK) HUE pA), lKa, 2, 2. (9) 
8 I,— AATA PRETI] Eo, 依 定理 ?, Eo RE EL SCRI S BI Eo — CES, 
从 而 依 定理 10, Ei 也 是 可 分 的 。 对 于 一 切 TEEL 4 
X4f)—12, 
那 末 ICE,” HA Xil BEBA 本 可 分 ， 在 前 面 例 5 中 全 指出 
〔《 梧 ?的 单位 球 必 是 * 弱 列 紧 的 , 即 (3) 含 一 子 列 CX 22, 使 对 于 每 个 
9 € E$, 


lim Xi(9)— X«(9) (ro € £^ — Ej). 
nu 


XEHLALSRRLUURL— 2s € Eo, BIET ASA p C Es, 
lim eC) ple). 


iya f BOE Fréchet zB]. Banach *emRg 


UEAR EAS f C 限制 在 zo。 上 时 成 为 如 中 的 区 ,所 以 对 于 每 个 了 EB*， 
Jim ao 一 ao 


Cen SET. xoo 

定理 13. SDZRGUBRSOXIMI E pkan E* 中 让 的 单位 球 三 一 
一 和 了 E Br (fli E l BATAR, MEETA ACE, 使 对 每 个 
fag E/ 3f. € A, fr>fol e BID. 

ix MEIR (0,0 EE, fem Gr, in, fC) 可 
PATER E 3] UE PHAT MRTA, TRE PAIN n m= 
—1,2, 2, E Pale m) (m=1, 2, ) EE H paR p ERA, 9 
Ac (fon) (mm 二 1 2), BERNE E, KERE 存在 (P m) E 
Jo e (0:)— PE] LEOLI HA 


Jim fs me) m fin) G1, 2, 


耐 因 (ws) 4E E 3 E |fo md cts 所 以 Fry fol * 32s 证 完 。 


CE E 


1l. dk EHe, n) OL p« oc) RES T BUR Gn HEROS ÉCT To, SSBB SG. 


BRT PE: 3-1 
lim epl =el. 
n o 
2. RREA b h ERRER 5 SR ERR FACE SEE Eu 
BENE EAEN e. T M EAR, ALAARE T O 2rd 1 62] 
XM E—£coSUE oCPexiam. 
4. GREECE TREE ERER AEA CBD A CET PR E Ies fied BIE Cars) rj at aT 
ARI EOS FUE EIE ZR HL RA EEEN AM 


Him: 到 分 性 一 一 用 Bolsano-Weierstrass 定理 。 必 要 性 ， 冰 配对 每 个 >0， 存 农 - 


吾 中 一 个 有 穷 厅 粮 性 子 空间 右 ， 使 单位 球 S—I(e|2CE,|e|clb md EARRAS SS, 
f E 如 s< Io | :re ERE O< Irol C iem EH, dh fre CS, * | int ML 
-y inis um no. 

6. Kx, Banach €M Emp, WEHT fct, 
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D Eal 
"=] 
O EKRE URBE s E A J EEY, 


A GOD: api. (Fexsbam). 


n=l 


6, .为 了 Banach EBEPEACE AWEKA: 对 于 每 个 FEES D fl 
nai 


3i fe BALA FLRCAERE ERE h Ir PEER A RHR S RES si 二 士 1， 


d 5 £ eje. (Texufbaup. 


i=] 
. RUAM G — FAA: 存在 正 数 on EITHA RARA me 
Enginde 
' » XE ChiA- I) (l'exiipaun). 


=? 
em 


8. 为 了 在 Banach "ER En feles ME E* poo CA fico] 对 于 每 
isi 
4 oxcCH OHUSkL.NURH EUEOHET S PERT, 


b IPUI 


HT. 
p 

. dx EE, ERWEE, TH EF E — 那 来 如 果 vE Em 
(x, dott (Tean) 4g E, uit at pier. 

10. xEg X EE RAER peb] LIFA Benach EmA h AARAA m6) BIER 
ADEA TIEA 了 ER, fiet dt c PA GRE, 如 果 e E[ob] 上 的 
Hi] E d ER IEAM s ET fCES, ; 

var ^ j(xCOOsa ll. (Tenubanp. 


i1. OEC RESI [a, 0] 上 的 并 在 Banach AAEREN 人 做 有 
”和 画 数 ,是 扣 对 于 每 个 DOCET JE ETa, b] RRE, Ans 2{f) BAME IRD 
FERE s, WATE SEE, 

h 


IMECOUESCER (Tema). 


T 


f IU) s ken, n-12,- EIER [ o, bi nep AR, dx POENIS 


es (TV ensem 
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eben, nni no) E a b LE 6 


A= Sup iL; COM 
atab 之 
ATAF CO a,b], 


Dalea Da Pb) 


bei 
Æ [G, 5] E—EUR ECT z(D, SARAAT SAA 2» tb4(z)232 ope, 51m 
X FERATE R Ge aH T--49 9, 和 wp 


Dier 
FRY— 9 
18. & Ei =F] (ors bcn) 
Zn sina lg —üh 


wed > POD m 


Ek-0 
Ux ms coo (oe je Ge 
NATUR ECC. Ua ffr LRAT x0). 
提示 : 三 角 和 多项式 至 休 在 Cs* 中 成 为 秽 人 第 (CHarancon 实 变 数 画 数 瓜 第 4 章 )。 
及 注意 中 Oale r4?) Cu] n5 
14. Ex PUE 是 De b) EIEMIEBHERUMEC. dO 是 在 Dile, 57] eie jei t= 


= -f Pj LIES + oA mu E) Adeo ila] ERAY Hilbert ÆR] 


T L, 5, t,i E. Schmidt UE sc tei fiios ARR, it 00. os 是 
wo) MEA lr REID BUE HORE LaQm (6) ABS d CH? )S HER Lagrange 4& 
[EE EN 


m 


CPI 3 zd yp», 


kal 


Ex: 
那 示 对 子 侍 意 wCODpo51, 


um (On EQ 

h 
tim S POLEN) di0, P 
n> a 


Q) R.Hanaacon[ 20], crp. 566—670 1, 
© R, Harancoz (20], crp. 547, 548 Msc, 
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TE TODA 而 SENE BR eC) 的 Ponrior 723 


. nR-1 
oo 有 = 二 Y Sun. 
LE] 


RRE aCe NE) TESCIRIE EE L-— Eier T. CO CFejer Xn 


16. 


BSE RRE Ede ur e Re REED 


提示 : Fisiese E, CUT. px sci,2,o3. x Fs 是 并 和 集 , HRE 
E= Ü Foe 3081 807. ARREA, | Kaezmarz und Bieinhaus], 

ica 

17. JE (aep) dt 7g Y enS GU) SISCT soo COD, HRE RAU 基 有 


Aa H.E noo 膨 对 于 每 个 下， 


H" eie. 


dk L'LO, 111: p o) si, WT G RETF rG BALAA Olen 有 有 界 而 且 当 
no 有 时 ,对 于 每 个 rE 0i] 


ril 
E2c 
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$6. HWRE 


BTBIELEE ESI E IE 2UICT- IUS AURREK BDIECTESCAKE HR 
sit B 4c ESI — A Y-HHECESCHR HE ER PE UD PRENT AiR 
Bh E ct — 6 f] LIRE, D. CR ER ARE KED HERE 
EARI MIRR. | 

定义 1. GSCHEBCHR IG SEAMERLO ERSEBURERERREZE ILE ib 
取信 的 抽象 画 数 n (D) LAGE fo SERRE, EIER fo (0) ACRES. 
BRR i 

bulo, tn, bo C Go a(t) — (55) 0(n-» o0). 

EX CO, a(t) REEL RUR eC) 在 9 LAER 

洼 ” 仿 平常 的 数学 分 析 , 可 以 证明 ,如果 K =R T G Rohde 
SKH Co, 8], 或 如 果 云 是 复数 域 而 G 是 中 一 个 有 界 阴 集 ; 那 末 当 
w(t) BERUA, CA- BER ARER, ATEA >O, 必 存 
在 5= SCe)>o@ 使 
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hi, t5 € G, 1t, — t| 09 Ch) — (68) E. 
1. MERRET, AEII e, o) 可 以 看 成 是 定义 在 实 
数 区 间 Ca, BIETE 8(0,8, P)CPCQ)==1] 中 取 值 的 抽象 画 数 。 Gd 
机 过 牺 吓 做 按 概 奉 连 坑 , 是 指导 于 每 个 CE a, 8], 
lim a P(o |Tatr, e) —z(t, w) | >E) = =0, 


T 


TORNO, KENFTARE BH IE (=C, o) 是 在 8CQ， 
B, P) 中 取 秆 的 回炉 画 数 。 这 意味 着 : BERRREULAE EE o CO JEANS I8 
指 只 要 时 形变 化 足够 小 z(t) 的 变化 超过 某 定量 的 概率 是 任意 小 的 。 

2. EFRMPOLRMR BERAS GAMER, MET 
P(0)-—4J-«- oo, 2 

MCa) Ies Lot, o)1* PC) ec os. 
N 
这 时 ,随机 过 程 x(# co) 可 以 看 作 是 在 LO, B, P) h BERM KERo 
这 时 ， 随 机 过 程 叫做 按 M? 连 粮 ， 是 指 它 是 在 L^ p HO MEA De 
可 以 看 出 ,如 果 随 机 过 程 2C) 按 M WR, 那 末 它 也 必 按 概率 过 奈 , 这 
是 因为 丽 数 列 的 平方 平均 收 艇 葵 涵 按 测度 收 八 。 依照 材 率 论 的 术 话 ， 
定义 随 桃 变量 x(4 o) 的 期 望 值 为 
MCE) V stt P(do), 
ü 
RFH D= Ma) MG, 
定义 随机 过 程 s(t) 的 相关 画 数 
peu) MGG Hu) = Mei eU) -Mat 
V BOB) PG Ew) 
对 于 能 平稳 机 随机 过 程 , 即 届 
Mr wy) = M QD) = MEÇO) 
(0 A (CDs Qi) MG -)8(0)) =M (2()«Q0) 

R(w) kj t PIRK f BIB M(2(1))=0, D(s() 1. 


LOREM : e —A—ÀÀ— 2. . BERN 
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BK RJ =M {ru e0} 及 Mz*(0)-1 

ME MQaQtpu)—2(0)* = MUx*(t E 9) 2214 DN H] 
— Mz*(i-«wu)y—2Mz(truw)e(or Ms 
LÉ1-—2R(€4)041-22-2R(u)-2(1—R(w)). 


而 
* Ru Au) —R(w3)| = | M(t Au) — HOON)) = 
=| M (zCo) [aC + Au) —2(4)]) | « 
«CV Ha MG Aw) -eu j= 
=v HEC A ru) = TI R(Au) j3, 
从 而 为 了 弱 平 稳 随 机 过 程 z(t) ABE 到 "连续 ,必须 且 只 须 它 的 相关 丁 
BORGO 连 粮 ， 也 必须 且 只 须 RCw) WERP lim R(t) 一 1。 为 此 通常 
称 满足 这 最 后 一 条 和 件 (Meta) 一 x 可 了 -30) 的 平稳 随机 过 程 2) 
mp fie sic Ré OA mE 
定义 2. EX E IRR E LAN REIR CORR 


P a umane m I eer rn TT TT 


T rur rrt ram n s Pea ee rar Per P Pd e cU HA o IRR UR Ree RR i di Ai oi CRUS MOS 


eene "I 


mmm dn ut e en en na e ant n P Pas id me Pre Pr P Pu PE, ge P PB PP Ph Pa P gr armi apr He, P BP Ph, P P ram m um 


BJ3t Wi xs RT], 
lim (Ct a) ) - HER 


T+0 
这 时 mo ML gx eC (pii, RB PRÉ, ME x(#) 吐 做 在 全 区 域 如 中 
强 或 弱 可 导 , 是 指 它 在 右 中 的 每 点 处 各 相应 的 是 强 或 弹 可 导 。 
注 1 OEA H, WM v E ali) E iSto 处 的 踢 导 数 它 也 必 是 


Qo 3&8 3|/H Cauchy  Bysaxoncgnü—Schwarz mE 
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et) FE te ERIE FBO I r AR Do 

ik2) dj z(0) 为 强 可 导 , 则 xX 站 为 连 蒋 的 ,这 是 很 显然 的 事 。 

9$ 1， 在 随机 过 程 中 的 研究 中 , 常 者 察 过 程 s(t o) 的 按 概率 收 仇 
的 导数 。 朗 满足 


- a wY rlt, | 
jim P({o [ES 9 t0) - Y ao 
Kj YCcs(O0, m5, P)CPCO) D) 叫做 过 程 e(t, 0) 在 处 的 按 概 率 收 
fk P E EC 
例 2. fEBINL:LERERMA e io EE RU 7o P MER 
M(|z(f)|9)« 4-00 
”的 过 程 , 而 定义 按 了 次 平均 收 禾 的 导数 了 为 满足 


la h)—zm P 
(CELA - r| p» (A—0) 


的 元 YE EO, B, P), 

几何 解释 ， 定 义 在 闭 区 间 [a, 8] E E te Tc I] E. n Bd i s 
Jk C0) 可 以 看 作 是 百 rh ij AERE, PUR (D) 在 = 处 有 强 导数 ， 
afit dh fk t= Edi one, HR E Pe a^ Ch) Bex, Fr BUE E de 
ATUM 8 MALEGA, ARLEN FERA JU fpe Bop 
— 优 此 ,我 们 定义 曲 缠 线段 «(D (C Fo, 81) KREA 


sup 2 leQ at) 
i-i 

WE LARE: aE bimet pae, £j 的 一 切 有 穷 分 割 a= iod, 
而 取 的 。 如 果 这 上 确 界 存在 , dii eCe mL fT E 
的 。 为 了 长 度 存在 , 优 平 常 欧 几 里 得 的 情形 必须 引信 半 变 画 数 的 概念 。 

定义 3. EXER o, 8] EXRTEBUGE TE B3 DESEE] E cp ER 6 hh 
Sip Er oO) uire Ca, 81 EREA, 是 指 存 在 常数 A, 使 对 于 Lo, 8] 
^ G 例 旭 内 Vexupamk(8] S-—HM 80. — 
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I) 487 2-8] gl eu—B, 


Y; tco xcd. a) 
£—1 
满足 (1) 的 最 小 正 数 产 叫做 aC) 在 fm 8). 上 的 全 变 分 表示 成 


B 


V z(t), 


iE  Texadama[3]1EHH, A AN rb EAST IE RRA GRECI] 
ERARE 如 果 加 是 自 肥 空间 , Blabla SU EBORE RAE. ix 
à) MAJR Sc d CREBRA HRH AAR S, 但 在 一 般 ( 不 自 友 的 ) Banach 
室 间 中 相应 灶 果 不 成 立即 , 固 资 抽象 西数 可 以 在 每 点 + 处 钱 优 强 导 数 ， 
又 乱弹 导数 [网 Texahanx[L31, 第 -篇 的 893。 这 里 不 详 论 了 ， 

TENAR E Riemann 积分 。- 

定义 4. REC) [a 871 E ffs fihi pic, fi Fréchet Æ E EW 
值 ,对 [0 81 BUE AERE Pachic b, E 


T 一 * xu t). 
ici 
In SP Hex A S cp P TRURILOCTU A Ep ATE m 35 2, DRAY 


m re P Pm e EP qur s pP P e P, ar eei P P t Fs ru Pt ga e Fa iP i, P i rte Fe E 


Riemann $12, 表示 作 
B 
z= í e(t)dz, 


FPIBDETRT RUBALERTEES Riemann 积分 的 儿 个 简单 精 果 ,与 平 
常数 学 分 析 中 的 结果 类 做 。 


Qj AnH. I. Harateco 实 变数 画 数 纺 。 
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定理 d. (UEM Ca, 8) 上 定义 的 在 Banach ANE HRUE 
paik Rl SERIE (6) 必 在 [ay 8] p Riemann 可 积分 。 = 
TE 0670, hF eC) ££ Co, 83. LER dc EORR T1970, 


使 
he <8, t, ta € Ca, B] fah) C) n 
取 分 割 ey BOE) HS lcm eed B 使 ts — tha LUKELA 于 
[EU DE RN Pa 名 ,时 ,不 难看 出 
lS, —5 gl 5 (8-9), 

AT CS p) RRREHP HT ELSE RZA TACS p) EE rp 
etr — o 

注 aC) ECB] E Riemann TRA HJARREN, E— Banach 一 
ARE HRE, WR lea) 是 Cap] 上 按 Riemann TRAER E 
数 , 那 未 | 

Ë B . 
I Ca | A facta. (2) 


事实 上 ,只 须 注 意 


e aÏ 
l82i- | > a(t) i= t:)] 
*-Ü 


n—i 
<È ODG to, 
t=0 


从 而 对 定向 列 ( 多) 取 杖 限 , 就 得 出 (3) 来 。 又 不 难看 出 ， 如 果 e) 是 
Riemann 可 积分 的 抽象 医 数 ,而 f € Ev, SK 


i( («coa)- frea. 


RAHULE F EAIN REC JOG) 的 Riemann 积分 。 
定理 2. [Ande G) [a 8] LART i Ajay G 一 


D ————  — — 


-— 


- 


NL NRI 


数 eC, RE aC) 的 秆 局 于 一 个 Banach zs[8], HR 


A 


V ecoa- (9) zca). (2 


« 


证 事实 上 ,对 于 任意 CET, 


B g B 
(aa) - Cretae È E= 
- f((8)) — fa(2)). 
最 后 等 式 力 是 引用 数学 分 析 中 的 Newton- Leibniz 公式 而 得 的 。 
ORAE SEXE E d TOC 


B 
== § ari a8) Hela), 


JG) 0XFVT 44 f € E* 成 立 , 从 而 2», BCEE. 
在 一 些 间 题 中 , 需要 比 上 述 Riemann 积分 更 一 般 的 Lebesgue $ 
J, 而 为 此 , 要 考察 “可 测 ” 抽 象 机 数 。 例 如 在 概率 只 中 , 我 们 有 了 时 要 
考 典 在 一 Banach 室 间 召 中 取 值 的 随机 变量 迪 而 为 了 定义 它 的 平均 
信 ,我 们 仿效 吾 为 有 穷 亲 空间 的 特 俩 , Bl 2 二 (6…, £0, BER A E, 
是 一 个 平常 随机 变量 ,而 那 时 m 的 “平均 笑 * 力 是 一 个 式 , 它 的 第 i 坐标 
是 | 
MCE IKin. (4) 
这 里 万 求 (4) 中 每 个 平均 全 存在 ， 仿 此 ， 瑟 , Mourier 定义 在 Banach zx 
樟 吾 中 取信 的 随机 变量 = 的 平均 逢 , 力 是 如 中 一 元 , 表 为 SR (2, 满足 
fGRG))-98(1()) Cf EE*Y. (加 
这 里 要 求 (5) 式 右边 的 每 个 平常 随机 变量 A EEN 的 平均 值 存 在 。 


8 
Q du feet 存在 车 nC) JERSSHICUUR ir 
a 
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这 意味 着 对 于 每 个 了 EB, f(2) 是 平常 可 测 画 数 ， 而 且 它 的 Lebesgue 
积分 MGF E, OE 10175 Rc i ERI MET E Vexndaun-Pettis 
积分 概念 。 此 外 ， 我 倘 也 介 阅 一 下 “ 强 可 油性 ”与 Bochner 积分 的 松 
azo 

定义 5， 在 测度 空间 (2, 99, n) PE XE Banach zz pu E vg 


ma ur a AE PP, Pes P P Ere ear. ea S PS im Fare TT 


bj, mx; Lebesgue 测度 的 情形 。 

”定义 6、 考 察 测度 空间 (《D, B, u) R O EGRE OUE 23 AUTE 
相交 的 可 测 集 Ar As 的 并 集 ， 而 xCs) 在 每 个 4: 上 取 常 定 值 CE 
(Banach 空间 7， 那 末 2(5) IE fcn Ey Eger. (O, B, u) IRNI 
sC) 由 做 强 可 测 , 是 指 存在 一 串 在 CQ, B, 4) 上 在 加 中 取 什 的 阶段 西数 
Cen(a)), 使 对 于 歼 一 切 s， 


WCE lim z.s). 
fi oo 


E BESCIEEBES HORT HI feu D GED TRERS C. XU NR EL 
在 一 定 条 件 下 才 成 立 。 
定理 3 (Pettis) 25 D mUEZBECO, B, u) 上 的 抽象 西数 sC) 


rr 


AT 


ETA, DERE R 的 一 个 可 分 于 粮 性 子 空 间 杷 及 口中 可 测 子 
Jk Os fk «CON Q1) — 0, Tf 
s € OQ —a(s) € Es. 


证 DGR: 若 eC) WIW, A e 2058 RT OUO AE EB ARS 


T REREH x(s) 可 分 值 。 
& (5) 2608 PT, Mami fr — RE BEER E (000). 使 对 于 殖 一 切 


s) lim (0) — GEEGPIEBORRO, | ((0. 


TORSET—UIn—1,2, tio ()) RE E. rpE ARRIERE AARRE. 


l 
i 


j 
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ECUDECARASOTE E vh ARTE PREPETZE E] Eus du Q3 AO h 
使 (6) 成 立 的 一 切 5, 那 末 依 假定 ， 
BACON h) —0, 
TEHs€0,—o2(s5) € Ei 从 而 w(8) EH ZR. — 

2) 充分 性， iE (5) ETAT DR ECL E IEEE E 
是 可 分 的 Banach 空间 。 REAA Jecl ERTA Ba XS fx 
$5 的 定理 , B* 中 单位 球 EIGIIfsu CE) 3t-2902 B3, BUT 
fg E* «p — ^ nU GEO Gi=1,2,…, 使 每 个 EE EGO 的 一 个 
子 列 的 弱 极 限 。 对 于 任意 实数 % 命 

M= {s jeD Kh M= l lGa, f€£*. 
MK . 
di . ac 人] am 
JER 
因为 如 果 s& M, 那 末 
lfCsCs) ll lisse, — Cf€ X) 
反之 ,如 果 * 固定, *(#) 是 吾 中 一 个 元 ， 从 而 存在 了 E ,使 (人 3 定理) 
lece — | CC]. 


于 是 BET 
fcx 
故 | a-[)n. 
JEE 
现在 我 位 来 证 明 - 
M= {| ans 
` 至 一 二 
而 依 上 述 , 为 此 ,只 须 证 朋 
Mj 一 B My. | 0D 
FEE i=] . 
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但 上 式 左边 是 右边 的 子 集 ,这 是 明显 的 。 反 之 ,车 s 是 右边 的 集中 的 一 一 
点 , 那 末 由 于 《f1) EEP BR, MURTHA SEE, AEE GO 的 
一 个 子 列 C, 使 | 

| KC] = lim fueCe)) «c 
MTCR di RV f T0 TOE. e ELE EREA Ct!) 
是 可 测 画 数 。 所 以 UE 是 可 测 集 ,从 而 到 是 可 训 集 ， 即 Je ETA 
Bii. | 

依 假定 , oC) BERAE DARE po 出 可 分 性 可 知 吾 可 以 
PECE 的 开 妹 列 (45) im 1, 2, 0 MERE BE Ao 的 中 心 是 now 
依 上 述 jz(s) 一 wal 是 ， 的 可 测 实 书画 数 ,于 是 


| Bac {sle(e) € Ain) - 
是 可 测 集 。 但 Q= | f Ba . 
i=1 

i—i 
今 当 sa€ Bim BAN | | Bn HA m) nes — 

i-i 
那么 由 于 | ] 81. 9, 可 知 对 于 每 个 。 

FEST 
ORO (8) 


BLA Bin FTE, Bin HURTS, 而 zn《s) 在 Bf, 上 取 定 值 ， 从 而 不 难看 出 
z.(5) 是 一 申 阶 段 酚 数 的 极限 , 序 oC) 是 强 可 测 的 ,由 (8) 可 知 no) 也 
是 强 可 测 的 。 | 
Lebesgue H $142) 318 A r., 
注 1， 依 前 定理 ,由 Cs) 的 强 可 测 性 可 知 JaCo 是 可 测 的 ， 从 而 
上 述 定 义 是 合理 的 。 对 于 按 Bochner 可 积分 的 抽象 画 数 *(s)， 我 们 定 
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义 它 的 Boohner 积分 如 下 (这 种 积分 表示 成 | eCOn (de) )。 
Li 


Ei 2535 0€ t ER EN eC) dit O o RREA FRE TOU AS A HES 
Een): 
Q= U Ai, 
GÀ 
而 在 4 E, sasti KHE Bochner 积分 为 


j s(s)n(da) = S dis Ai). 


m 
d xs) 是 一 般 按 Bochner WRP jf SR Eo, S v6 Ao — ERR 
PRENE fxv(s)} 的 列 通 强 极限 。 BI I lim a,(s)— z(s)o EX 


" EXE T WARREN Dex) 
Yake) = 
do 如 果 Jai IC (1) 


那 来 pC) 是 阶段 画 数 ;而且 

lvo le) (I+) 

dim ja()—w(G)leo QR 09》 (9) 
GEA lla Co) | ABUS, 对 于 任意 57-0, 可 取 一 WR A, 使 aan 
一 o REB. | 
m Oca, 

NA 

于 是 ， m» y) 是 阶段 西数 ， 


a, Wn (oca $ EACE f TEI l 
RNA 


-wasjf1 eye x) 


100 第 二 章 Wréchei 空间 与 Banach 4 


因 eC yl JR PEE, (5) — yl 必 是 可 测 的 ,从 而 由 (9 用 
p(A)«oo 可 按 Eropon 定理 取 一 可 测 集 4. 4, 使 nA Acs B 
im jee) — ynl =0 

一 私 成 立 , 从 而 对 于 Ai 中 的 
lim :gf 一 ge] —0 
Ton 
m-pa 
Bo 于 是 
| Weeko=weCe)ncea 
A, 


« V inco ue (o Lacio 
| | B (n, m»), 
由 于 如 的 完备 性 ， lim f yad) ovs (CEE) 
Fe À, 
Fto BEA | 
V oon È conan af TONCES ETOC 
; | 


NE ANA 
而 右边 第 一 项 按 范 数 on 第 一 项 当 m>eo RKR BEA 
E TOTOR 4, oliha ^ 
CANAL 
MIR [eC] 之 可 积分 性 及 AN) < H SEMN, 前进 的 
第 三 项 按 范 数 任意 小 。 由 于 5>0 是 任意 的 ,可 铝 


Jum s S conac, 


在 了 Bochner 积分 
V scosci) 


n 
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的 值 靳 为 (res a = lim s ea, 注意 这 样 定义 的 Boohner 


RONE SERM RER | CCED) 的 特殊 选择 无 关 的 。 事实 上 ， 
如 果 有 另 一 REMER Cus (82) 使 


laio) 
H lim la(s) —2.(5)]— 0 — CÓ 
那 未 不 难看 出 ( 因 |z(s)l 可 积分 ) 
lim z.(2)u(da)— lim yau tsy, (olio 
n= j Te i 


PAHE CCED) 与 (zk#)) SERE FI QC) 《例如 合 anale) = 
= Yake), wes 8) 一 zs) (n= l, 2. Ze) HR 


BKO) 1m. fao) =o mo: CD 
从 而 Jim È Dade CIO 
fe E E, 而 这 个 列 (f vw C2) C8) ) 的 两 个 子 列 
(futs) ( j TONCO E 


AT RR Wio &ll 
Lum VC e i lim. fGen 


an. 由 Lak Bochger — 如 果 zs) 在 0 n 
Bochner 可 积分 ， 那 末 它 在 任意 可 测 集 4-0 iik Bochner 可 积分 


| i x(s)n(ds) 
A 


|« Viscotacan. 
A 
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由 于 Lebesgue 积分 的 绝对 回炉 性 立 到 得 出 Bochner 不 定 积分 的 给 对 
3E BS PE, BIS] EXE 87-0, 8[ 7A 87-0, EA TERT NE 4c 0. 
n(A)«8 | È aconcas) 
EI 


«e. 


由 定 兴 不 难看 出 不 定 积分 | 
«aa nces) C10) 
EI 
是 路 上 的 ,在 吾 上 取 值 的 加 法 两 数 ; Bn on 
Ais 4s, un € PR ET n4; (X É, i= 1, 2, s, n) 


时 ， $ ss) Cd) = > M sconcan. 
^ i=l Ai 
iZi 


(10) 48,5535. E 4 tc Pro Si Ee c EKE ME 


4= |] As Andie Cum AKo jl 


i=l 
aR (a= im D Cas) oie 
a iT 


RAPERS DANERA SHEH | 
定理 4. SET Pih Banach zx] E $j Banach Zei E, 中 的 有 界 缕 
性 算 子 ,而 zts) 是 在 召 中 取 值 的 按 Bochner wu[3AZ- HER Bc RR Tace) 
Et E 中 取信 的 按 Bobne 可 积分 的 丽 数 ,并且 对 于 任意 AEO, 7 
V arsconao-r V asjad). 
A A 
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证 d£ Bochner FRIE, pute P2 np UA 00) — EB fr Pe A nn 
E ! UC S jæçs)i(1 tx) {n= l, 2, e, H. Jim Yale j= acs) (on 
CA Jo 
由 阶段 责 数 的 Bochner RAHE EAEE 
ZOCO = 7 V ETOCS] 
A A 


TNT)! (+) 
lim Tyle) =T 8) C -9€ 1:9 
由 此 不 难 仿 前 面 的 推理 (定义 Bochner 积分 时 VAEA 
lim 1 Ty)p(da) — Vraconcas) (38). 
nepo j vi 


IU EITTTI LE 
Jm P| conc |= $ conca, 
A 


. E 
A RISIESE. 

HORREA EK, 从 而 ， T—/€ E*, 便 可 知 对 于 每 个 按 Bochner 
意义 可 积 苍 的 抽象 丽 数 (G0, REDJE, f(r()) J£ Lebesgue 
URZ E. | 

MGO CO ei ( | ayus). 
A 过 : 


与 此 相关 ,我 们 可 以 叙述 Pettis 积分 定义 如 下 : 
定义 5. 测度 空间 CQ, B, n) 上 的 , 在 Banach zc ft E ip Re ME PAR 


OD ur n m tar e e PP Pe Di S P P ee Par P o S Pe E a Ere PP Pn e e a Ir Sd 


述 的 Lebesgue 积分 存在 : 
V fco» fio. 
fel . 
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这 时 ,我 们 写作 : 
CP) (cona) mm, REER | adea 
28 Qo . 


并 称 这 元 为 z(s) 在 《9, B, u) 上 的 Pettis 积分 。 

注 由 定义 看 出 ， 按 Pettis 可 积分 的 夯 数 必 是 弱 可 测 前 范 数 。 又 
由 Hahn-Banaeh 定理 看 出 ， 如果 Pettis 积分 存在 ， 它 是 一 意 决 定 的 . 
不 难看 由 ， 对 于 按 Pettis 可 积分 的 西数 (5), ye) 及 数 o, B, aw(s) 十 
十 By(8) 也 按 Pettis 可 积分 并且 


Vroso +By(s) duas) - j s(5)n(as) +B j TCR 


如 果 o(s) ER EEE e BI] O= U As Ad 45 CET), 而 


i-—1i 
WE) =a; 如 SCA; (5—1,2, ey 9), 
那么 不 难看 出 Pettis 积分 


| fonao- >。 uA). 


”由 前 定理 后 的 注 。 可 知 按 Bochner TRARA A Pettis 可 积分 ， 
TF Hf Bochner 积分 与 Pettis 积分 相等 特别 如 取 召 = E, 那 末 两 种 
积分 都 化 成 平常 Lebesgue 积分 。 

对 于 Pettis 积分 ,也 存 与 定理 4 相 估 的 定理 成 站 。 

定理 5. ip E, E, 是 数 城 瑟 上 的 Banach iA], T&E p] E 中 
HATART. 如果 (0 是 测度 实 间 (O. B, s) LASTE EGRE 
的 按 Pettis H RAAZ, Mk ToC) 是 在 E h eire Pottis 可 积分 
RJ ER, A EK Pettis 积分 是 eCe) 的 Pettis 积分 的 T- $2, 


V recoucao e (concio. 
Q Ü . 
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E RTIRATA e € E1, Tel) 按 Lebesgue 可 积 
Thi BEULAUET eCD), 这 里 z 表示 ele) 的 Pettis 积分 。 
ex T* THRA T MR AT e CE A f— T*e(f € E"D, JA 
而 f(z(s)) 是 Lebesgue 可 积分 的 , HAUEK Lebesgue 积分 是 flas 
e(T*oy(a- QT»), 注意 
PPC = (I*9)(2(2)) = fCx(2)). 


我 们 有 有 
V etrtscoymaae- È fala y ds ftedo vtri. 
Q ü : 


所 以 Tos) 按 Pettis 可 积分 , 且 它 的 Pettis 积分 值 等 于 Tas, SESE, 

ik Pettis 从 指 出， 如果 某 种 抽象 画 数 的 积分 定义 当 画 数 的 值 空 
BRE ÆR RIbACERZPON Xebesgue 积分 ， 且 满足 定理 5， BERARD 
DF Pettis 积分 ， 换 名 话 说 这 画 数 也 必 按 Pettia TRA, 且 积 分 值 
也 等 于 Pettis 积分 的 值 。 这 是 因为 只 须 取 E =K RT. 

关于 Bochnet 积分 的 另外 处 理 方 式 ， 可 妮 Hillep5]. 第 三 章 , 关于 
抽象 丽 数 的 积分 的 粽 合 介 阅 , 芋 见 Hildebrandt[41], 

有 许多 应 用 间 题 中 , 常 考 如 下 的 抽象 两 数组 成 的 空间 : 设 (2, B, 
DET P r3 EI ELE — Un TM, 在 Banach g% ji E 中 取 值 使 
OIE D T 

j lzCD led) < + 


HEAR (DO 的 全 体 ， 表示 成 L'(O; E), 这 里 积分 了 解 成 Pettis o 我们 让 
明 这 也 是 Banacb 宏 间 《zp 这 1)。 我 们 只 者 O< KR, A 
CIGDE RC LS 

定理 6. LO, E) 是 Banach 实 间 52221)。 这 里 范 数 是 


1. 
P 


tsi - j ls COlracao |”, 
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EO DUL E) 是 楼 性 空间 ,这 一 点 不 难看 出 。 碑 们 只 筑 让 时- € 
按 范 数 


1 
TORS BL aD 
的 完备 性 ， 因为 (1 确定 义 一 个 范 数 ,也 不 难看 出 。 Mg. RR 
[EC aC laO, m300), m) ELPC E). — (2) 


MRR oo, 使 b ca< 十 co, VA S RIEK se, 使 


H-1 


B=1 
Hi (12) 8 ZL3E — 88 E EC mi ne nenne dE 
A lese CO— m CODICI <en( R=1, 2), 9 任意 。 (13) 
: | 


A An e {i| Ip) — mH | ox), 
BRIE 3 MIE, Ar 是 hepRÉS (COL EE 
er> j [een CE) na CO I CRY 


>Í erms wa rid EAn) = FRC pC An)), 


CApr 
从 而 BCAn)71— 25, 
于 是 不 难 证 明 
(19) (eei (e 
二 天 i= =F . 
É1— Yee S vp 


[ES i-H 


38. HRAS d9 0 


un 


由 假定 , 取 五 足够 大 ,可 使 a f] a) 任意 小 。 因 此 , 对 于 全 中 的 将 . 


` izk 
ED 24H k EAH, 
|9xg (0 — wat t) on. 


R 
ERER, PE HL, oue oo, A tael) m as C. D Cs t) 
2 i=2 
conma] 8 Boo RTE h È Ct C 8) 0. TJ 
[zn CD, ADE 
由 (12) 可 知 Fs CD lo RE ATTIK Fatou BERE, 


V Jeo uct eo. 
li 


又 因 zs CER RTI, AFEA f € E, frs (D) IBI! PATRES PIRE | 

DES TT KICQIEENEOEDEN (013/469 29 

现在 证 明 aCi) JAk eO) TE L*(O, E) 中 的 极限 。 事 实 上 ， 在 (13) 中 
A qoc, 依 Fatou iE, 


V sco s COPRA en Ct 2, =), 
A | 


an lzCt) anp CO scs. 
f æt) eCo ek) — mue Olle t lug C) — 20], 
依 (C18), 当 取 nna [ir n] ESAE scan, 从 而 
Jta) —2(0|,0 (a>). 
证 完 。 . 
关于 类 似 的 抽象 酉 数 袜 间 以 及 应 用 ,可 参看 ,例如 [3 工 9j。 


加 XH des ORR EA £C 6, E thon xau 的 范 数 。 
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关于 Wiener 积分 ， 设 B(D=ECo, O( —osscact« B«z t oo) E 
一 Wiener 过 程 , 即 一 平稳 随机 过 程 ,满足 下 列 条 件 ， 

1) ETER s, tE (o, B), 

METEC )]=0 

2) eKoo € (a, B) — MECB) — BD CE Co) 
—B(u))1« t LBC) BY] M EBC) — B(uy- 0. 

3) 对 于 5-5, (s, tE Ca, BY), 

MCLE- BCP) mt. 

FATF RARAR R Hilbert 3c8f L*(a, 8) PA Ec fi 6 PR Pe zc FU] prz 
Hilbert 空间 L2, 8, PX(P(0) 21, FE 

Melay) — Co, 13, CC, =e — Qe»), y - 906 (o9), 
这 里 1 表示 OQ EBASCT: 1 的 画 数 ,tz VRF DA) 中 的 内 积 ,注意 由 
-EmÉBGE, 加 (中) 是 Ca, 8) 上 在 DO) rp BH FH RR ERG, RPSL EG 
Eza, B) TELE SEFETE o 8 的 附近 — 0 BUT ERES A. ISZRCEE RUE 
IHE X L'(o, B) ep SRM T zs [S SET «COD CE, filii 

afe luem, m B toa, 如 tuae. leen, (14) 

面倒 =% 一 0。 对 于 这 个 «CD, 定义 Stieltjes 型 积分 如 下 : A 


n—1 
I(z)— > a, CBG, — BCLLO). (15) 
HE G 
于 是 Ke) FIR ES e BSEREREGE RI ACIAD EAR HH Ea, B) 
HITEH Fj LOO FUR FEER T r, y ERG, 
《i Tast By) o al(x) + BI(y), 
(i) CIC), 1) 2 98CI C0) — 0, 


© Hih, (ry). e1 ARERR Lia, 8) 与 D (0) 中 的 内 积 与 范 数 ,但 只 要 
iERPAYU SE CR ECH E HUN. 
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(ii) Ce), I(y)) 23CICE = CCI Qe), 1092) — Co, y), 
Qv) ICI - WME) =|? 
3RSC E REER S m, y 的 共同 分 割 Go AC LAO, 若林 CO 由 定义 (15》 
直接 推 得 。《i> 由 前 而 的 假定 D e PERDU EH, 
: n—1 


(TC = otn) BY) + 


pla . 
+2 > a.a SRECB() — B. a3 BC.) — BC) 
[rr t 
Wiki 2)2) 上 趟 右边 第 二 项 —0, Ehh RR T i- 
一 tw 从 而 l l 


n= B 
KODA OEEO lale. 
p—2 a 


TG MIAE mA He Gv), EAI), 因为 LCa, B) 与 LO 
是 Hilbert Zh 


[1C J= {Ie ye- Cey) - 


-Lieevi*- ey} =le, y): 
对 现在 把 映 象 了 和 互 延 拓 到 爹 LxCm, 8) Ex, di Agap) 
稠 ,所 以 对 于 每 个 2€ LCa, B), 可 取 一 列 »« € H, GE 

l2 — 2 |*—0, 
于 是 . 

Cs) — E29) i = lm — ns e dl m — m] t+ le anal 0 Cm, noo), 
从 而 (ICwa)) 是 D'CO) 中 的 基本 列 。 T JR fee E X € D(0), fic 
(I(z)) f£ L(0) pART X, PEAH X — XQoy(o € Oyf&dll — 
RE, FKF c H) Hp EF Gs) 的 特殊 选择 无 关 。 我 们 定义 TC) 一 
= Arti I2) = lim ICs), Ia) UH e € LCa, B) 的 Wiener 积分 。 
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于 是 (x) 是 由 Lua, 8) 到 站 从》 中 的 映 象 ， 拌 有 旦 仍然 满 足 GO) GD 
Ciii)(iv)。 事 实 上 ,对 于 r, y E La, B), 4 20, Yn € H, fli om, yy, 
从 而 At, t Byn > az-- By (n>), 于 是 

(oz Y By)— lim Kas, + By.) 


=a lim I(z,)-- B lim I( y») aI(z)-- BI), | 
nos noo 


BDEEHB T (D. KATARERER HET A 
(Ce), 1)=( lim Z(,), 1)= lim (I(2,5, 1)=0, 
ft Gih KAH 
ae), IG) = C lim n Ies, » Jim Mt D= 


= Bim TN I)e) Jm s m. y= C lim r2 lim T (2,8 Y), 


f$ Gii), mi Civ) 由 Cii " 

UERR I(2) ELRO), (2) 是 一 个 随机 变量 ,而 由 《ii) 知 它 的 平均 
值 =0, mA Gr) A EG C! = lele, JA ni , FERCHS PIU E IG 是 
N(Co, AnD 型 的 正规 随机 塞 量 。 这 里 我 们 不 赤 葵 了 。 

Wiener 积分 T(z) 平常 表示 成 | 

* B 
I(x)- $ (DABU), «€ La, B). 

注意 如 果 (2,9 € A) 是 La, 8) —KUBEIB ERSTE, 屠 未 随机 变量 
(I(5,00 € 和) 是 相互 独立 的 。 放 从 略 。 

ÆR) Civ I Ag Le 有 到 £2(0) 中 的 保 范 各 性 算 子 。 
借 此 可 以 导出 Wiener 过 程 的 Fourier 展开 。 事 实 上 ,考察 [0, 7] E 
Wiener 过 程 BQO:(esq0), 8E BCw, 0) 寺 7。 作 Wiener 身分 ， 


X= Jroa, z(t) € L3(0, m), 


— 


$6. 抽打 西数 9201 


取 L(0. 0) h B952 ZE BL IER ML Ce (0, 8 1, 2, do 
n= AeCQORB(O, n-12^ 
0 
IK Eu, Xn de AES IE S DH NCO, p — NCo, D 的 随机 变量 。 由 
(e) 的 相互 直 诡 可 以 知道 《人 的 相互 独立 。 任意 (0) € LI C0, 0) 可 
以 用 Fourier 展开 表示 


on 


“= > Baen tt), oh zs (3, €), 


R=0 
这 里 无 穷 级 数 的 和 表示 二 次 平均 收 笋 的 极限 。 售 
X- facae 
PKH Wiener ROTER TOR RÀ 
|x- Nux - | e Y omn 
R=0 


—0. (n>), 


Rx 
Jm ` X= > ERAR, 
" PI 
O o fL 如 果 osctece 
特别 取 QUOS MBPS 


: £ 
BR 4 o) (An oo)= È edh 注意 


0 
ascoaBe = BG) B0) = BCs). 
ð . 


性 $ 


IR B(sj- > Ca as) V ecoat. 


nci 0 
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特别 取 L*(0, 00 AEA E eE 
et) - y 1, e(t y 3 cos nf, n-21,2, «^ 


WE o 000 «O- log 


iu 


E 
T 


a E] 
eua) = f ent iat = y2 f pos nidi = Y 2 De, H= l, 2, ZEN 
Q ^. 


0 


_ od /g sin nl v 
B(A X a NA n 
Jit (OX S ya An 


xx Hi 


T 


x (Laen x CV E -hagGuc 
Xos j V,4800 m X= j yz cos nid Bt), n 1, 2. ? 


而 Xo Xo … 是 相互 独立 的 ,遵从 正厅 分 布 NCo, 1) 的 随机 度 莉 。 
下 面 简单 介 六 在 Banach 空间 中 取 值 的 复 变数 西数 ,这 在 $7 中 要 
用 到 。 
ERI. 设 召 是 复 Banach eH], (E) 是 表示 定义 在 复数 平面 上 
dE Dp G hE E ARR X. VUESTRO EJRATT 
每 个 EEC 


A 


um (E+E GxekERO — 9) 


qp. KERERE E IE RERRUN- 

C16) 中 的 式 正 是 mE) 在 二 处 的 导 画 数 值 mw(E3。 内 定义 2 下 的 注 ， 对 
TAER f CEY, ix SENDE 存在 (5E 9), 从 而 KG) 
ROUNBUEDECHECNTERBC, dul. FRASIER EKUK SERT 
以 直接 推 到 抽象 解析 西数 上 来 。 特 别 抽象 解析 西数 必 在 9 中 每 点 处 症 
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a. | 
ie aOO TER EKER G cb RH S MCUT UC GHUR 

tajac y, an 

是 有 鼻 实 数 集 。 实 际 上 , 对 于 每 个 了 EE, GOOD) EGERN Sis, 

mE KDEA), BR X, C E**. BEST SA f EB*, {XO 

是 有 界 集 , 兰 且 |X| 一 x(%)|。 由 共鸣 定理 可 知 (1X, ] [€ 9} 是 有 办 
数 集 ,从 而 (17) 是 有 界 数 集 。 . 

定理 7 (Viele EBD. SEXT CO ET ER 


IO Fever BACULO RAP RA PEU DEAE DUI ELTE 


证 ”对 于 任意 了 CE ES 36502) Att & SUEIHTR- 
VECOS OYN, 
EERIE RAY Louville 定理 @, f(O) TAA f 6 E* 是 常数 。 
HO 不 是 吾 中 的 定 元 ， 那 么 O) ERDRE rh BANT ER C, A 
Çh) =the fK Hahn-Banagch ;zf8, 3f €E*(&[f[-l, 
TODE) AET. EE 

定理 8. HLO RA HOS IER HU E. C25 0 b — RT Eh 
Hh, RO 是 定义 在 GE 大 在 复 Banach ZR E RU P i E je 
Ei. Hoo, o ACT, 这 里 M 与 入 各 表示 工 的 端点 (如 果 工 不 对 于 
.而 TEES BY T FERK FEES, EA Or Ae) 上 的 任 一 点 = 作 和 


S y= P sd). mE 


这 里 ge ROW U B3 298] o a … s 
5(4)- max [Ag Tagai] 7 
Ll Ren 


HR ò P) if, S 2 TH EERIE (€ E). 


中 Au pam KERERE, 
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我 们 表示 成 


nA p= j "QR X, 
IX Xy FeAE n SRER EC OO 在 工 上 的 积分 。 

E 兮 工 的 两 个 分 割 Zir Pao MRR Sud. 是 表示 Pai] 
分 点 都 是 2: 的 分 点 。 那 末 上 的 一 切 有 穷 分 割 的 全 体 C) 组 成 一 个 
定向 中 序 集 。 工 许 基 复数 平面 上 一 个 闭 有 界 集 ， w(%) ET 上 一 致 连 
A. dr 

o f (r)- max $00 7307)l. 
ie Hem N,N" E Xn 之 : 
"AAT Er 


ME Gn, BP 时 ,证 工 uH Bt I 的 其 ;就 有 

MS gs 8 as! |o a GT. . 
HE FPrO081— Br dci P, RAM OC P o 足够 小 , 可 使 ROS: ; 
从 而 


lim S 
aoo F 


存在 ， EE, 
定理 9(Cauchy zm. 8 (M) Bo AMTER HHA CAUEME IT, 
所 围 的 区 城中 是 抽象 解析 画 数 ， HR 
facon -e. 
r 
E ”由 于 积分 的 定 浆 ,对 于 任意 了 EB 


i( f ZAJA) -i y ar "m Oe ai?) - 


"de. ,> JG) Ma Me) = -j fw) an, 
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所 以 如 合 y= "ae EE), [KR Cauchy 定理 
A | 


fan- Ym 0. 


f 译 是 任意 的 ,所 以 y= 

定理 10. RO) 是 定义 竹 复 数 平 面 的 区 域 G 上 的 抽象 解析 画 

数 ,而 设 开 是 @ 中 一 个 闭 可 度 长 曲 塘 , 划 是 工 所 围 成 的 区 成 完全 合 在 如 

中 。 叉 裔 当 7 沿 荆 运转 一 Fi arg TA AUR 27 GUB ET REUS 

RKE) WR | | 
æ TdT 


2 Tr LAYAT ` 
- r i 
对 于 任意 了 Be JOOD OOOI MRE ERE 
VERE B eric DR 0o cou o VERE 
UfGooxrmo zi C ER 
县 


朗 可 得 出 - Ebr 
R 1 Taylor 展开 ) 如 果 «C 是 部 形 区 域 (| :一 xl eco) 中 
RRTM, BIKA EAER M, 全 OCM, 那 本 在 这 
Reb, Taylor 展开 式 成 立 ; 


a(M)- 5 Da —M sl o9 
二 0 
证 ”对 于 上 壕 贺 中 任意 一 点 X: | 入 一 | 二 ps 所 以 优 定 理 10 
4 T RR LRR, EE 
B Ja C [| mt Mf. 
上 式 对 于 一 切 o< ps 成立 ,所 以 
[a4 Co) fem t M po 7". 
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HEET OILS YEGULERI A ARRE Aale PER M millc 
ATE pEr) HTAA FEET, JOPA EEFOQG)T, Br 
雇 依 平常 的 Taylor EIA: 
fix(X))- -5 PE CESTE E fex" D (一 DIIS 


n= "nl 


ERRRKEAR TEE f € E* 成 立 ; 所 以 (18) 成 立 。 
7&2 (Laurent 展开 式 ) BELO) 是 环形 区 域 
Sp dal peo 


EARS RR ee e PA e e e rerit erm Pr rr 


TERNI MERRER 
T9 
sje CE as (19) 
这 时 


(fy, = 


3 SA) dN. 
r 


E 首先 注意 , 依 Cauchy 定理 , a., B f ET SII DC HR £E— 3E 
AR |% 一 %| =pi —FEJESEHRT HE REHS EET EHA. SET RIA 为 中 
OA P 为 哇 径 的 辕 周 ,这 里 ep Pie TE 


uces j [eCa [A — A [7^ 


fpem = M ,.p^* 


REM, Ta De le C], de. E BR SEU E o RR. pe — E | Am Ao | 
~ha | p 


^it o X lariai" 


"1 


, 56 jin 


EF = JA — Aol” 

Lib c 之 Mp LS 

比较 ;可 知 > etu A — A)? 
n=l 

Rko KH nec—1 时 ,同样 可 证 Las LA o, JA 
—1 
> wn — Mg)" 


BEHS HEA 
9 my 


H= 一 号 


TESTE DC BOB dot Heli, ATE € ESSERE 


Tox 


+» 
f( > aaay) = 2 FAA)" 


n= — nn 


iti reza h FC) )(& — Ao) dA, 


grt 


IRER WENT Ah P) Laurent 展开 ， 


ICON 5 I) y 
BEAR € E* 是 任意 的 ,C19) 得 靳 。 
注 在 系 2 的 条 件 下 不 难 着 出 ,特别 
f ECA EA = Arid 
r 


这 里 a, 是 CA) 的 Laurent 展开 式 中 (% 一 0)-! 项 的 系数 。 


,208 4i—3: Fréchet 空间 与 Banach "sf 


者 BRA 
+， 定 艾 在 时 区 间 (o, B]. T-fE f£. Banach ipn E PRANAS AO fis. Re 
Tor T rum feE, fe» Le RI Ei TRESE. RIENA e06) 是 [az H1 iid 
转变 一 数 , 那 朱 存 在 常数 es 合 对 于 每 个 f c E*, 


var f(x(t))salfl. 
p«r 


LE HESULT Lr M 
9. RIER C2) 是 [a， 8] 上 的 按 Pettis 可 积分 的 抽象 面 数 , 那 未 必 帮 在 常数 户 使 对 
Tq ICES 


& 
flrs) larea yi 


3. AFGR 9) 是 -一 可 测 实 间 。 定 义 在 史上 并 站 Banach 空间 如 中 取 秆 的 了 数 C4) mi 
BRam, RET 


= [JAn AE 8, anam 9 GED- G i2) 


Pel 
«A= 5 eC AD) GB) lim X 2 4), 
ik 
RITARA mii Uk CAD, 存在 常数 oo ox TAA ACT, 
l lxC ASe 
A. RHE a, B] Yik Bochner BELAIR RAAN Ze Hie Hoo 


8 
Had = f ea 
形成 一 个 Banach "RE, HEARR p HCROTBUPBTIBISCTHETU GE, Banach zii. 
Bí .1 
bp=( f iege), p> 


B. TEXEL 1LEHE (D "p E Ac 
mg CR-L23-) 
RARR. GA HRR ORS. 2, EU RE IR AERE 


co 


£) oo, ex 
ua init) ‘ 李 文 清 ) 


g-10 


8. Jg T [e BERAR mE (02 RRETAN, DMIL HL PLRUEENERE ov EATA 


$7. Banseh 代数 ME ET 


1348 8; — El, P [e EJ 的 任意 分 割 aE, Kn x «B 


[11 


| »ECOSERO | S restano. 
fed. 7 n 


dox Xo 
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b. B. TheneHko; Wgn CÉBERAO. 


$7. Banach 3k 


TE $ 2. ELT S, H —4 Banach zz fil E 3i 5— Banach mM E, rn 
f-- Urt RREA T AA ETE RE A Banach zz[H], WE E= Er HER 
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在 这 个 算 子 的 Banach 空 关 一 一 我 们 表 东 成 ECE)— ETA m 
乘法 ; 


(DT XR) TID Q)) Cr €). 
AERA ARE CE) 中 满足 
o. TiC TaT) = (TT ITs, 
PE: 
(TATO STT HTT, TP, +T) =T +T, 
(aT BT) —aBT,T, (a, PEK), 
1:T7—T, 
IT-TI-—T, 
这 里 下 Ta, Ta, Ta € ECE), I 是 上 的 不 变 算 子 。 按 照 代数 学 的 术语 ， 
我 人 说 CE) 形成 一 个 数 城 ( 即 以 及 为 系数 域 ) 上 的 代数 。 当 取 吾 为 
425 ORAHE ATRE- MEE, EA) 实现 成 平常 上 上 的 xn 
方 障 所 成 的 完全 方 阵 环 (Voll-matrigenring), 这 个 代数 ,同时 是 Banaeh 
空间 ， 而 且 代 数 的 精 构 与 Benach 空间 的 辕 构 是 相 联系 着 的 。 事 实 上 ， | 
因 E 一 
Vaso | LPs Io] Ust Pel dull, 

从 而 PTS e Ta b TA IL 
HEBR HI=1s 于 是 对 于 T, Tuy Tu, T, € GE) 

in T Ium Teri, 

iP Ci — To) || LPs foll, 

| TT, — TU.UEL, TT, — TT, | 3 | PT, ToT y le 

sm T T+ jT Fo lil Ea |, 

所 以 当 PaoPao, TIL 时 ,必然 DnE > Toa Op CP, 77) 9 T7" 是 由 
EN xl& (E) | GCE)rp tgp $i. ED T — EATR 
型 即 Banach 代数 的 辕 禄 。 这 里 只 叙述 Banach (Cen ERU REOS PER, 
特别 证 明 , 上 面 举 出 的 Banach 代数 在 这 一 意义 下 可 以 看 成 是 最 一 般 
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的 [定理 23。 关 于 Banach [URBES —I£ DICES D SEHE AT 
BUE, RERA NUA PRO, 
定义 . 1， 所 请 数 域 五 上 的 Banach HOR, EFEK LAY Banach 7r 
MR PREX TRH, (7, 的 -ay, 使 号 按 这 乘法 成 为 二 上 的 代数 @@， 
未 且 使 
>, gy-rW, 
ALB AR 到 RopiybdERG D 
[m — | -—0-— jey —cy|—0 (n>); 
Hyry 1 0—9 ey (n>a), 
除 上 述 的 ， 由 Banach 空间 至 到 它 自己 之 中 的 一 切 有 界线 性 算 子 至 体 
所 形成 的 Banach 代数 CE)， 这 一 重要 例子 之 外 ,下 面 举 出 几 个 有 用 
的 例 。 
fi 1。 五 本 身 就 是 天 上 的 Banach 代数 ， 其 中 运算 就 是 平常 的 加 
EBRE, WAREKE | 
例 2. 在 Banach 空间 CCO)rk , SUA Seti Co, CO m 2(Oy(OCEC 
EOR [e] m sup “CD ama € C COD, 


那 未 0CQ) 成 为 Banach (5e, H BE 3E 
ley || S ||] yl. 


9,3. E 区 2) 表示 一 切 满足 D LEL < 十 co SIRE e CE (n 


—9, 42, mE 
(EF OD = (Gor 10, 


Goo XEBEEDE EERÁ XAR RAA YjRÉ— o HW, Banach 代数 方 
say, BETE T 96h Loomis[ 101, Haiwaosk( 187 等 。 

S) APER [8] HRE Sp — rii aE SARI TE Banach piii, WB4ERS SB. EJHUR A 5 39 
MERGE ERE Banach 代数 。 . 

© 参看 , 例 站 an der Waerlen, B; Moderne Algoba, 2. Bd, 


a 0 0 0 0 $8—X Fréchet "ji; Banach 空间 


BA pinea ta = E Ene. mn 
pra ODAT OD Sua r=- B | 


租 成 的 Banach 代数 。 TOEBIUDRAE 2 GERRIE TEA 


“(= P M ( > ie] nee) 


n= æ RE a 


等 同 ， 那 末 上 述 运算 就 是 三 角 极 数 的 相应 运算 。 这 个 Banach (RE 
uos uw Wiener PEE F, 

. RE Banach 空间 工 一 工 [一 co, o) 中 (L 为 表示 定义 于 实 - 
p sQ) 的 全 体 ， 加 法 与 多 乘法 如 常 )， 
PIRES 


i (eQ) za a a(i arr . 


范 数 定义 为 I |- n OIL 


RPEN, UFER m y € L, any FELEM EL 显然 , (r0 
“C9 是 可 而 而 于 所 以 人 Fein ER 


6 f CT) rinde - 了 AT $ z(r—oM(es)deo-.. 


NBN Vici cS =Œ I s(o)dc «f arce, 


REWARD RAMEY , RIDERE AM SZ, m 有 王者 和 相等。 但 ” . 
由 于 Lebesgue 测度 对 得 六 上 平移 7->7 一 9 之 不 变性 可知 
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$ y(oodo M a(T—o)dr- í yo do { a(7)d reco, 
所 以 依 Fubini 定理 ,对 于 至 一 切 7，. 
æT- ayla dao 


TE HWE HIE TARR, EE k AAMA A. 
(a To oo wm 
( dr | sc eG = M e(r)dr H y(a Mo, 

EA o i E 


levy] = f | f sr—o) uo ace 


<f da(Qr)] dr E V lyCo) |de = attuli. 


从 而 证 明了 sey € LC — 9, co), mfi B.SEB Y. [eei el Illo 从 而 保 诈 
TEREE. PISIA Fubini 定理 及 次 数 痊 换 ,可 知 


cm 


ry) È «(roy f ae tds | 


= N z (de f — - 


= M zt at 人 «(Loro = (repe, 
URERA; PEPHER HG DR Banach 代数 。 
例 5. 3k D. 是 定义 在 [0,.1] 上 的 一 切 有 回炉 % 阶 导 画 煞 的 复数 
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WE ERA e= OKIS a RARP RATAA 
算 , 范 数 定 : X pk 
z max [zO(£)| 
ls] > esten OTT— 
k-—ü i . 
如 果 ||| — 0,382. max |ax9(05| — 0. gif (£20, 容易 证 明 |] 满足 l 
OREL UAM, RIAAN 
bzyls EZ lgi, 
首先 , 命 (ij 一 ax |aco(t)], Bk RE |yco(t) i . 


引用 Leibniz 定理 ,得 
(oy YN) E * (Date tue 9( t), 


二 人 . 
所 以 
* max | (yO a 
les- SES c > Oden 
PES ERI #=0 
a 
SEDES 


FECE P UP BERTI ER CRI GE À SUPCR A METER GRE TEL CO I ERE RT 
以 处 明 D» fi Zo B A ER PES HIRED GE EE, TETEA H D. 是 Banach ft 
数 。 
例 6. 设 4 表示 一 切 在 复数 平面 上 的 单位 图 161 ea dui bete 
IC «1 rb SEPIUS HEC (OO 全 体 。 范 数 定义 成 
lecë)i= max lxCe)|， 
Edis) 


运算 就 是 平常 画 数 的 运算 。 这 时 , 依 范 数 收 化 就 是 在 全 贺 E 上 的 
— iik TREH A X Banach fU. 


— 


$7. Banach [Cfi 215 


$8 7. A VC RID mL, 1] E-— UJ AGO RE FL RUE P ER 
MARAR wt 四 Aem RE SC mr scat SCC 


PI UU 
| 一 ar, EOI y M |z C) rdt. 
这 里 乘法 确实 在 全 VO 中 有 定义 ,因为 如 果 s, y MEAE RUE 


在 Fo, 1] rt ub LEER E B (CIBUS s lel- iyi 都 去 十 ce， 从 而 依 
Minkowski 不 等 式 
1 


{ 1 |z/COwCO v Coa Qo [o dt e 
ù 


I 
i 4 
«mes voi laD [eat |P + 


Mr «op I Codi Pac eo, 
o 0 


由 是 知 foe! eo oo, BED ny EVP RIEM la| RA 
1 
| Fiecoiee, 
9 
NA 


[arvis mex KOI smax| yt) | max|z(t] Ig lot 
max ly CO Hehe ae jr 
MUT RUSERERH Yo 的 完备 性 ,证 |e Sali 0(n, moo Jo SOOO 
在 L0, 11 paR SE TERTHRER E CO 0029 20D 在 10.14 中 绝对 
[1 MEQEMA T Ge 在 [0, 1I Pi SE S cL cS 
FEA p ACIDS MRR E y (D, W iot yj), BER CD 
A8 X IERI RR ^ 
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———— HR 


t 


e(t) È ziar, o 
0 7 B 


所 以 , vo M 
Poco nnt 


学 二 


«V leser- vena ve- KDK 


ü 


fec de 


= |e MEC » 


[这 里 las, 引用 了 Halder 不 等 式 ] i 


t 
所 以 ; (sire lim s(£)zz(£). 
h fi os E 


£ ^ . D MEE . 
CATOL CERON BEDA CO m nC. 
0 : . 
i i. aa 
又 [me] mar lat) eC) [S PORTOLI 


o a : H 1 
—max |e) -2(5)] * L$ socor] mese 


于 是 VP AAEE.. D 

9) 8. iE 2 "表示 定义 在 于 直线 [- o, Leo Kf — oe , stoj 
MIZERE rh L— SLRCR. n PME A A E R E 
MAREE, FL TRIER LERA E FRENE 
平常 意义 的 线性 组 和 与 乘积 仍 属于 Dn 


E 
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IIF e EDR EX. 
' m T ro 
lop E mex extre Ey V A. 
pam ”to Pe" te 


按 这 个 范 数 的 收 敏 意味 着 (D) 及 其 到 第 m Bri Bde Er SERUR ECT. 
fr so E EUR Sk, PETIM, EE 


[ayi = $1 pr mex] | > OCS KOJE: 


k=0 


+ Ža fi Š ota KOIL 


l o 


Y ov 1 
E > pr max [ety | X 5t mex gcc] + 
m k max js itl on 


P» NECON $ [CD [dts |l e yl, 


PA ifi T ME SIEH] D$? 是 Banach 代数 。 

定义 2. Banach REU RE ERER PRENERA 
律 @。 

例 fPiEXCY FARRER DU, Banach 代数 有, OC), W, D, Du 
-4, Va», DEP MERE EE) 一 般 是 非 交换 的 。 BIER SEDI L p je 
法 的 交换 性 ， 为 此 ， 注意 


Gay 一 人 se- c)y(c)do= ES coy 4 odo = 


— wa -a 


= f y= Delois gem. 


-— en 


o Mim X, ETEF EA ERARA, 只 是 为 了 重重 矶 中 的 发 展 ， 仍 保 丰 这 一 
命名 , 姐 只 用 于 变换 的 情形 。 c 0007 i 
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定义 3. Banach 代数 中 的 瑟 。 叫 做 未尝 位 元 ;是 指 对 于 代数 中 的 
IR v aA MR me ex cre | 

例 天 中 的 主 单 位 元 就 是 数 1; CO), W, Da ep HERETER E 
等 于 1 的 两 数 ; CE) rp ER NGCRERUSSERCT T. 

反例 ”并非 一 切 Bansch 代数 部 有 有 主 单位 元 。 我 们 先 证 明 L RE 
单位 元 。 姑 条 它 有 主 单位 元 x。 那 末 对 于 一 切 € L ARo 


T 


dus t) 一 1 mo(t— o (o Mo =t). (1) 


取 (H WRR E — 7,01 ak Co, 7 107270) ARER , 382 


i fe (ioo AUR crede, 


一 了 o ini t£€[ —7,0]; 
d 1 如 果 Os, 
V aa-oxe-| - 
$ 0 如 果 teco T] 
注意 第 一 积分 可 以 改写 成 
z 1 MR -TIKO 


Yaroyo =! | 
3 0 KRt E=, 03, 


依 不 定 积分 的 微分 定理 ,可 知 

TEL —7, 04 内 部 殉 逼 (EET) —0, 7 

在 [ua, 宁 内 部 殉 通 zo(i 一 7)==0， 
所 以 对 于 一 切 7>0, 2) EDO, 71 [—7,01 PRESA SET O BER 
T 弟 任意 药 正 数 , 所 以 ao COPA RR T O,fVACD 得 知 对 于 任 章 »(0 € 
€ L, a(i) =0; RÆ ES). AE D ARER. 

叉 注 意 DP WRR m2>9 LRA PRLE, fk Fouriera 
ARRE, 对 于 任意 0€ Di? AER 

"GR Bohner-Ohandrasekharan (pt tA, SR, 
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lini x(f)—u, 
IIT 


DO 中 的 乘法 斌 是 平常 两 数 的 乘法 ,显然 DID WER Io 
定义 和 KRK LP Banach (VO Bom fe N np E dy 
Banach 也 代数 《或 相应 地 RD (08 ERNE R is HE 


数 成 为 一 个 Banach 代数 (或 相应 地 , RER, EARRA 
BIER Banach 代数 的 一 切 条 件 , 但 其 相应 地 Banach ZEILE HET 2A 
AES EESTI, 

例 1. K 可 以 看 成 是 任何 具有 主 单位 元 。 的 Banach 代数 五 的 
Banach 子 代数 ,只 须 把 数 a 与 及 中 的 元 oe 等 同 就 够 了 。 


例 2. BRE Rb Hilbert 空间 [0, Yl, 考察 C) rf FIERA Z0: 


1 
Ha Vat, Pe (e)ds 
0 


SP Eo PREIS 

H(s, DE P([6, 11x Lo, 13D, 
《嗓音 位 正方 形 [0, 13x Co, UL E—U]28 2/5 SO HR BAI c Uc) SE SIEHR IN 
”是 你 (到 rei T POS EER AT Hus Hs 的 楼 各 是 BIG, t), 
H;(s, Ü SIR EA Hi Ho 80145473 E 


1 . 
f His, DHT, Ddr. 
D 


SUE F JEN P-UR ARATZ BER FUERIT PARCI 
GEL 


H(s,t) = > PE PD 


tzi 


的 积分 算 子 的 全 体 ; 其 中 pr ELTI FARNIBISTH OK. HA 
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BUr JP ES OAF EN p ASECBHI), MA E REN B5 — 
数 。 
| &X 3. Hex K 上 的 Banach | AU Ru dk E; j K ER Banach ft 
数 ARO RR RER ROC MUI eem (06 A, mE 
€ Ri), Br xm, yy hts 
Aat gor, + uy, ayey On e EEJ, 
Ft Bi som PRETE ej =al 其 中 ellos lal deem 
Kot; Hm 的 范 数 。 
9j it Banach fa R E M fir e H ei=1， HRE 的 子 代 
数 (tela C Ky [RET Ec 
定理 1， 每 个 Banach 代数 必 局 构 于 一 个 具 主 单位 元 的 Banach 代 
数 的 Banach Banach 于 代数 。 
[73 3 RAE N CC AURRE f. 
B'—fz-re|zcR, A€Ky. 
其 中 。 表示 不 属于 “的 一 个 元 。 在 这 种 "形式 和 "的 R' 中 定义 运算 与 
范 数 如 下 : 
(z+ ke) (yt Be) tyt A mje, alate) = az + (ahe, 
《z 十 Me] (y+ pe) = (ey tayt i) Que, 
[^e lel HIA]. 
于 是 十 he 一 >y%0 thoe (An, To € Rje E RPE 一 > 大 【在 五 
H) FERH R Æ Banaoh 代数 并 且 。 是 再 中 的 主音 位 元 。 怪 同 构 
TER) Banach THER 
[omm 0, xE R}. 
例 1. 已 烃 知 道 工 演 有 主音 位 元 , 依 定理 1 添加 主 Rex xe 
理工 的 万 尘 作 一 Banach 代数 ,使 它 包含 与 工 网 构 的 一 个 Banach £X 


e Hg F. Pisz ot B. Sz. Nagy, 809, 
& Banach D HECE E Banach ?EIBS f 31d , FI] SC Pese. Sold. 
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后 ,所 得 的 Banach 代数 表示 成 Fe 
例 2. s 


o 


Po 一 [XCJ HAIA EK, X(s)= | a(1)eitidt, — oo << + o0, 


| «(D EL. 
(E WO 中 定义 运算 如 平常 画 数 的 朋 法 ,乘法 , 范 数 定义 成 


lc) e È elde |]. 


IER oC) --«( C V9)o20) XC € Wo) ( ikB s). f acerra) 
是 由 Tc 到 Wo Eg S r, [HE Fourier z83X BJ dj 0, Fi BI ER. L Hi dd 
数 Fourier 变 式 的 一 意 性 可 知 7 是 一 对 一 的 。 内 关于 精 式 的 Fourier 
变 式 的 定理 可 知 Ji [el HE, E 008 f An. W CORRER, NE 

定理 2， 具 有 主 罩 位 元 的 Banach 代数 五 可 以 经 过 改 戌 "n 
拓 站 等 价 的 范 数 后 ， RT Banach 代数 EC 1) Hke- Banach 子 代 
数 。 

gu. 设 。 是 五 的 主 单 位 元 。 由 于 | 

D. a(M- pz)= reyd- Baz, 
EB g—ocy SERES RR og ay AD L— EBERT, umm 
AXKE€GGOD) 表示 它 。 轩 为 
(2, 2-9) — a H ma, Qay- XC), Ls)y = m T - 

”可知 旦 与 区 (了 中 的 子 集 虹 于 14。 Js €) EOM? 234. REHE B 
ERRU TECE) 中 的 转 任 。 镀 然 2Cgz) 二 (29)s, 所以“ 


DEOLXS lo AS hen 


tb. E,Bocbner-Chandrasekharan[S].25—3 56,7% Axwesep, iSc X, E 
X1]. 
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As(y2) = (Aay )z. 
反之 ; 如果 ACUOD 满足 
, A(ys) = (4d9)2( —Wj y, € B5, 

BK AC? sc b,TRH AS 26. HIR EGXX29 42— (A0, TRNG 
a= Ae, AK Az az DIT EERE 2 € RM 从 而 4 4s C9L, 

TRAESEBS 91 d (ECHO 中 的 所 集 。 事 实 上 命 

A,Q—ACÉ(R) x €R, 

那 末 对 于 一 切 CR, 


Asy Ay. 
由 于 Banach 44 ra etta RES Ag 
A(gz)e üm Ag(yz)— lim (dne —(Ay)z, 
Em ke ; 
MACU, FERRA RAA RRERHAN. R 


EA, = sup lA-yli= A, lay ltd o 
Hle te | 


pim As Az 1m , 
它 也 是 一 对 一 的 ， 
因为 - Am dA. y — 0€—2» lA. —9-——2|z-— y |l =. 


=r y=>4:= dy. 

依 Banach 定理 (8 5), z-»4s BERRE. W4 (ops =| 4 [CFE R), 
MR RKE BR E RR PO FER RIEN US LE A 是 & R) TH 
Banach 子 代数 ,定理 年 完 。- 

注 HUREDEROENUL. «4. 一 般 只 是 由 7 E EK 2 YAE 
粳 映 象 且 是 代 笋 间 态 ， 郎 不 必 是 一 对 一 的 。 0000 

例 在 任意 Banach zB E sb EE zy = @(z y € E), 部 未 zy 
«zl ly], THIR E E Banach 代数 。 这 时 每 个 如 一 日， 从 而 24A. 
TEAR 

RL 具有 二 单位 元 < 的 Banach {E ge KTE £5 E ia KARVA 


8&7. Banach 4035 son 


等 价 的 范 数 | oen s 使 
[elio 1, jaylli iele gia. 
证 RKAS leh Ai RERE a: WE. 


"DUST. nn n AL. JOD RE CRLA MUERE rLoo RP rrr n m rt EA 


"T" 

秆 ”人 先 于 必 颇 时 对 了 添加 主 单 位 元 , 成 为 Banach (Gc, 着 把 R' 
al 天 可) 中 的 范 数 ,部 得 证 明 。 

在 下 面 除 特别 声明 外 ， :所 考虑 的 Banach 代数 常 现 是 舍 主 日 依 元 的 
$t B PS TOL CURE JO REPE 2.35 1 的 条 件 。 

定义 6. Banach (AUR R p AIT Y UHRI e AJA, rd o pf v B3 
去 道 ,是 指 ey-e. 如 2 同时 是 的 左 道 与 右 遂 ， SUR wubf e BIG 
in æ E R PAIR o mpak RAEN, MNR e (E Rope. 
d x nfi B RETo | 

ik ”如 在 代数 中 所 熟知 ,如 .3 BOB Zo d E BICRIX 38 dH 
敌 , 大 且 这 时 道 是 一 意 的 ,通常 表示 成 zto 

例 1. dm E=K, 那 末 凡 其 中 非 需 元 必 有 道 。 

例 2. 3; T TC f(EXCE 是 Banach zz TE SEPA, BAA 

RA TER E jE FIER EE BTPIEIERC m, f 
UO z € E= [7. | zonlatt. 

IGUER TIER KPA GU EER EUR FIGIT, m8 — 
个 空间 中 的 于 集 因 (7) 到 另 一 一 空间 中 的 于 集 38 (7) ERTEE XE — A 
了 都 可 以 看 成 是 有 这 A 二 是 以 38 CY XC BS UP B 
域 的 算 子 。 : 

95. — 3 p mem (t, pum 
Ce1, eay €g te em (OR) SL, 2, eee Jo EX Te—6lo (=l, 
2, ee, W U engi =s (nm 1g, een y Ue -0, WRIT — I o € E; 
{Tel — jej, UT —1, lE TUAI, W% TUe, = 0, IET JEAEGUE RS. 
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定理 3. Banach (UK RB IEHIDC 2e URDU — TEARS ACE TH. 
zz o t G CR) EEUU SR. 
证 首先 证 明 e elcier CO(R), SA 


y. ed S 
k-I 


NE . | 
wys (e= (0—8) (et Y Cea) )oe- (ec), 


而 因 tee) tie je e e [LT 
所 以 n=>co==>(e —2)'*—9, MIN xy—e(n— 90), 35088] EH, 


e+ i (e—2xyY 


ko ues, ERIE y= Jim V)» BK zy e, IRI RE ame 所 
EA scG(B), 

其 次 证 GCB)RJTÉRS ABRE xa CGCRO, SUR 27 TTE, m 

gn! X xg-e. 

由 于 积 的 回炉 性， 有 2 AJAR RU (o) TE fE, E Uee’ eUc)- 
(zl íz—el«1, 2 € R} , dE H eo UEU Ce), 所 以 ,如 果 y EU Ce), BU 
yos! HEC *, BID ysg =e 于 是 9 有 有 有 道 。 同 理 可 证 y UE. Bi 
PA gy € GCE), XR BE GC ST RS. n 

BARH 2277 是 定义 在 GCR) E uu gi ra 首先 注意 ， d 
Eue; SER n Risk Cmm, 使 [25 —el « PES B 

cauti Dé (em) bem lie Co t CE m)? 

el titis, 
Ar N —sup]oz? |. 
"ol 
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那 末 lle 22] = xa Cs — D] IN s — el. 
Ed feelo, HELA a;!—e(n-»oo). Sb-—REHL mu E GCR), Jh 
XO nACPACuEÉE ne Bf, tE GR). P mm 19e, 所 以 
(zum, 1 )71—e, : 
B] a, 1e, p xL! m (zim)m, al xz. Ux i(n— oo), HESE- 
定义 7. Banach [Uc R WTAE J 叫做 左 ( 右 ) 妇 ,是 指 
1) JR. | 

2) zCJ,y CJ —9 hr uy EJO, mE KY, 

3) y EJ, o C Resey CI( 或 相应 地 ys € J)o 
既是 左 纪 又 是 右 幻 的 集 叫做 两 侧 纪 。 

注 在 嵌 范 环 的 情形 ,没有 区 分 左 , 右 的 必要 ， 简 称 幻 , 由 人 一 个 
元 组 成 的 集 {@j 是 一 个 不 足 道 的 两 便 妇 ,叫做 雳 妇 。 注 意 ， 任 意 多 个 
BRDIH ZCK WAD, | 

8i 1. £ Banach 代数 E (E yh ET EERTE 2o € E, 

J(zo)e (T | T, — 8, TE EB). 

RAEN, 但 不 是 两 便 各 。 例 如 按 定义 6 下 例 3， U C12 CUT) 
up Aqu UT &J (e 

. f£ Banach 代数 CCHR, A to € 屠 末 J Coen (2| (fo) — 
-, M ce REMS. AA, HT O 中 任意 子 集 o 


J(z)e B Jy (QC e(t) =0, 2 € ((0) 
AC 


A Jc 


(p x 13 u-Foe Z i (xr Ae)y zy EM C E, yet M)-— —ys4AyC R, 
9j 4. 3E E—L^ [0,1] 那 末 核 HC, 0) € LLo 11x [0, 11] 的 积 


943. RER EREET Banach 代数 , E' 是 由 E Indc oc e 
而 成 的 Banach 代数 , WE E EUG EAS R MRN REL (ESSO 
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ZEIT B3 UN GE X. 4 Ja] 2 i3 GCED m D, 

定义 8. E RWA YRA CES REID ET, EREDE 
fa Heft fc H WAD IT Ro 
. 801. ECCO, JC —- feja ECCO), e(t) =0} PY TA E 
Sc E Et y €J Ct, BU vCt)250, HR T EXC 2 € C(O), 


(D= (s educ) )+ ea, 


这 里 ,上 式 右边 第 一 项 属于 I 080, 第 二 项 是 COSS ote JO ifs 
加 了 yy 后 生成 整个 赋 范 环 OO), 了 从而 了 (to0) 是 极 大 幻 。 

例 2. 在 定义 7 下 例 3 是 RI p AEAN. 

定理 4. ECA MADIHA MWAI. HAE. 
MIDIER A P. 

证 REER to yo € J, 那 末 必 存在 zn, ya CJ. 

Wa—REQ, Yn—>Yo. 

iR aE K, ER, JR w-d-wn-»zo-l-Ho, Atn Oe, Znz 从 而 
Sotya; Xo, 2:9 AE J Po WE 了 = 部 NOKeCJ, 朗 存 在 9. € J, 
使 Br ys 3, 5 r EOAR, tn A ez, MT e= zat 
EJ, 5 J RESI SE PROS 

Tli —^/ c5] J IJ ne KL AERE T INI SE, 设 ULL 是 
其 中 一 个 全 序 子 集 , 那 末 容易 看 出 。 


Jy U J, 
4 


EAJ BE, ATIK Zorn RER fede — 4 & J HEKE. 
RL Bez CE IR BID KS DR 
R2. AT Banach [UK R eE e AEE, ABL RU 
AR GA TELE RUBIA Ch ) dg o 


T HRN, RF Riez et B. Sz. Nagy[14], Pp. 158—160, 
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证 0 Br HEN, BR =e, 如 = 和 包 合 在 极 大 左 妇 了 中 ，, 那 末 
eco 也 合 在 了 中 ,得 出 矛 技 。 | | 
2) Ebo 无 左 道 ， 那 末 Je—i(ys|yC Ry de 且 是 一 个 包含 
的 左 幻 。 依 定理 4, 必 有 一 个 极 大 左 幻 包含 Te 从 而 也 含 = 
定理 5， 为 了 元 必 属 于 一 切 极 大 在 刀 ; 必 须 且 只 须 下 看 会 一 条 件 
HY | | 
《1 XETAERE y € E, e yo 有 左 道 ; 
(2) HITER y C B, otyr 有 两 便道 ; 
(3) 对 于 任意 YE 了 etry A FB: 
(4) 对 于 任意 y& B, e moy 有 右 道 ; 
(5) xo ER T —U) EXC la 
证 Hbc. BEURER BETETE y ER, (E e--ymo ROAD fe 
EMR, BEAk J, 使 J3e+yx。 但 cC J, 所 以 
e€ J, ARTIE TEOR. BZ, BTE YER, ety 有 左 
ii, i m PETIRIREN v, 那 末 
J'—(a—-yn|a€J, y ERER, ， 
ERE- EIDA J, 而 依 了 的 极 大 性 , J'— J, (BC TAE DS av € 7", 
wo KJ, m J'-B, HEE a EJ, y CR, (E e—a-yzo, Bl a-e-- toc 
(RELER e tys 有 左 道 ,与 «€ J Po Aide EC ETE D fo 
现在 证 (1) 一 >(2)。 设 。+yxo AEN IEH e+e 的 形式 ,， GE 
3(e-- 2e ymo) --e, Mi e+ gua Jk etz AAI, B. e= 一 Yo 一 ZY 和 90 
fk ETE BUREHR, to 属于 一 切 概 大 堪 幻 ,所 以 z 属 十 一 切 极 大 左 妃 ;从 而 
1& ETSI SERI], e+e RER AUT AREGEASGE dia MET eb ymo, 从 而 ?十 
+z Re ye 的 两 便道。 
《2)- 一 >(3]: PE e+ yno 有 两 便道 e+ z, 那 末 注 意 
(ed z)Ce-t yo) = (ety et 76, 


从 而 
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Cem may — tiry Ketty) 6 — ma stytt zyto)y —e, 
(e agg) (4 — roy — mzy) e e -Ez Hyr 4- yt y — e, 
Bi] e—itay 一 wo29 是 * 十 zoy EP) PRI ANE 
(3) 一 二 (4) 是 显然 的 。(#) 一 二 55) 的 证 月 伪证 明 的 第 一 部 秀 ， 同 样 可 
PRES J= (4)-—(3)—9 (2) — (1), 证 完 。 
定义 9，.-- 切 极 大 左 刀 的 交 与 一 切 极 大 者 妃 的 安 是 相同 的 叫 敌 


Cr 


注 依 定理 4 OR 2 根基 中 的 元 必 是 等 异 元 。 
例 1， 属 范 环 CC9) 的 根基 是 {@)， 因为 它 的 根基 舍 在 一 切 J( 中 
CEO) . 
9| 2. Kcu n KHARAZER 2 一 ai^ 的 会 体 , 加 
kzQ 
| BokREUS RREK 


"—-—- 3 Jaslo n KO RIRE, Bi E subo 的 
-k=0 ' | 


D ach 必 有 逆 ， 因 为 用 通 扒 公式 a — (bm … beam), Ez 


*=0 

S1, 51/2, EFTA » arzt 的 逆 元 Xena. 但 这 样 则 
M moi M Coen) XI v CK, ADR, MIEL ETARE, T 
夫 @, 所 以 Ao? 的 根基 包含 一 切 满足 ao 一 0 的 元 S az, 


kzü 


9| 3. GCEY E EEEURG RKL, RU JESEOC T ST HA 
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Xn TZITA e CECE), 存在 (I RETREAT) 4a 
CE, ETO, A Tomb, LE CEREREM, E. (0 0 Le 
U (2) — f(z)a, HRR 

lll HC les LAT dile, 

ATU EEE) TUC) = f(x), UTU(s)- [(z(b)«a, 所 以 
(TUJ {2)=f(2)b=TU (s), BITUY TU, TRA 2 —U, 依 上 述 
(一 2D)-: 存 在 。 但 另 一 方面 

(I— TUM —I-—2TU--(TUY-I—TU, : 
JATGREGZLSE(I — TU 1, 得 I— TU —I, TU — 6, 与 6 了 全 矛盾 。 
定义 10. 复数 和 是 做 属于 Banach 代数 中 元 6 0939 fis pla), 
HUE RISE o(a), 448 f BEDB UHR o ahe AIENT SE 29 Eea) 


PA a A 


CUM EOIN RRRA MA ERATI 
本 一 r= 
的 方程 ， 末 知 元 在 一 个 Banach ARE rh RR, ACEC) &€ K, b Æ 
E EA. BUR %*E pC(4)， 那 未 对 于 任意 6EB， 上 面 的 方程 有 一 意 


解 . 
g= —R(À; A)b. 


定理 6. 如果 A.€ p(a3, TEL 
[A—A | «C lim [Qu; a] w =A € pCa), 
n co ` 
而 且 这 时 
KR. a)- RA ay—(X— ACEC hoa )* oH CA 一 Mo CR Co; a)». 
HOD 由 此 可 知 p(a) 是 开 集 。 
2) EEE HAP E 
1i 
Jim [] 20; 2)*]*1 
和 存在。 事实 上 ,一 般 在 Banach (UR E qn TEELE E 
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ES 
lim ||æ”"|] 7 
"29 


存在 @, M B «lel, 从 而 
1, 
E lim (RC; ay 9171260. 
3) 由 此 可 知 ; 如 果 RO; a) £E ro 处 存在 ， 那 末 RO AME Mo HIR 


Ww ERG S0. REL, 


R(Ma)—RQw;a) 


im BOR ERO; ay P. 


AÀ—Xn 


证 ana [Ahol "an 3k Hia, = | RO; arts dnd 


n=0 
1 l . 

， "- tim a," yt (Rc 2 B RR fg rf 的 Cauchy-Hadamerd 7 

Bb, HAURIA. KOIPICRGUUC. 


Y CR; IY . 


nl 
决定 五 中 一 元 9. JOXXACRCS Ye — 6, 并 注意 Banach 代数 中 的 连续 忻 ， 
ZAREAN: 因为 
| Xe —a — (Age —a) + (& —No)e, 
容易 验 明 z(Xe —a)e (e —a)2 e, 从 而 得 知 z= R( a), 
E 7. Aa E Banach (Uk Rip fj 35,4 


G EAR, ERA, EB iuis unda 那 末 
lim aan, 
n- 
存在 且 = inian, BETRE, Sg Pálya, G and G. Sgego, Aufgaben und 
n0 


Lehrs&ze aus der Analysis, S. 171 Aut 8.98, 
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i 
r= lim |a"|*, 
T- oo 


RON 4) =A-le+ > 和 -an 
n=} 

Wr EH 6 gx nT LRE. 

3& 1l. dp Banach 4C RAE AE, 那 末 任 意 元 A T— 
TAB HE. 

AE ”由 定理 6 下 的 注 1, pCa) 是 开 集 ， 所 以 其 补 集 ala) EHE. 
EH T, ^ C olay | A] xzr— lim lest = inf |«"| *« ie] < 

"oo neo 


4 oo, 所 以 oD R Bii o (0) = 中 BR RO aAA FR 
上 存在 。 但 依 定理 6 THS, Eo) AAEE RIR EATR 
所 以 对 于 以 =0 为 中 心 而 于 笃 足够 大 的 图 F, 

| 20s «dà —- 0. 

j 


但 依 Laurent 展开 ;这 积分 应 当 等 于 2rrf*e AT e= 8 与 假定 不 符 ， A 
为 已 设 卫 不 止 合 一 个 元 。 证 完 。 

R2. gh Bonach 代数 R 按 它 的 代数 精 柳 是 体 ， 那 林 卫 必 号 复数 
RAPo 

1E UR 1, 对 每 个 ER, 有 在 复数 入 ,使 Ne 一 a 在 中 无 道 , 而 既 
然 忆 是 体 ,所 以 henas MARA ER E e Ktk, BR R TAAR, 

m 3. 对 于 Banach 代数 五 中 任意 元 4。 


A. 

sup ]A]= lim je"|* 
ACe(a) ne 

E ”由 定理 7 可知 


sup [AJS Zim jarj. 
aE e(a) 
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B3 
ex mt IM m lar”. 
AX £20, 使 


L 
7 


prex m jja”. 
ne 


依 定理 6 下 的 注 3 E Laurent RIR, RATAT, o Api p+ e 
26 4489 ERE, PEL s AE eC rh HA 


B(A;a)— » "EVE 
SI — cu 
. _1 NL 
这 里 md È Ra) MÀ, 
ru 


但 因 EO; a JHE P PERIIT S, fk Couchy 定理 ,如 果 下 表示 以 "为 心 、 
EN 
Pr = im [an +e A PIRR s 也 等 于 


1 * —n— 
z { RCh: JAIA, 


而 依 定理 7, 对 于 7-0, on sa}, B 
mr 一 a H Che —a JIAN, 
r 


所 以 Ja] Lor o4-8)*9 max [Ce a) 


[E Çhe -a)71 在 工 EBD XE BERT ER , 依 $ 5, | (Ae —2)1| fr UT EAM 
”而 对 于 任意 0270, 


i^ 
. hm le" n 
Tk 


soe, 


ài 
所 以 im [e"|| * 
HHZ JE, Wt 
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i 
p= lim jal”, 
n 


定理 8. Pti Banach (UE Ri LET, mi p(e) e Bud 


路 


式 ( 即 形 如 》 mori. Ape €, me) MR 


A poppe T PA E 


c( pz) = {PAY AE ace}. 

证 RAEC) HR eheti AREH 4 & 2, 存在 一 个 
EHI, 使 x 一 "eCJ。 于 是 p(s)— pOOe EI 0(2)— pO Ye ff) A 
THREAD EI POA) ECE) o 

EZ,V CoCpQn)), BREEN, f p(2) —Ve€ J, POY) 一 
一 Ve WI ELZ RE pk E28 SARREN M SIEUT BI SRI s iS ADSL 
中 至 少 有 一 个 无 道 ， 因 为 否则 p) Ve uACHGH f. ux “一 和 是 
Fi 一 Fe 的 一 个 无 道 的 一 次 办 子 。 那 末 存在 左 纪 站 ， 合 ehee, 
AC€o(z), X p(z)-VeCJ'. H z—Ae € Ti p(2)-- pe € J', 
AEV —e(X)e€ d'o J' BER IE E] "DAI v — 00» 

-定理 9. ifa 是 Banach 代数 互 中 的 任意 元 。 如 @G 是 复数 在 面 上 
& o (OI — TEE. SEE 670, 使 对 于 于 中 一 切 满足 eale 
«s 的 元 b,e(by-G, 

证 命 闻 表示 9 在 复数 圭 开 ( 即 包括 扰 为 远 点 忱 Bg ÉL E BUS 
集 ， TAE Fce(a) 依 定理 7， 24 Acc ff, RCA; a)->0 TAER 
KEAN P ERBEK. A 

TOO pe maz MCA; ai 


f ei. REACT, bale, HRE- 
b—he=b—a+(a—hej=[(b—a)RCh; Drao 
而 |(5—2)8Q;a)] «22-1, MMC — M 1 TE E 
Fcp(5), 或 G0(b). 
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定义 1l. Banach fgh AT a yM SURORIG, EH 


1 
, Hm lal* =0. 
n= 


HE 广义 天 看 元 & 也 可 以 定 尺 成 满足 ols 0E AE 
RFU- ERR WETERE XEF HRŻTR, H FÉ 
的 例 可 以 看 出 。 

例 at E=, 1] RSE) Ae T d Voltera SS T 


rw V HCs, Dati, v € Lo, 11, oscoect, 
0 


这 时 H(s, 站 是 三 角形 区 域 Oscysce«c1 rb BRECERER TC An 
p max |Ha, |. 
aiei 
1 


$ leo. È jejas. 
| ao 
TERES TED, 而 
EDG) =| res «com z, 
00 . 


[COO ODIT Mals, 


ec s*esateevaceueeseeo nsus " 


Kroll s xe EOS 


当 把 b Te kj RE T 


ncÉoü. 


i , nlAu-l 
lel jeg Y 一 一 


=i 
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比较 时 ,可 以 看 出 E Tes BRO Doi. 全 


nl 
y= > are, 


中 一 业 
HE ATy- > 一 和 
n-i 
BIER 
(I-a yy =r. 


sFr e HAY BED — EE tE TAERE H 因此 ， 对 于 一 "E 
XESRHH,CI— AT) HE. PRIJeREROSC Tu) A0, QI— TY “存在 ， - 
所 以 o (T) - (0) TE REL. 
EET RERI: HO Hs =s t, 不 难 验 明 ， 当 EMs, 1) 
表示 算 子 m h, 


HO s, t) = (s 一 二》 一， 


-~ 1 
(2-1)! 


从 而 n= f mDr Dan OA 
部 对 于 一 切 12-0; Taio, 
定理 10 为 了 元 EDU UE*, 4 VARRANT — ETA n 


^a Bam pratum. 
Cn ` 


COWE Bo RJUSCHOROG. BROCOS (0). 从 向 对 于 一 piso, 
Quay feti. MOER F d, Ce na) E, d 


Jimi ie] " 2:0, 


依 定理 T, 对 于 一 切 neo. 
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-1 
(e— paji us (x a) n as > angi |= 
A 
一 6 十 > pra", 


n=j 


KRR TU e efi» ATI 
lim eea" =0. 


到 之 设 lim pa" —0, B). lim 1 请 ja 一 0。 
Lr oa no 
A 1-0, 那 未 对 于 任意 82-0, TERR v 足够 大 ,使 
Eablet 
- n zT a" 
gn la le Ta Te 


T n 00, 可 知 对 于 一 切 HE0, 


-n len i 1 
lim [e"|*«——. 


Lad LI 
1 
Am c lim jani «9. 
` nw 


X ”Banaob Ut RREH OTRE NEET, 
WE Ro 属于 根基 ， 那 末 对 于 一 切 YE 马 eva) GEM 
8) 特别 全 yuQ 表示 任意 复数 )， BR o 
emo s 7 Ce ua) ses - 
dd nm ATEEN, cE NEEL 
广 . ROG e BORSE EAk EXI TAHAT EEE) 
(EELO, DPH SCESEXC BEM CEREAN T RAE 
€ (MAREE. | 
B ROOGUTOEUÉERCBCPED EBUAEANIGR FEE Banach 代数 
Bp HR ETESEC, 
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Jj à ROJ- RO) e (us — NRC RRC) Cx) 
在 线性 方程 理 葵 中 起 首 重 要 的 作用 。 
不 难看 出 ;如果 A, 属于 元 o DUREE p(w), 卓 珠 解 元 RC: a)i 
是 方程 (*)。 事 实 上 ， 
R(Nx) = Rs z)(ue—2)H(u; e) = 
=R (A; v )(pe— Met he ms} Rr)= 
=R, oX mAAR m w) + EQ 2); 
从 而 RQs 2) 满 足 C*)。 
是 否 满 足 C*) 的 ECX) 一 定 是 蘑 元 的 邓 解 元 昵 为 了 Gx) 的 解 RO) 
是 R PETRER OED, D 为 复 不 面 中 某 区 域 )， 必 须 且 只 须 
ROHT AED 有 道 元 。 事 实 上 ,条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,反之 , BOE 
TRCS,UER(ODl fik, dm pe- [ROT 


于 是 hema = (hm p je HERC p. 
既然 ROD 是 (的 解 , 可 知 - 

(A i) ROO) -- EG») RA), 
于 是 ( — p)BO) - e — R(X) RY, 
Ëp ROGA — n)e- RC y ]=e. 
同 理 Ep et RM)THRO) e, 


朗 RCM) EXC we — R(n)7! 的 驳 解 元 。 
Au Bp peT U SZ OON ROZA, BUE vROOMD 
EJHA. EEL, EER v?— 9, nr n 
YRC) —yR(u) - (p — Ay E) RCN) = 
=( p AJP ROB u= uay RAYE). 
定理 11 FEO RAAE e A A A 3 naea TRA 


R(M) =2+ jQs 2), 
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2 一心， j=j, zj=jz=®0, zjojz-m. 
TE 如 ROOETOE Ao B EI IG HR B7; ECG R O0 81H 
RE(I e (NNR = RU), 
从 而 当 D—A|«HRQu)yi-7tdp, ROO 可 以 展 成 和 一 知 BYSRER EO, HI 
ROO d& TE s 的 附近 解析 的 画 数 。 双 因为 它 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 ,所 以 
它 在 狼 穷 远 处 也 是 解析 的 ,于 是 在 无 穷 远 点 附近 ，BC%) TARREI 


ROJ= > CA^, 
n= 
把 这 式 代入 方程 (*) ,得 


So Sewn (Seo) 
n-ü nc ^-0 5-0 


于 是 得 (注意 (一 上 (一 攻关 o (At got» Q1 at) 


To 


> CC 十 加 -a 了 p03 十 -十 和 -MY 


nc 
一 > C.H . > Cut. 
n= 


a=0 
HEAR AN SCC E HE 
CO 一 CC (5 —0,1,2, 0. 
$220, C,0,—0(5—1,2, 5, 1 —0€,, 
C, — C, 40 ja(n7-1, j=0, 1, --., 3—1). 
于 是 得 出 
C4 0,0, 4, (0: YO, m oU. (n1). 
4r C=, 0, j, Cs — m, 
于 是 因 C106 Cs 10144 m Cs, 可 知 2, 3, e E ERRAR, FE B. 
B(A)oz-F jhn! p xA zik p e 
= gt JATH JEA H jeh c. m R w , 
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而 定理 证 完 。 
定理 : 12 设 Rw 是 方程 (x) RIRE, FE HESI be 
«zr rH, 
中 解析 ， 于 是 Roo 可 以 分 解 成 下 列 形 式 : 
R(R)-R. Q3 ROS, 
这 里 RC, B. CA b e FUA E 
1) E-(A)R,(X) - R,UOR (0; 
2) RA) ROLEN EO)BRE; 
3) R-OGO fep |A |n. rp ER FEAE PLE SB 
RA)ejE(M æ), 


这 里 
jj, ta j= jr =g, 


WR n9, 元 -ENER 
4) 五,(X) 在 区 域 | 和 <? 中 是 解析 的 ; HE HH ARRE 


R (= s ( — Ayiagrti 


nc 
这 里 
v (e — j)= (e— Jt m. 


t: Da B(M)— b C," 


p= -0 


是 ROE 环形 区 域 中 的 Laurent 展开 。 代 入 (*); 得 


i CE ~ -5 y Cx S Mum 


一 和 一 十 


xdi C. 的 又 数 是 
AnI p A ra rni Ta nl, 
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0 pup) 1-0, 

— (gp N a  ... 十 大- in n«n, 

于 是 比较 南方 的 系数 ,得 出 CiU m Cu Ch O mpat Em), 注意 
HERH k, m 具 不 同 符号 的 项 Mp"™, 从 而 


Or0n = (E20, m«z —1). . C) 
今 全 ra= Y casio) X eas 

n—t -w 
从 而 B(A)e RAJH (2), 


而 由 (ss 本 知 定理 中 条 件 1) NB. R.OONOEUI PRO): 


(n 9), QD) m Qi - X) OA. ? Qum. 


n=0 . m—D 


eot i 2o iid ^ 


7" 


— uA) Y O(A uie e un ty 
0 H 


- > OM p= R A Bu). 
0 


[ig B (Ad B. 
有 -(%) 在 无 穷 远 处 是 解析 的 ,并 取 值 @, 从 而 依 定理 1， 
R(= jRQs a), 
这 里 i x j= jt =r, f = j=l 
F2 colt, B-00, BI 25 9, ERO a) RER 2| 
>> ii KR TRIE n = 0, 必然 BCX; zx-) 到 处 存在 ,从而 
Jim. [Cw-) l=0, 
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Bp e- EXET 
最 后 ROEE M60 处 解析 的 ,并且 


RO > ( —Ayag"*1, wo o, 


n=0 
因为 C= —C 4, m Cua 0, = (~)", 
由 RLOOR QOO = E (AB (A)T JI je mm) 8, 由 此 
(e — j3eo — wo(e — j) — 3. 
证 完 。 
定理 13. tJ Æ Banach (UR R h AM EPRA R/T 
IX |= int ds] (X E RA). (2) 


RE R/J 仍 是 Banach 代数 ， PM 至 合 主 单位 元 e 时 ， Bp p eEM 
位 元 ,这 正 是 RJJ 中 含 。 的 那个 剩余 类 。、 
Xx DEDERE AA PR AE T ZEB, H Banach zz HIER Án R/J 
MUSEOS Banach Zii, ENARE 
XFSIXIYY. 

FER R/J 中 含 主 单位 元 。 HARARE MEE] =L ERE, 
= inf sy) € inf [z||y| = inf |æ} inf fiyli = XXIe [Y] . 
ZAN EE, REX El«zle| 1, WIE, ROE € E, fi [lo] 
«1 BIER e—2 3E —IERIXC, e—2 C4 (7 R ADGFUR. REID 


=1, 


i B xXileCe€ X», 所 以 代数 的 同 态 2X e RN R 
ERU SS AREA S, 

下 面 主要 考察 威 范 环 ,这 时 ，Banach 代数 一 般 理 其 中 的 精 果 可 以 
深 剂 和 简化 。 这 时 无 项 区 分 左 . 右 ,只 须 简 章 地 演 “ 全 ”， 道 “ 等 等 。 
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定理 14. 为 TRAE HEJ RERO IO "mmo - 
/J 回 柳 于 复数 域 。 | 

S D APRR/J quB ADOS, BERPA, ER> 
RJJ Ej Ses pde" Cni Rr fg scu, R/J ope HASC EROR) 

之 下 ,了 变 成 R/J BRA cb R/J 是 域 , R BET Jie, 从 而 了 是 极 
X). | 

2) JJ R-BCK E] /J KARTEN, ISRIBEN E 总 /7 的 幻 ,而 
73i REL B/J 上 的 典范 映 象 , SEXT CN OR Ep I4], HER BLA 
FHOD, 从 而 只 能 有 

TO 7 49), ü N-7()-(9). 
依 定理 4 系 2,，E/J cp dgARdESEOCH E, Bp R/J 是 域 。 依 定理 7 A 2, 
RA ARTEA. — 一 
ik 设 7 如 定理 14 的 证 明 中 所 指 ， 表示 由 到 /IK pini 
EQ BARKA, 下 为 复数 域 )。 现 在 把 R/J 中 的 元 与 它 在 五 中 的 
象 等 同 , 那 末 r(z) 可 以 看 成 是 定义 在 召 上 的 一 个 泛 丽 数 。 依 同 态 关 系 
得 ;对 于 zi, wo CE RCE, 一 
Tm wa) = TR (xs, T(ax)-or(x) 
Tær H2) TET TO) =0, 7T(e)=1, 

E BERKE 48 Iz PUE c mr, 表 成 17, 5 — A RUPEE ERICH 
且 是 “乘法 的。 设 有 责 个 不 同 的 极 大 幻 Ms, Ma 那 末 必 存在 tE Ms, 
mM. JÆ 

Juey fuk) BD Jumja. [l| 
注意 Fon Co) 3E. e — Memo (mod. Af DERA A D 25 
Tanla he) 0€ fin(2) = Ine) 5. 
因此 ,有 时 把 Pon C) OR (MO 
定义 12. REGES R LIRE ESO f URREN JE PCR 8 A 
Bn, e E R— f(nm) = f(E f (n). 
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诗 1) RRA IAEE ERA EE eE EA AE. 

2) Bte ERER RAR” m ^ CK. T TERRAN, dE 
v(M)-A, GAERA AC o(Qz), BSc E,29 f MA GARRA 
z—he C M WER FAETERCK &JM E CMEA 必须 且 只 须 she 
AER EIA Co (2) 

3) 7 CRESCE) RTRA E A-AA BRATH 
个 ze, 


A. 
sup |s(.M)| = lim ja"]*. 
MEWN p oo 


FR b,f& El 2),0 (e)  GCM )| EM, MAREM T R 8, 
就 得 出 上 式 来 。 l 

4) BSSRIHEURCHA EARP- RCESEGURBIR EE. EXE, 
HT egGEOTEGR. VALRA o SEURA B A= 对 于 
4 MEM 成立 ;而 依 83) 这 必须 旦 只 须 


i 
lim |a"? —0. 
no 


5) XPRRLSOR TEE AJMER SCR, quM RCM Ecl, 事实 
E Pilz" Is edo, 从 而 


E 
lim lim "se ll. 
n— o 


EHE O15. dox ÆRIN Rp H. gk 了 (和 是 定义 在 一 个 售 < 的 
8E ako 的 复数 区 域 台中 的 其 值 解 析 匡 数 , 那 末 必 存 在 v ER, 使 对 于 一 
UM EMCR), 
g( M) F(z(M)).G 
证 AL Gp PREISE ck2) 的 一 个 阴 可 度 长 曲线 , 那 末 对 于 一 
切 和 ET, (2 一 Xe)-1 是 和 的 连 和 西数 (定理 3)。 于 是 依 $6, 积分 


© WEER EH P. L6vy RERAN EA 
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Ez oo- 2)-MdÀ 


存在 , 并 且 是 五 中 的 一 元 办 GARFE T ENE DU PSU ERA m, 
Fu) =i | POA ay, 
P 


特别 对 于 每 个 M EMC), HTF ERT e FLUR i, AT AET 
Br BEER DEBES DER. 


yCM) es i j FUA — (M Jd F(X(M)). 


FEET 18 MET , MEER E CAEEESERT3). 
不 等 王 0, SURAATETE y € B, 使 


to BEA 
o(z) — ((M)| M C9RCR)) 
APRI , Br P An pA CM RHET SEP 0, 那 末 0 不 是 oCw) 的 附着 点 ， 
所 以 有 一 个 含 c(z) AA: 0 的 区 域 ,在 其 中 二 是 解析 的 ,从 而 由 定理 
13 立 列 推出 本 系 求 。 
下 面 举 出 几 个 常用 的 具体 髓 范 环 的 一 切 极 大 幻 来 。 
定理 16. ATAA CCO) BERN, GRE EUR ERE 
toC, b 
M - (z|z ECCO), (19) ^0). | (D 
E 在 定义 8 下 的 例 1 中 ,已 经 证 明 几 形 如 (C3) 的 集 确 是 CCO) 中 
BERE) B, RMR C(O) 的 一 个 极 大 幻 。 我 们 只 须 证 明 存在 一 
BoE, eE Mel) 一 0， 因 为 依 定义 7 下 例 2 可 知 在 这 条 件 


Qo ZRK XI N. Wiener 就 特 萄 环 全 得 出 的 。 
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了 六 一 定 作 432 的 形式 ， GUMBRGUM ACTUAL T. 如 果 如 上 上 的 所 不 
(FE BARTHA 1€ 0, MTE v CM, i (R0. T RETE 1 88 
—^ DE UCO, BOT REI SC UCO, im [28,6 表示 一 个 任意 图 
ENEK. BT O RR CT.) MERA mE— scie ER E PAUE 
IBDf& Borel-Lebesgue EHA ARR 222 S t, s b CO, 位 


a- |] ucto. 


i-1 


ERRE TIME- 


TO PAME TODA ZOTO] 
FE i] 
DAEM h TRETA s EO, 3 使 sE U LOMA RS 
&G)2 jns) | 8120. 
€ CC), ATIA « 表示 在 Q HART 1 09 BC 


(s) 2(8)- "ONE ;由 是 M —0(0). 
xtgMJEZ)MZE, ETE. | 
定理 17. ATRA LARE EE S EHA M De 
EN: f — for, 必须 且 只 须 存在 和 ET[ 一 加 14 使 对 于 每 个 元 
un 


gl > Eei C W, 


n= — a 


EM 1 
TR LL 


Ex 
fæ) = > Ereinto c 


一 


证 dx f VOHEOK OM BorkUDUESTENZ EXEC MEE 4m 
JEt) petto, 
那 未 对 任意 整数 m, 
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f(e551) peto, mj p* | f(e*"] e*t, 一 ， 
因为 对 于 了 = 一 fr ixEX12 V rÉgEES)5)4|f(e zl AISI 
<1, 这 里 


h= Š i&his- $ ge, 
从 而 特别 le 由 一 1。 因 在 不 等 式 
O PK 
中 是 任意 正 负 整数 ,只 能 p 一 1 TAXCHERB MEO, 
+N 

| > Se )— X Eeto, 

l n=-N 

N | mi 
但 如 果 合 gy 一 D eU, UK S CW, qi B jx 一 230(N > 

` nz—-N 

-oo), 从 而 由 于 了 的 连 糖 性 可 知 H 

A( 2 £e) = P Eeto, n —- 


反之 ， ( 5 get) = 5 Eent oÇ to EL —7, m3). 


J9— 一 5 二 一 


显然 确定 下 上 的 一 个 粮 性 证 画 数 ,其 范 数 和 1。 因 


D 7], et = y ( y £m ) etta 


二 一 k> æ 
所 以 了 是 乘法 的 , 售 M — {alfan EG, RER M EMRS, 
证 完 。 ` v 


Ri AIAT Y ee( Y gie) TARAA =~ 


R= ` n= — 
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ga D meme 


Tn 


3 二 


ise. Xe 一 切 革 及 Y Umso ee). 


aL 


必须 上 且 只 须 画 数 


te . 
ze WM be. 
在 一 ms<H<Sr dU T. 
证 GXPRUERRBBIEW PHATE s HE 必须 目 只 须 = 不 属于 本 t 
HEREA 
Æ 这 正 是 Wiener 定理 。 注意 piy OV) 与 [一 m7, ir] 或 -与 电位 辆 
周 成 一 一 对 应 。 以 后 可 以 看 到 这 对 庶 还 上 共 更 深 齐 的 意义 。 
5 2. UE e) 的 Fourier PIEKA | 而 3 w(t) fn ifi (ER 的 if (r H 
lé —Co| «pr it IEY ERAR ro ER HA E RC IR FI. ĪA pCa(t)) 
的 Fourier 极 数 也 经 对 收敛 
证 ”这 是 定理 15 的 直接 精 果 。 
it 这 就 是 了 .Lévy 定理 。 . 
定理 18. 205 6 f Hugues Va. V(a) 中 一 ER E) M M 决定 的 乘法 
BITS GEH 


| | anl 9). 
必须 且 只 须 存 在 实效” ik Co des Veo repu A ERMI): 


[o4 2) 5 k4- 1 a(5)e**tdt, æ € LC 00, 0). 


-— me 


证 充分 性 B 
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fhe 二 名 ) 二 入 十 («coena 
现在 证 明 大 Xe 十 z) 是 VO. HARER EES, 因由 此 伪 前 定理 的 证 
Bjgk ur Ag f 5; Vogg—^A- HK xHEET. Ub REB] yen, 
HD ERTER AB, 4r 2 — x*y, 那 末 
«QD f acoscods, 
BEA fu f z(Djetttdt -- feu faa oue. 


= V acryeitan enn sai eye Fl, 
JB URL FECHA TE EIS AAAURA M DARE, 
IS. 

DEE ASE VO pEKIMREUREEK K RAER T 
RH SERA CY BEBE. Hike, AARRE AIH, 
例如 取 

fi 如 果 Kia, 
ent 如 果 t &Co, o3. 
HR a(i) € 2, 我 们 设 (04 (0) = eC) Sk o'Ca), 满足 plat 
t B)-o'(a)--o'(B), FREER 


R(E) e Fora gat gelt), 
这 里 说 B2 A07» 0, AC) 958 ATEA t AA RER R I Li 


而 第 二 因子 是 [0, B9 5E BC, AT gas) + 固定 时 是 Ex 8,1] 
的 特征 丙 数 。 所 以 在 定义 让 让 的 积分 式 


$7. Banach (CE 


Atty ( aalis) Seta (UO 9C 08 


. 340 


里 ,如 (sco, 被 积分 项 = 0; TR € 1h o deja Anti BU ME T 4. 


当 gH ac Aa 增加 到 o P IR VELO SEE 


a--Aa 

i 

>Š di- 
f Ag = l; 
a 


沙土 由 “十 有 增加 到 0 十 8B 十 Aa 时 ,积分 植 等 于 
atsa- Coo A). isa) 


最 后 当 fofRBTaAa 时 ， 积 分 等 于 沪 这 里 推理 的 示意 图 及 ACOÓ BUB 


ACRTE FIRE 


& aton 
gB s. 
Nj Aa BI, 
atása a&-rB-ráx 
i- Cosas a +È doo, 


a+Ë 
所 以 当 &a—0 ，h-ygara 一 9ao 但 由 于 了 的 乘法 性 ， 
f(h) EAN, O), 


mi gare — 9am plat B) pla). 


BERR J EER, HEIA 
jim gr 22) 2792. 6 8) pat B) — pla). 


Aa 


mE 
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MA 
一切 e(8)—0, 从 而 e(a-- B) e(2) o, 所 以 对 于 一 切 数 
了 0. 但 ga B BEPERH Pr Dr CB E £e L rp ga, 所 以 对 于 一 切 
£ € L, f(2)- 0s 这 情形 我 们 不 必 考 察 。 
27 SH £st eC]8)250, BR. 
' : -+ åa) pla 
p'(a)= Him gc T x) pla) 


存在 ,并 .日 等 于 


eCa-r 8o) — e(a) 
pí Bo) 


按 Bo REFR TAN 


, Wie(Qa)e(BO-p(ad Ed pa), (4) 


p'ap (Bo) - e'Ca-- Bo). (5) 
但 由 (4 可 知 9! (6k a BP ERE ERG, 所 以 由 (5) 可 知 @ 存在 常数 的 nos 
使 
p (a) ezeitto, 


"x A po)| | esas (PD [LL 
$(a4- Aa) —e(a)| Üaxac()—quCt) | i. 1 

EV « x | | -f Vd L 
有 从 而 LACHLS E 


HE sh 3S KA eo) —0, 可 知 


pC) = ETE, 
fo eL, f RO "edt, 


BLER EET CD AE— EE gU) SERICO ESI CER ToO, 可 知 对 
Tü4^sCL 


Q d B.H. JenrTan, 概 周期 两 数 第 一 章 5 0, HEM 1. 6. 6, 
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ENNIO 


oo 


Ta 一 f a(£)einetdi 
证 完 。 | 


R 1. is) € L(—oc, coo). R 


Fa) 一 B+ È eCDerridt Ca disti B JERUBO 
AT guy TARTA ERISBUPTEA 
ray | Detd Gre LC em, eom) 


一 


必须 县 只 须 对 于 一 切 m F(a)20, $t B. 82-0, 

MEO XCHURRRTH CEBUER 了 “中 ,为 了 一 个 元 有 道 , 必 须 且 只 须 它 
AET HEER o 

3X& 2. g XEGEL o, 十 0) 的 Fourier 438, mi F(z) 
是 一 个 在 (hE REPA Eh ENEAS PH FCO) =0. WRK 
Y (s — FCXG)) E L( — eo, +e yh e yC) 的 Fourier 变 式 。 

证 ” 当 把 看 成 Yo 中 的 元 时 ， z 的 谱 oC(w) 是 集 。 

aa) = (x(5)| — eos t oo) U (0j. 
(& Fourier 积分 的 Riemann-Lebesgue 定理 可 知 
‘Hm X(s)—0. 


4-96 
(BE, FC) 在 一 个 舍 oC) 的 区 域 中 正则 。 傅 定理 13, 存在 范 Xe 十 
4g € V (22, 使 对 于 一 切 由 极 天 幻 决 定 的 乘法 证 画 数 志 
feci) = F(f(o)), 
Bn A4 f(y) 2 F(z(5)). 
BERE F(0)-0, 34 sto 时 ， 上 式 右边 ->0, 左边 政和 %, 因为 O2 = 
=Y (s) 是 y(£) 的 Fourier 变 式 。 所 以 一 0) 从 而 
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fa»)- FC) 
FT) B EC EZ) XE D RE SETS ERE 了 成 立 。 
广 1,20% Wiener 与 Lévy 定理 
3& 3. Vlait PHARE o 
证 依 定理 16, XPa Fourier 变 式 中 一 意 性 定理 也 的 另 一 陈 


述 。 


TMt 
1， 利 用 Banach (GARA, REU FARES, 设 4 是 由 Banach "EE ERIE he E 


- EET MAT an hg BEANE RHEA, REBI A (7, AR 


CAHE EA TREE, HER. 


-1 4-1 | 4 PIE} 
ICA By - Ac pe E LATE. 


2. 在 Hilbert fj (30 maj — UD T-RETE RC, Bia Banach ft£ CCo) 中 ， 
E: 


lim | A* [1 A ICA C CE). 
B= 


中 此 推出 ， 
12] sup Jàj. 
ACe(A) 


HT EEEH, 


PEE MES P |7. 
《也 此 证 明 | 4A* 4I LA I^. 
2 ox ox E 
[1] Axneasep, H, H.: Heka no Treopaa amspokcHMangma, M. M. 1947, 


1—8323. 

[2] Bochner, 8, and Chandrase Kharan, K.: Fourier transfums, Ann- 
als of Math: Studies 1948. 

[3) FLempdaun, M. M,: © HopMHpoBaHHhX KOJbIAX BAH CCCP 23 (1930), 
430—432. 


D Aink, Bochner-chandruEekhoran| 2], 3&—3* 8 8, 
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Lezpdana, H. M. Ob6ca6comeoTzO CxomauMXCa TDHTOHOMeTDHUECHAX PANAX, 
H HHrerpaJax, JAH CCCP 25 (1939), 571—574. 

lenbdjauz, H. M.: Normierte Bingas, Re C. Math 9 (1911), 1-23. 
Dembdaua, H. M.; Über absolut Konvergente trigonometrische Reihe 
unel Integrale, Matem, cë. 9 (1041), 51—-65. 

lemdauz, H, M., Faükon M. A. H Higos, I. E.: KoMMyTrarsBHblé HOop— 
MHpoBaHMHBie KOJbUa, VcnexH MaTeM, gayK, 1:2(1946), 48—146. . 
AERCGHUE:S BESAD. BOXER 1 (1935). 223—363. . 
Lévy, P.: Sur la Convergenee absolue des Séries de Fourier, 
Comp. Math, 1 (1913), 1-11. s 
Loomis, L, H.: An introduction to abstraet harmonie analysis, 
New York, 1953 (IREE 1956). | 

Lorch, E. R.: The Stueture of normed abelian rings, Bull, Amer, 
Math, Soc. 50 (19145, 447—163. 


Mazur, BS.: Sur les an ueaur linéaires, C, R. Acad Se. Paris, , 


207 (1938), 1025—1027. 

Halimapk, M, A.: fopMHpoBarHbe konbua, 1956. . 

Riesz, F, et Sz. Nagy, B.: Legons d'analyse fonctionelie, 17éd. 
1952 2eéd 1953, (HRF pJ EGER, m 

"Wiener, N,.: The Feurier integrals and Certain of its applica- 
tions, 1933. - 


EHE: ”位 相 解析 ，I 1052. 


$8. S) EH EEIE WW -T- Riesz--Sraude? mfg —. 
D, Hilbert ERIA T WARAH EUER TO DA, Hilbert B] ERE 


念 时 , 力 是 引入 可 数 基 , 从 而 粮 性 积分 方程 


ec 
as) 一 EC tatto yJ -. 
DL 


5l iig zo SECTORES KG 
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一 b Ka£y mi 
k=] 


ECT 
ik 


及 相应 的 二 次 齐 式 


Ko OSCEPXCEEBS I ETE RR CE, £s, 6s 2 CE CD 的 一 次 或 二 次 
FAR JERKE E, roeg REL RS AEAEE: 
BDBrUB S ÆR. E 


lim gp = Erl k=l, 2, e) (1) 
"—co 
时 ,有 
lim FEP, £s E n Ps es nh e (2) 


成 立 。 这 种 连 炉 性 吓 做 < 全 回 精 性 ”。 但 在 (8B) 中 ， 按 坐标 收 做 1) 着 味 


着 在 Hilbert 空间 岛 一 (9) 中 —— P Ies" |? 
k=i - 


-AAR 〈 共 喝 定理 )。 填 是 可 以 更 精确 些 ， 定 义 (1) 上 的 证 西数 
Ks £c £s) HARR 是 指 当 (Fe? CP Ber EON CR 
立 。 对 于 定义 在 (12? 上 的 线性 齐 式 中 


ux 


fe) = Y «dy (a) EUS, 


i=l 
不 难看 出 ， 当 OET iL) ICKE Ha), 从 而 Go 
是 全 这 秆 的 。 但 对 于 二 次 式 . 
TOR ees 00005 (m 


昌 不 必 如 此 。 例 如 命 Kaba, t=), 2e BORA 


定理 。 


名 可 内 证 明 ， 如 Jw) 对 一 切 (性) 全 CH) 定义, 那 末 Can) 45 C CI), Sui fis Landan 
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LIC DS P 

Bi] £;— BC oc), 

OD=1, f(85-0, 
BU (3) 中 的 了 不 是 金 连续 的 ， 用 算 子 的 语 首 表达 ， 可 以 前 ， 定 义 在 
Hilbert ze[H] $5 st: PERMET ERATIKA S ACIER ADR 

(4, E) 

kA ERRES, BIS cs da ICE e 

lim (Az, z4) = (Ax, 2) 

fu 


F, Riesz fr 1917 年 信 提 出 侍 连 稿 性 的 一 个 更 好 的 定义 ,不 仅 适 用 证 一 
般 Hilbert 室 间 ,着 且 适用 于 Banach 空间 。 此 外 ,他 以 及 以 后 TSzau~ 
der 建立 了 Banach ZH F ARAR ERT E A ER TAE RA 
Fredholm ERDA ERRARE TAEA mA K 18)" a 
f RundbHEZILG. AESGBUT APER Ries—Bzauder 的 青花 :为 此 ， 
我 但 采取 目前 文献 中 一 般 引 用 的 Riesz pAn, HERE 
个 定理 中 证 明 在 Hilbert 空间 的 竺 殊 情 形 它 与 Hilbert 的 原来 定义 相 
间 。 

定义 41、 出 完备 距离 室 间 E Sis dr EE SEED ElcT HU Sen fiy 
RAL REEE E EURET RELRECOLRIEDUETE US, DRE 


VE MAS de e f e re AE M EA EE perder AP ML qr Lir RE A 


E HRRTUATOREMÉ NA EE, -Co, NE m^. 
0 如 5: 为 有 理 数 ; 
f= 如 = 为 然 理 数 ，， 
HRS 是 列 紧 算 子 , 但 不 是 违 磊 的 。 
但 列 紧 线性 算 子 是 有 界 的 从 而 是 全 连 糖 的 ,因为 它 把 有 界 集 喘 成 列 紧 . 
集 , 而 列 紧 集 是 有 界 的 。 
例 l. HIRIEBEBOEDND E 到 有 穷 准 线性 空间 E, 中 的 有 界 太 性 算 
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子 必 是 列 紧 的 ,从 耐 是 全 回炉 的 ， 因 为 它 把 吾 中 的 有 界 集 吴 或 画 中 的 
TERR EA VHMEBEPERE RU] v 中 有 界 集 必 是 列 紧 的 {Bolzano-Wo- 
ierstrass 4p TH). 

96 2. ERZE E. RTE A REAT TAERE, UR 
不 变 算 子 把 Eo RAIRE EE, 中 的 单位 球 ， 而 当 dim E-oo 时 ， 
侯 位 球 不 是 列 紧 的 ; | 

例 3. BKG UD) TEM BESTE] CO, B, u) Clin Q= fe, 51. 8 ft 
Lebesgue 可 测 子 集 全 体 ，% de Lebosgue iil ) Ro Ra CRT WIRD, Pi 

V KO minm neq ero 
xu 


这 和 神态 K(i, r) n[ E, Schmido Elf. f Fubini AE HB, XERS— VU] 5. 
"MG © w 


N i 
{E Schwarz— Byuagoneguns RA T A z(7) € 1200, B, u), 

| y | KCt T«r) Gr) (5) 
AROUETHSA CEUTBIRIHRLUR 

KOLK À IKG m re cane È lacr) tular) 
[t Q 
TA v€ L^, B ||«cvlol, FEREDE D^ 到 自己 之 中 的 有 
SAPERET. y Kx, 叫做 由于 E. Schmidt 型 核 决定 的 积分 算 子 ， 仿 
HEK Rh IRSUDÉRU. GEGE LO AUR “5z( 弱 ), 那 末 ， 对 于 每 个 使 (4) 成 立 
Eg t, ECE, 7) E L= (LO, 从 而 依 绚 收 化 定义 ， 
lim (is lim 1 KC, ra (7) u (dr) = 
nom "noc 5 


SED ODE 
ü 
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X. f& Behwarz—DyYHARORCREN 7-23 X, 
CDL A HEC, IC 
m 
iG PS S3 ix FU dE di ECC NEU. AU EXC EXCR XLDPB E. TÆ 
{laCt} xbT—8] 5 收 敌 于 190217, mix — dg ndm A A 
Higo TALIK Lebesgue 定理 
lyallii Coo) 

EUEJÉSRBRGAOSRÉECE v (5 $5) AER K TOSS AAR 9 ICI 
[UNESEERUPCEIXIYIESSE 

RITTE REAREA Hr A 

定理 OL 就 人 4 是 由 Banach ze[H] E &| Banach zefi] E, 中 的 全 连续 
REAT HR Ain E h Sk CAU eR E hAUSRAC AU. 反之 如 
EE JE dB zx mrt JRERPERET 410398470 R, SEA A Le 

证 DARIGERHORMETET. mE PEIKA T woo 假设 
yum Az, 不 强 八 于 Y= Azp, 那 未 必 在 在 一 个 80770, REPTI] mi 
RR 


lan tro | 260. (8) 
相应 的 子 列 Cos) LERSE ARREDRE RES T CAma )= y) 
是 列 紧 的 , 即 它 有 一 子 列 (yw DERE OC zoo ATEC, ) TF 
Zo, BJ (Az, ) BET Zo, 既然 (z) 弱 做 于 o, Ar MLR FAS = to, 
AAT Yo = Zoo TE On )SRRCT Vo, BOT o 

2) RAABE T AWA p ARIRE Ea rh Ro at 
M E cb pt RR , $5, dn E CE CON AAEE, ETAM 
中 任意 元 列 (zw) 813639 CT FI Cn; 而 依 假定 , (44) ERAP, 这 


D MPRA ERATE, MUE CO HARES, AEETI GENS 


REPTERA, TB. I5 Mose BART. 
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IEARRRUAT AM HPRH BD 4 是 人 连锁 的 。 

注 这 定理 的 第 二 部 分 补足 了 上 面 例 3 KEN 

定理 2. jh Banach Æ] E E] Banach zzi) E; ch j— 1] Aa t 
性 算 子 的 会 体 接 算 子 的 范 数 形成 了 一 个 Banach zf ICE, £j). 如 果 
EE, ERAR, 屠 未 72) 二 (BB) 是 Banach 代数 £(2)cp MEA 
BEI. 

E I(E, EDERREAN, KARB AE MEUSE RE CBHA. gib A 
是 全 连锁 算 子 , Mi |440 (n), RIA cl E A Es rb AAE 
MERT. BEE dtr POP, RRE RIMIS, 从 而 (2) 
有 一 子 列 , OP), E CAD) ERF XR As ARRE, TA 
(As AP) BRE. REBET EFE FED PER S, PD P EH Co 89 — 1 T AE C), 
EO Eiko RIPER k RRE, 

[| 426 ALP || A9 — Apa? H | Au — An + 

+ Asst? AA e L4 — Ate] CT oi Lol) + la — auae] 
对 于 预定 的 2-0, 43i BL PARE P, E 


8 
(A-A Sup E 3 
然后 对 于 固定 的 &, 取 no, EARTE n, mns 


E 
Il LV 一 Ayr | A. 


FEH n, mon AF,- 
| O AP Aet | Ls, m 
RET CAs cA C Es 是 完备 的 )。 二 是 得 知 ARE pA RICCA DR 

E 中 的 列 紧 集 ,这 正 是 所 要 证 的 。 | 

fn E-E,H EXEE An ICE) 是 (2) vp ETA REE 
要 证 明 , 对 于 任意 BEIE) 及 ACICE), AB 与 BAMULZGRSHIS, ai 
实 上 ,8B 把 如 中 有 界 集 映 成 有 界 集 ,而 4 把 有 界 集 映 成 列 紧 集 , 从 而 AB 
把 有 界 集 瞎 成 列 紧 集 。 又 4 把 有 界 集 觅 成 列 紧 集 ,， TE HEKA 
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KAFI, TÆ BA dett FR sp o PUR fi» REESE. 

最 后 ,注意 不 变 算 子 了 不 含 于 IEH, RAE BRAHEN, HA 

- (ns EFDS. EREE | | 
， 优 田 条 空间 中 的 到 连 精 鲁 性 算 子 没 有 有 界 道 。 

3 AUR E, E,j& Banach zcfH], mi(4,)42— tB E EE, 中 的 有 
FERRAT EEE ACA, Es ep itp o ERRPECT- E REL CRR 变化) 上 的 
有 界 粮 性 算 子 , BO As EARNE TEDI A KATEA 
KEATST 4, WK 4 必 是 全 连 粮 的 (定理 20. — 0E SCERTIU PURUS 
这 命题 的 逆 是 否 成 立 ， 部 是 否 每 个 信 连 奈 糖 性 算 子 必 是 一 串 有 穷 铁 神 
性 算 子 的 一 致 极限 下面 胜 明 道 命题 只 在 一 定 条 件 下 成 立 

定义 2. Banach 室 央 加 则 做 具 可 数 基 ， 是 指 有 在 可 数 多 个 元 6s 
tj ty 6n on 使 四 每 个 元 可 以 一 意 表 示 成 


a= £s (EEK). 
《一 了 
KE Ch Do Du CE B3 
1. < ED 
en — (On jn o n, (021,2, e) 

特别 由 于 可 分 Hilbert 空间 与 (2 等 价 ,所 以 它 具 可 数 基 。 

9i 2. 4E CEo, 1 中 ， 考 察 元 二 1 一 二 以 及 aC D, 这 里 LIKA, 
k-0, 12,5, 在 (六 起 1 之 外 等 于 0 而 在 这 个 开 区 间 之 内 ， 
sd 的 的 形状 是 一 个 高 等 于 1 的 三 角形 ， 高 粮 是 与 + MERN Kit, 
t, 1 一 以 及 ENOK, n0, 1, 2,8, …) 形 成 一 个 可 数 基 。@ 

注 具 可 数 基 的 Banach 空间 显然 是 可 分 的 ,因为 


f $ pieiln EN, PER, [ico] 


$—1 


Q B Jworepamg-CoGu3es (12 id Tr S 28. 
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CN sk BC GR. 日 表 有 理 数 全 体 ) AAN RR [XE IEXERT 


分 Banach ZARATE xx — 4 SR ATA LER 
定理 3 e Maddans): Hi Banach 空间 E E 到 具 可 数 基 的 Banach 


S SAEI E A A ARAE Ai |b lp TH, 


PO SiE o 
RE WVLSERHO, ZR Ces) (6 1, 2, E Ex R BUR fI y EE 
可 以 一 意 表 示 成 


y= b fen 


$-z1 


这 里 每 个 f(ti=1, 9 …) 是 本 LB REEF E. 


Tag —y— S nos 


$1 


Lr Ivici + $ raten 
ei 


从 而 T» 是 由 EL 到 它 自己 之 中 的 有 界 条 性 算 子 。 我 们 先 证 明 对 于 F, 
中 每 个 列 紧 集 H, 

tim | Twy] 一 0 
在 上 一 致 成立。 事实 上 ， BEREX 

im [Tayl = 


对 每 个 yE Ei 成 立 ， 从 而 按 共鸣 定理 ， FEH V 无 关 的 常数 w, 使 对 于 
每 个 mm |T.]«le. BERREDRREXQSEMR. HA s>0, 存在 H 中 的 一 个 
s/n- 网 : yi 9 € Ho T AE Til FIK C—350 c fStT 6, 
ARER TEE EAE NCs), 使 

mixmN(s)——.yece AKIP) 


QD R, Jhocrepuu-Coberiez( ts Er Hp 5 28, BAT Je foo 
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_ ”但 由 于 s/k- BUR] E CX IAN y € HF, 存在 一 个 6(1<i<<p), 使 
|y- yeu 
于 是 LP — Panli « Ta Cr—vOl suis rE 从 而 对 于 每 个 
y €H, 4 mN J, 


Pay lhe, 
IAT | Tou] ze H. EBT 0。 
_ 现在 容易 完成 定理 的 证 油 ,事实 上 ， 设 于 是 由 吾 到 pA 
BERTE y=Tn sE E, 于 是 


Ue Y finem Y fn 
Ek—1 kz 


1 
AH E RJ ei, o, e AURRA E TEH ELA E A P US X .. 
FRAT x 
S —(y!g— Tz, x C E, jel}, 
ATTRAE S RE. 中 的 列 紧 集 ,从 而 


frycy— Y PD 
可 一 十 
f£ 8 kaiket T 0, ESR esa 中 ， 
| | Tz— U,z|-0 

一 致 成 立 , 也 就 基 
证 完 。 

定理 4. LERRET IH RC DE o 

证 ”如果 ARCRGONERERCT mi 

Gc {Am a EE, |o enl, 

HE C. 是 列 紧 集 ,从 而 是 可 分 的 ,于 是 4 前 箱 域 BA) 


IT -U0 (n>00), 


-— 35(A4)— U G, 


nal 
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也 是 可 分 的 。 

定理 5， 全 过 稿 厂 性 答 子 的 共 塌 算 子 也 是 全 连 糖 的 。 

TE RAM Banach 空间 再 到 Banach 空间 E rp ma SHEER PE 
PRDOTJEGUBEDT 4* 是 由 ESUABDE* pn, ib(eg4 ES GBRO—43 
SR): [ef (1,2, 5 888 E A rg flc 8 CAD 中 的 桐 可 数 子 集 
《定理 4). HD ARETE Cem ^4 T7, »offj SES F3, R 
表示 成 (69 多 必要 时 改变 符号 ] 使 对 于 每 个 %E 8, (POR, BET 
(6:)-- CR REFER HOP G0 T fI y € 98 CD GRIS e 

Jim e, C425 Jim (4*o,)(2)— lim. f fG2, 


KE fa—A*e.C E". T SEHR 4* 的 全 连锁 性 ， 只 须 证 明 C4*gw)( 作 
ee 也 就 是 说 ,只 须 证 明 
|f«— f [991 4*9. — f [0 (n9). 0D 
WE F C sss " 
llo IED i 21M cfl. 
于 是 如 果 (7) 不 成 立 , 那 末 必 要 时 再 用 (9s) 的 一 个 子 列 代替 它 ,可 讼 


|psC 4m) — lim esos) | 2 fa fI n. (8) 


^ 旗 然 (ze) 是 有 界 列 ,由 于 A I A ERES, 可 以 找到 它 的 一 个 子 列 Gn), 
" | 


lim A21, — go 
y 


存在 。 于 是 对 于 090, 存在 一 个 自然 数 N, 使 得 当 人 > 时 ， 
o hyo Asr; eE, Res) — 1 lim a Palo) «ce. 


TÆ | Pal Ang) -pm "m | < 
x | e« Atr; — Vo) | + i ev yo? — im CD | 十 


+ | lim nlyo — Arry) ia bos Ami ^£—(2441)e 
. n x , 
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8 BER £C EU, TRI CS BE n ves EE 

kk 定理 5 的 逆 也 成 立 , 即 如 果 A* El RET. BUE Aqu Ee GE 
Wb ERE, BREMER 5. A** 是 用 B** 到 EU p 2 SEE RR 
性 算 子 ,而 当 把 A** 限制 在 E** 的 子 实 间 吾 上 时 ,就 得 出 4 来 ,因为 如 
果 X,(byezf(zY(a € E, f € 5), AOT o € E, 

(4**X.)(9) - X.( 4*9) —(A* p) (2) = p An), 

Él 4**X.—.AÀz, 

Fir 2 SR EA OPE TH Riesz 一 Seauder 38 ffs. 

X6. HA d Banach AME 5] E B v b AE ER ERE 
f, 那 示 T=4 一 HRR TE RE HARETAN 

AE 我们 要 证 明 TELTE, Bi y= Tayo (n—00), 我 们 只 须 证 
up XL 24 3 — pun Cru) y E Tao mm Tau, B. o^ rene (n 00), Tati 

如 Cod) 是 有 界 列 ,出 于 4 的 全 连 秆 性 ， 可 以 取 (0) 的 一 个 子 列 
(en), 使 dme hz (n'oo), Bd zw 二 一 Jew 十 As 可 知 当 a'eo Rr, 
省 ui 一 加 十 天 Bg. 

Tot» im Tow — s. 


Ay Iur = ant, Wp = ns, REREN, 
再 考察 (lod) WER AN RET IN 点 集 : 
N ={z|26 E, Tz=0}, 
设 dist(z,, N) = an, 那 末 可 取 t CN, iE 
as jon cad (19-7; Jen 


JE, Ten w) = Tz, 而 如 果 (04) 有 界 , 利 用 上 段 的 推理 不 难 证 明 满 
足 上 述 要 求 的 {s 存在 。 剩 下 只 要 者 察 (a) 是 无 界 的 情形 。 必 此 时 
Hie i -ATIRE E, SU Im or 一 so。 Ae 


Za 一 Ern — Wa ; 
hae wa 
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F zl o1, ToC PCs m) m Pese, f atm] 0o). dh 
前 段 ， 可 取 (e) BU — ANT Gel, WE tum, I Teu 0n o0), 
Two=0。 寺 是 wo EN, 而 令 tur wo un, 得 i 
ay tr = o |a tna | mte tel. 

但 上 式 左边 第 二 项 、 第 三 项 都 属于 ON, ATE iIi dk Dae, AA 
17» 8 (n'-509) 以 及 das e] c eye 所 以 当代 足够 大 时 , 它 
与 gw>0 蔬 盾 。 

定理 7，(Riesz): ERE RR pM UN, MHM ETAM SEE, 


Dr 


则 对 于 任 总 6770, 35, CE tE |e] 1, dist (ze M)= inf. Jo =e] > 


1—8, 
GE Ay CENM, Hocam dist (y, M), deEM, iE 


actu e peco(1- 5.) 


^ adi Ri fol — 1, E 5 2 € M, 
— —z-—maiwy—z 1 . _ T =] 一 
lee æl = A iy ul = |y— «lj “>(1+ 31) 1—8. 


X — 帅 阴 各 性 子 宏章 ， 且 ESSE 
—1, 2 3 € E, [|| 1, diet (uui, Ea) n=1, 9), 

EES dA 是 作用 在 Banach zr] E 中 的 至 连续 线性 算 子 ,如 
RT-—A-1,$EB TE-E, g] Timm T, 

TE dk $50 Banach 定理 ， 只 须 证 明生 是 一 对 一 的 。 为 此 ,只 须 

EAH Tu e @, rE SUPE, A | 
E, (2| T^z— 6,2 € E), 
那 末 E, JE PRET SRI H E 
E,C LECT CESCES Ce, 

REE TESE, Ao, (n—2,3, E 


— 
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Ep = Pen nS 1, 2, e, 
从 而 T'en =r EA, Tatius = Ta 6, 
于 是 fag € Enp ME, (ic Riesz EHR TAN) (60, dE ys C E lg] — 1, 
inf [yea ce n1, 2, e 
rE Es 
A TEC Ep’ .. M pg if, 
Ayp — Ayy =Yp— a — T Yot Tya} =Yp— t, m € Epi 

从 而 Aye Aul 2 P>), 
xc A fg RETE JE. SESES 

定理 9. dy 4 是 作用 存 Banach 空间 E 7p By4GSERARRMEROT, 
MEO RAK, HT T-AM 有 由 吾 到 百 上 的 有 界 近 下 ,必须 县 只 须 


rm rri re aea n S PF PA Pr te at Pu PP Pr. P PP Pt P m im Fe s Pas II e a P m S P, Po a mp e P e e 


EO BARRAI T3 A i RE M 


证 DAURTOÓEA E REDE LUUAGGET, HK As—As-09 B 
T-O RAIER, MTA 不 是 4 的 固有 值 。 反 之 ， 珊 % 不 是 4 的 固 
HEEM 6, TB 是 五 中 并 入 性 子 空间 。 于 是 了 是 由 Banach xp E 
到 Banach 空间 E, TE(cE) 上 的 一 对 一 线性 有 界 算 子 ， 傅 条 5 定理 
7 WR, T* ES -E*. Hahn-Banach 定理 意味 着 CE Anm T*E*- 
—E*. A*BRPERADJE ZH RA h E S, Tp h E* SLE*. 上 的 有 界 道 
G FERSS 定理 7' HA, TRAIN RA EE mE Eo 

2) 必要 狂 仍 是 容易 看 出 的 。 仿 设 无 不 是 4* KARE TE 
4xz 一 jz REER, AT T* 是 一 对 一 的 。 困 4* JAMBES, EE 
e, T*E* 是 E* 中 并 集 。 依 假定 T+ 是 由 Banach 空间 E* 到 Banach 2 
Rl T*E* > EAI, (k Banach 定理 T* R5 ik (P*), H 
$5 定理 T, TE— E, 依 定理 8, THERN T, (5 ERTA CD de 
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E* —»Ó— Hp SI B8 oc. rub 

定理 10. (Riesz-Szauder 理论 DA Jb 4E JATE Banach Afif E dm 
的 全 连 糯米 性 算 子 , 4* 是 4 的 共 顶 算 子 ， RU 

1) MEO BACA), o) 是 算 子 4 ARRE CBWE € o CAT) 
=A JE ACA* 的 固有 值 ; 

2) AE a(d CoCA*); 

3) RUE 2. A AORTE BA MEA 的 加 有 值 ， TRAON 


a 


于 入 的 国有 空间 各 HAS IZ T. A PUES ESTE] CE EI TUIS JUS EX 


RITIENI LATTE, HK H— BBENENS 

4) CARERE, RE 0 为 唯一 集 积 点 的 可 数 集 ; 

8) 如 果 和 尖 严 ， 那 来 4 的 对 应 于 和 的 园 有 元 与 4* 的 对 应 于 e 
URAL fa VEZ, Bn 

Axg= Aty A*fQ— tfo rta fn) 0; 
6) 如 果 =l 是 4 及 A* WARRE, BKAT 
y-—4À4x—z 

有 和 解 ,必须 旦 只 须 # 与 A* 的 对 应 于 固有 值 1 -URETA Blas 
Zim RA 


f—A*f——f(y)-0, 

同样 ， 为 了 方程 g= A*f—f 
XR LZALERUL 5 AUERCEBUTME 119 008 E — EU calce mua 
HERA 
u i Amo = 29729 g( T0) =0. 
O 1 Dast o ài, EE 

(0058) KSSERTAX OIT-A—IGPREBIE LARE, 
MAH T*-AT-AIDGEH)ETEDET* 上 的 有 界 道 ， 从 而 由 定理 9， 
可 知 为 了 和 不 是 4 的 固有 值 ， 必 须 目 只 须 天 不 是 A* 的 固有 入。 于 是 
2) 得 证 。 
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5) 因 (A* fo) (9) = Ce fX mo) = fo 20), 
CA* fo) 2o) = fo Aus) = fono) = Mom), 
从 而 8) 得 证 。 

4) 纲 先 证 对 于 高 于 不 同 固有 值 M Ae 的 国有 无 mm B EIR 
关 的 。 dise E, dE ant Bx. — 9, m H. oS 7D 8zE0, JUR ado t pAr = O, 
好 Mar + As B2. O9, Ej Maz, t MBa — 0 Eri (S Abr, 5 
MEM AE. MRF AE T EEE A TRUE. E Oah i A 
—RIBUR TÉ md) lim 1 ms BAEO, Eœ, XPP— UI ELA n, 选择 4 
d) M 相应 的 加 有 元 e, IREE w ITLAR BE mu, s os BR 
的 入 性 子 空竹 表示 成 En IR EEn f& Riesz EIRE LAR yn E Eas 
gul = 1, T Gist (yn Bua) Eo Ai n>m, BRK 


一 一 - 


1 1 . 
X As 一 到 dm 一 Yn 一 (s — X, As + Ayn )- Yan 2, 


这 里 CDa RARAN Ý Bis 


i=} 


vn =y Ah= i Bix — S 2 ADU Bixi C Ea. 


izl 

X ids EEn 从 而 e Es. 于 是 
| 十 4 一 六 dym I (nm) 

fH 4 HERR, (Ayn) 有 -一 收敛 子 列 , 并 且 Qu) 有 极限 ,这 样 与 上 面 

REAT. 这 说 明 (A 不 能 有 0 以 外 集 积 点 。 oC4) 是 有 界 集 已 

H $7 的 一 般 糙 果 得 知 了 。 于 是 4) 得 证 。 ls 

现在 完成 -3) 的 证 明 : 必要 时 以 la 代替 4 无 站 考虑 固有 值 1 

的 情形 。 傅 剖 竹 证 明 的 部 分 ,是 CO 的 扳 立 点 。 于 是 可 以 选 5>0， 

BT fgg o-c|*—1]«3s 的 A, (A-A EEE) EB A x 
换 ,对 于 满足 90<5<38 的 数 9, f Cauchy 积分 定理 


Z08 


第 二 章 Fréchet sep Banach 由 而 


_ Drain- 
l= f (A— MA 
| 六 一 并 | 一 二 


i C F(E) Hs AER HE HsitUE EERI 8 ARR. DERE 


CAAA pI tA} x i 


x(A—A yi = xc (AT MO) AM) 
—(A— pl) ((A- AI) -(&— p)1 ](A-M)-! = 
Xu -AY CA oD)2Y(A -MY(A-M)3- 


=z, AMA uI). 


Xina ÆR |^-1]—8 LE 


i. f e o], 


而 在 贺 |s —1|-—2e E 


TERT 4 满足 


ATE 
上 一 | =% 
1 dA — 
DE f X-a& 9 
[*—1| =£ 
22 1 AAD idhe ( A— uf dp 
i= ( )71dÀ. 2i (A— piyd 
| 六 一 二 | =s Jai | 一 能 
=l A. du —ÀADya3dA— 
mb S Gm P axem 
|x-1bles ^ dla-lbez 


[a --1|-—326 Deis 


compa 9 LAADA A, 


Oni 
A1] =e 


BI 4. 是 短 等 的。 如 果 Ae, WK 


(AAD e= (A—M)-hAg = (A-- M) ((A — Aya A) = 


S2 DREE Riesz-Suander 24 £39 


=w ACA AT) 


从 而 (A-A aie taa, 
于 是 dam f | Kg 

iX —1|-e 
XX SLE BR , 属于 固有 值 1 的 固有 空间 开 包 含 在 AE " 
会 (A—AI)-1a A, 一 六 
o ~ IX 
AX (M A 3 )et 

1 -ıl 

从 而 4, 3| 44. 一 六 4 


可 知 4, 也 是 全速 辣 的 (定理 2)。 再 用 Cauchy 定理 ,如 5271, (8 
1 I 
mi jj x? 
Ja— 1] 一 所 


从 而 由 定理 知 4-3. fo cA 

. . la—il-s 
是 全 连 糖 的 。 4. HERGA, AQE— AQUAE), 大 而 子 空间 418 是 局 
部 列 紧 的 ,也 就 是 有 穷 厅 的 。 于 是 与 六 =:1 BEDRA ANSETE 


的 。 为 了 完成 3) MER, 还 要 其 4* 的 与 $ 相 应 的 周 有 襟 闻 2M v rg lt 


Jig M MET T Se 
由 于 M cAGE,n HR 
m 4 一 2 (9) 
与 联 立 方程 本 一。 = 10) 
等 价 ,而 4o 又 可 换 成 44441+ 二 wx。 同样 ,方程 | 
=f, (11) 
与 联 立 方程 Aff, Aj (12) 


等 价 ; 而 Af =S KIAR ATATATI S FP. 和 如果 A=, WE J= 
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—-f(Am (H sE E), Rz, 也 成 立 。 从 而 ATE* MET AE 的 共 
Ki zs RE, M ro CHI PEL LABS) ATES 与 AE FL MERC C 
=r) 的 线性 空间 。 于 是 (10) 实际 上 是 n He Pg EU di Z7 8 OE B TR 
有 慎 D, mast pF] RUE EHE. PARERE H D SEA 
实 可 知 方程 (9 与 (11) 的 线性 无 关 解 的 最 大 数目 相等 @, 于 是 3) 证 完 。 

剩 下 的 是 证 6) 关 于 方程 y — 4z 一 = 的 部 分 ,必要 性 是 明显 的 ,因为 
如 果 Aw 一 z==g, 而 了 = A* f UK 

fan =S (As) f) (a* f) —f()—0, 
BZdEf-Atf--9f()-o, ER G, A— DE XE QREHER MET E 
间 。 如 果 y €(A—I)E, BEK (Habn-Banach) 定理 必 存 在 f C E*, E 
JODE, tt J((A —1)8) —0, 8] 1CAw) — f (3) 对 每 个 e CE. psp XR 
k 4*f 一 六 与 假定 矛盾 。 关 于 方程 y= A*£— 1 的 部 分 ,必要 部 分 也 
是 显然 的 。 设 4 一 一 92 一 2 一 0 Bl g(zx2—9(2), 于 是 f 是 
(4 一 门 召 上 的 加 法 线性 泛 画 数 。 利 用 定理 6 的 证 明 可 知 如 果 加 se(4 一 
一 站 mr 一 日 , 必 可 选 一 个 元 列 (zw) ,使 
(A —Jyyns- (A — Psy, 

而 Arela, pd 
Faa) g(25) —-g(9 9 9(99) 202 f(9), 
M ACE DERF 0, KEREKERE: PP CF GRO) 的 每 个 
子 列 ， 必 可 取 这 个 子 列 的 一 个 子 列 收 仍 于 0， 依 数列 收 租 的 特征 可 知 
CfCyn)) 本身 收 襄 于 0， 于 是 证 明了 了 的 连 炽 性 。 依 Hahn-Banach 定 
理 把 了 延 拓 成 整个 如 上 的 违 糖 粮 性 证 西数 , 仍 表示 成 六 CART SA 
zCE, 


f(A-D2)-2(2, 
从 而 (4*— 1-9, 
8n f 正 是 方程 4sf — f — 9 的 解 ,证 完 。 


O O GUEBHIURETE. IBI MS CIDAER ACCRUE RE. 
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i 定理 10 实际 上 已 经 包含 了 平常 所 请 Fredholm 的 alternative 

《例如 见 M. T. Tlerponeruidi 312-7 RH $3 中 的 三 个 定理 )， 利 用 

Banach 代数 的 工具 还 可 以 证 明 更 多 的 事实 , 包括 如 性 积分 方程 理 丧 中 

的 一 些 经 幅 性 车 果 ,例如 :全速 炉 线性 算 子 4 的 每 个 固有 值 是 拘 解 算计 C 
R,-—(A—ADy 

的 极点 ,而 在 这 个 极点 的 内 域 , ER、 TRI Laurent $e. 


cm 


十 Te 十 S DAMDE, 
k=1 


R, = 


Ia 
(X—A 35 (À— Xa Eres I, 


这 里 nk JE EUER RAT mi Tos aen cs Pa ERIT 
《 见 南 云 道 夫 )。 

近年 水 的 工作 着 力 于 把 Riesz-Szander 理 共 推广 到 更 三 的 空间 上 
去 ,这 方面 将 在 后 面 葵 及 白 扑 室 间 时 再 诗 芥 

T. Lezanski([6, [7], 及 [124 [13] [1 起 把 Freqholm zig 5j Koch 
无 旁 行列 的 理论 糙 合 得 出 了 扯 象 积分 方程 理 答 的 新 方向 。 

定理 11. 如 此 工 是 作用 在 Banach 空间 E rp Bg s SE SHEREPESE TP, 


Vr ra a a Iu e ma 


rur unir P err a Pt a eae P Pp ee Ph ra PPP nS e er n m a SI a ras ar e a A Pare Pe UP 


A EN E P sh, e e PP Pre Pn A 


加 有 值 》 它 可 以 展 成 Laurent got 


306-9. c6», — D 
H3 nd PA EUE mm 时 :os=oe c 


nune. 


E 设 加 是 了 的 固有 值 ,信者 察 它 的 Lavurent BI). f& $7 
PB 地 ,可 以 写成 


RQs T) =R Qs T) EOS T), 


—1 
这 里 ROT) 六 GOM, 
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FJA $7 定理 11,18 
C241 00, O= Cugi = 1, ene), 
Coman = (CO 2^ (22-1). 


但 C= Totes Td, 


这 里 适当 选择 积分 图 道 P, 使 在 工 上 RCO T) SR; 这 基 可 能 的 ,网 
为 (TD) 是 可 数 的 ; 若 且 除 0 外流 有 集 积 点 。 设 
Ea (F), 
üi E= (C) 于 是 由 Cs =C 得 
| € AGI) eO 8,08) - 0 (E) - E. 
由 此 知 Es 的 每 个 有 界 子 集 是 列 紧 集 ,从 而 Eo RARER H 
Cal a0 =a 


得 知 
C ,EccE, 


HA C ouo Cts, 可知 
€ aott 07,0 45 D*O.5, 
这 里 了 党 示 O- TAH 上 的 限制 。 于 是 可 以 写成 


R-P e [1 Y oor Jere- 
了 于 一 下 . 
Io R za 中 的 不 变 算 子 。 既 然 刀 RASH, D 可 以 表示 成 一 个 方 
hi 


54 Mga Orr 8 ü 
ES M HeeeHmHMeI . 

dr atram inus Qj 141 0 

a 05; 
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> (k—A,)7^D*, 
, azi 
XE | 六 一 和 | 20 Wie dk, ER Aj = Ae = re cdm OU AE 
nzmj———D'-(, 


从 而 n2-j-—0.,— 0, 8EB] Y. RO T) d P fb Ee 
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. $9. JEHEECE -IRF 

ARWR RT RAPERE. f ELEESAZRETGE EZ BI. EE 
Hk BIER UB BEI, BGREXEIEBHEBUDS ZI RRA 
TE per JEBEPELT ES TT R ERER, mi 0-77 E 2E 2 E A PR Re JE fk 
VEZEUR JE VLÉ AB DR BEAR. RHARD if LA o IC. aR 
W.B Hpacnoceanpekui(/.3],Imcrepuug[ 4], BaiuGepr[ 6 ], Capypuu 
[2 158 5C 3. 

-REPII A, ULA EAE AE Banach 空间 中 的 微分 学 。 

定义 1. dX EL Es Es #pie Danach afi] gg A Eie Ee P| Es p pj . 

Sale, 107 — oy, E FIER: 


1) (atr) y= xy + xay; (Pots res 
3) ay, t ys) = 2Y H Xe; n=], 2. 
3) trt, Yn — mula my. 
Js. RREA Ea BrE 的 乘法 。 HEEL o 固定 时 ，9->e 一 克 
可 以 看 成 是 由 E. Sq Pasch) EHLETE T JAmRIBEERBRRERCP. A 
是 ， 对 于 每 个 国定 的 y CES x—zm 是 由 E 到 Ea p nukEXSSESPER 
子 。 特 别 , 对 于 每 个 实数 a 
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Casjy=aley}, may) aey). 
fj 1) SE En Es 是 两 个 Banach 空间 ,可 = 他 (Ba EO 5i $2] 那 
末 这 里 的 积 是 28 —y(z € E, y € E, T EE) eT ERE v 上 。 
2) RE E Jb Banach (Gc, E cp BP CES BI] E«E—E 的 乘法 。 
3) 取 三 个 不 小 于 1 的 实数 p, g, r, E 
1 1 1 


np q r^ 
JU 20) ELO, B, n), yE) € Le—92( (0) € Ir, 因为 


1 (zy) | ra) -- MLORMOI CO: 
[P Š 2 
(E Z PL T 
SKICO] "aan |? MOI "uan = 
ü íi . 


-[f (eft) cof coloca |" 
£ PH 


由 此 可 见 ey Qe aC (OC) Jedi LoLe 8| Lr 中 的 乘法 ， 
4) BOER AMCA Q-[0, 13) T eC) ELN, B, e), 
Y(t) €0(0), A 


z-yem (auai). 


R 

那 末 eey 是 由 LXO 到 了 中 的 乘法 。 

定理 b Weeccy deh Bx E B E R, Ey Ha EE 
Banach Ai, HRAFEERN E — 707 

ia.gls<cylalslyts 

RE jel AREN E eb i cC 1, 2, 3) 

WE HEE, ye 是 ES] Esch WAERREAT Tus 4 一 
—T.. TÆ 


876 yzy Fréchet sf Banach A 


| zl LPa] ly ls. 
B E, 中 的 第 位 球 SC@, D. SCR {Tale ESCO, 1)) HE B] ES 9 Fs ir - 
BeHSUGAPERCT, X os-—cvyoRPTWRÁÓMBDIÓS 9 也 可 以 看 成 是 由 到 
Es P HARRERA T Tv, AX el, 


lP = jsd Plies] Tus 
BI CHPsv [| E lele EA v € E EL D EE, 
(Zl leet 


4 3 BDUTETEIEK N, {E 
本 zs esi), 
换 旬 话 毫 , 对 于 任意 2 到, yE E, 


loyls -| ME 


RENEE 

ENL 2. ERE, Ey, En Eo 都 是 Banach aR], HRA n Rbtct 
A Etah Eo Ea xi x Ea B) Bo h jn 

UnC Es, Eo, tr, Tu), 

ETEDI), HEE 2x € Ekti, IEn), us 是 由 Es 
5]. E WRERTERCT. HARER, HH al cs 0) 表示 成 
Hatata t Bug 

注 1) HIE 3 Ex x E, E, RATE 2- EE TER R A AR 
性 齐 式 。 

2》 由 定理 1 并 用 完全 归 业 法 可 知 对 每 个 n 线性 齐 式 必 存 在 正 数 
N, 


es (D 
A 数 
be jm s auf, fs 
= aC y e jo 0 0. D 
Yen 


h0 
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B2E VR CO MIER N f UHKTEI 的 范 数 。 ， 
3) 定义 由 Ei x ox Es P] Eo HJ n SPESE s 与 w IL DOO 
Usi, ee Vn eR = Cun + ve 
Bede (Qu, JAg. Ay = as aia ee, 
于 是 不 难 证 明 《 优 对 GCE, EL) BSZERI) 这 些 m AETA NEEE 
(258 p, —^* Banach ze] AE ERRE x e X Eu ES) 
4) MRE CE, EARR), SES MER HH 
Gf, o, C CE Ro), 
Ghi Ms e e us E Ceci iC HY) 
e. € CR Os Uh CERES). 
定义 3. EEX 2n E o Eo EL PERXEPQS m 
的 任意 排列 (ra …, 60 
Gy, hu Anhi Au, (hr C Er, Y een, 
Bk n APEJE os 叫做 对 称 的 。 | 
例 在 Banach 代数 中 ,4 一 zy RIR RAER E D DEA AO 
是 这 个 代数 是 变换 的 。 
定义 4. ia NER n RENA, 那 未 a es de EE n XGA 


hs, 


[on 


Md gru as 我 们 表示 作 as € [ £n, 
XE 1) fib ae rp h^ REO LS ERE hf m ARR TI — HR FUR: 
ahh BRE | 
2) 下 列 性 质 容易 看 出 ， 如 果 a 是 n 次 齐 式 , 那 末 
CC 
2° anl Ahi 十 Ut qo - 


1 
a.. DILE IE EA 
P mui 1 k 1 X 
faqeeTng-na 
Hu 
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D 这 got nt e Hay =n ha 

4^ KR Rl e NAIR an 与 br 对 一 切 h EE BE ARY 
MDRERI n RRPEJER w 与 54 相等。 事实 上 ,这 由 2^3 不 难看 出 。 

5^ BEA C CES) ifi ado RLE- n KIER DR ACh) 
REIS n desk 

6” 我 们 可 必定 义 一 个 mw 次 齐 式 ash 与 "次 齐 式 bo d RR, 
事实 上 ,由 相应 的 线性 齐 式 
Gy, ha, bua, 


可 以 引出 一 个 (w 十 mw) 简 性 对 称 齐 式 


TEFEN 2 Cash Pu bus uar rues) (3) 
UTLDU 
BOR XX Gr oo, em DIAC, 2, c, nO I AEF 在 (3) 中 
A b me maus cy Bl aA RAER (asm) (bun), RER n 
AIAH max EXCN SEBUBI UO d nO zKESX Cas hm) (bum. 
EX. 5. i ar CLEE (Ë, Ef Banach 空间 》 Eb S 


六 «v REE) 
k=i1 
的 式 叫 做 关于 为 的 浆 多 项 式 。 
注 1) WEESESQED BR, 屠 末 一 个 n 米 性 齐 式 实际 就 是 一 个 形 如 
oa B m AERE LITE v KERM ETR D USOS, et", 从 而 多 项 式 
Eo£* 也 就 是 平常 的 多 项 式 。 


2) 由 定义 4 FREG HA nn 次 多 项 式 与 mokAIBASESAH 
张 ”, 鳞 积 是 一 个 (n 十 mm) 次 多 项 式 。 
定义 6. ER y-— p(x) 是 由 Banach 空间 X 的 某 个 开 子 集 OM P 


Te a me Pe P a, e e n a rt PP, s PE Pe ure a e e P P Pe Fare Phy a ma P a Ph Pa a PA 


《按照 Fréchet TX), Je düfrfp—^ HC CX Y), ENTER ô, 


-r 
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Pcr c cn 


(PCr t Av) ple - HAz| i| Av] eC] Au), (c 
这 里 e) ERREA HR E. H ao, e-t Aei H mp 
PEJE æ= 2o 处 的 按 Fréchet E é] BET ARR 
H = (m). 

iE 1) Karl Marx 在 他 的 数学 手稿 中 A NARA FAME 
HPCE A EARE LURTE. ATEREA 
中 把 上 述 概念 作 严 格 定 义 的 工作 是 属于 M. Fréchet 的 [C1]。 

DIEPSOLIGS 时 ,这 与 平常 的 导 画 数 概 念 一 致 。 

8) 注意 p'e) ECY), Afi Coo Aa J& Y rf XC AUR v) 
TE X p ME pCBR G gf I ssbér (E, 那 末 我 们 说 ?在 中 可 微分 ， 而 2 
Ru] € EKI- ) 中 的 (一 般 是 非 辜 性 的 ) 算 子 。 

4) 如 果 PC%) 在 Xo 处 可 微分 , 那 未 导 算 子 是 一 意 的 。 事 实 上 ，, 设 
BA H EXSY JAE EUR H EY), BUE 

| prt Ar) — PCr) - HiAs | | Aela, 


从 而 
[E — His CeCIAmiD ar &CIA912). 
上 式 左 边 与 Ar 的 选择 无 关 , 从 而 了 =Hi。 
5) EBD IB BER H, IE CE so 处 可 微分 , 那 末 
lp(zo - Az) — p(n) | H As] + | Asje Av) 0C A0), 
从 而 pCXTE vo 处 连篇。 

例 D E 9%) 是 把 Krona ge ORA Romn F RID 中 的 算 子 : 
y—p(s) y—Cm, TS 
D ME PE EM CE, e EO =m EE REIECTA UCRET E EE 

Hic D Erb 6) 8 nes RERO Avo CAG, …, A80, 


"EE LN ECCE P I CMELI 
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7 Tb 
zeo)as=( 之 dy AES U8 PELLI 一 
2f: oh, eu En) 
这 里 IP 2E; (E) = GE s SY 


于 是 可 见 p(w) 的 导 算 子 P(X) 是 由 局 到 EncBBRPERRT S 这 个 
TT Bà 
GE) 
9€ ; 1m, lss 
表示 。 按 照 我 们 取 ma, ir 等 不 同 范 数 p CO ROB BEL T8 C 
2) 设 2 本 身 是 由 于 到 了 中 的 线性 有 界 算 子 , 那 末 
Pa tår) P P(Az)— 0 
内 而 这 时 对 于 任意 we€ X,P'(x)—P. RARE p iA 
(oi) ma Ca RERO EREE) 


的 自然 推广 。 
3) E Vpscon 积分 算 子 3 一 已 (z)， 


of K(s, t, (0) dt 7 


分 把 它 看 作 由 dqo118iBu zm. BKG, t, v) 在 所 考 赛 的 某 
DOCU TENIS 个 主 再 元 各 有 一 阶 连 奈 导 画 数 。 这 时 


f K(s, 1, CO) ACE fxe t, m(t di = 
0 ü 


1 . 
. Di UK cC 6 e (Dh D + CO it, 
d. 
这 里 ORHEI RAN 


Pi'(go)h = » t, s (D) )& COE 一 
; | | | 
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Bp P'C22273 ALI, ke, )e2K z(o, E v (0029 BUS ERTEBA ORT. 
4) 特别 到 羡 = 品 ”所 考察 的 算 了 实际 上 大 在 Banach 空间 了 中 取 
T HEISE PR IC o i29 T CE fà AA SEER TEC SRL BLZ 
[ELEH AD —2(0—x(DAGsIAL [8C] AU, 
这 里 m e(| Atj) —0, LAER , 必须 且 只 须 


[0 -0 ccn 


”这 正 是 与 在 $6 中 所 定义 的 抽象 画 数 e COD IS ER (0) 的 定义 一 数 。 

下 面 氢 述 关于 了 导 算 子 的 二 个 简单 定理 。 

定理 2. 说 y= P(z) 是 由 Banach 空间 X 的 某 区 咸 G 到 Banach 
空间 了 中 的 可 微分 算 子 ， 而 s QGO JE B Y mac DKD 
2P(8)) 到 Banach 空间 z 中 的 可 微分 算 子 ， 那 末 2— 9(P()) 是 出 
G(CX)3] e rh Ba p REP FEEDRET. i € 0, 

(QPY (29) -Q'CPC) P (wo). (5) 

DELCIEITCESITSRE IIO EUORT EE 
Z ORRAT, wpP'Go4ux3 PATRATE, A 
Q'CP()) P'(z Jk H8 X S PARET dn APOE 
”意义 了 。(5) 是 平常 数学 分 析 中 微分 的 鳃 镇 公式 (Kettenregel) 的 推广 。 

证 IN so E69 使 Ps) 在 wo 处 可 微分 而 人 8 在 vP Ce) AET 
分 ;由 定义 可 知 存在 随 其 主 目 元 趋 于 0 的 实 变量 画 数 (90, (yE 

|PC t Aw) — PC) — PC) Av |] Av ed An]; 
IQQ As) — OY) — Oy) Av [s] AyjesC| Ag D. 

4A Ay=P (xot Ax) — P(zy) = P t Av) — Yo, 
耶 末 注意 P'e) Q'GrO8 RE RATE T: 

(OPCE Av) -QP(2:)  Q'CP(r ) ) PC )As < 
KIH Ay) — QU) — "Gro Av | + IQ Cro) Ay — Q'Cyo P" (va) Az] 

«hás]eclav])- Ie'Go]|5s]sC]As)) c6) 


588 第 二 生 Fréchet 5n] Banach f 


注意 在 定义 6 注 加 中 已 说明 iAs [eo] Ari KHE o ERAT E eD 
By. Am | Ay | 随 | Ae 上 Aro T4 EXER SX Q0 81H 
(OO COP Ya (o) 2 QCPCoD))P'Cz), EEEo 

系 HESEER 2943 HYS zZbpBe ET. 

(QP)'(2)— QP'(2)5, 

这 也 龙 平 常数 学 分 析 中 的 相应 精 果 ( 齐 一 常数 可 由 微分 号 下 提出 ) 的 自 
然 推 三。 

定理 3. dE PCr) RH) Banach zx[H] X cp fü Bc pts G £j Banach Z 
[4] Y rn BST $29 SET SER As, 使 mo 十 AsEG。 郝 未 下 列 不 等 式 成 立 : 


|P(xo-cAs)—P(Qe)|«;. sup —|P'COO]jAs|. (1) 
=r Ax 


ücóci 
EO ys PC A2)— PCn). 

依 Hahn-Banach ($ 3) Jf € Y*, (d 

lfho1, fi = hyeil. 
LI Eo XE: dp 

e(r)o APC TA2)). 
MS Asg X, 而 把 T 看 成 主 变量 ， 于 是 依 定理 2 HOUR, HEE 
dr 和 (ao 十 ra) 一 Am 得 

pr)= f(P'(ns-TA2))Aa. 
利用 平常 画 数 的 中 值 公式 | 
e()—9(0)— (9). Co«co«c15, 

得 知 


fy) P(rof Àn)) — P(e) = (0 — 9(0)— 


— 9'(9) — f(P'(ro -9A2))Ac. 
”所 以 - 


[Peet Av) PCr lj [sol = f C) — | fCP'Coo 9A2)) Ax | 
SISE C HtA Aes LE IEEJ Aa. 


0-cocl 


-— 
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现在 ， 我 们 来 叙述 … CO BIAIS 7e SX PEHEE 
$ 10 Bj Fire 4808 RI LR $ 6. 把 PCs tòr) E BTE Y tB BICIS di 9o E 
Be, JER l 


1 . 
P A2)— P(E) -f Í P(s-HAAs dto 
0 


1 1 
=$ P'Gz-HAz)e Adi È P'(z)Ax di 4- 
j| d 
D 
十 WEPCerRa)- PG) ]Ae dt - P) Ss 
fij 


T 
+ ( [P'a Az) — P'(xY]Ax dt, 
ó 


1 
iP Ext Az) — P(z) — P'G)Ami« f ICP {a+ Ar)— P (a Aalli (8) 
0 


定义 7， a PAL] Banach zz[H] X 中 茶 区 域 G 到 Banach 空间 了 


P(z) 在 wo 处 的 第 二 阶 导 算 于 ,表示 成 
(Po)! — P'(a). 
按 完 父 归 精 法 可 以 定义 PME zo 处 的 第 ” 阶 导 算 子 : 
PoXar) e (P-e), 

于 前 所 述 ,对 于 固定 的 2 € X, PK(zo) 是 (X-*) 中 的 元 ， 所 以 > 
->P'(z) ih X 8| CY) 中 的 ( 非 弹性 ) 算 子 ， 从 而 对 于 固定 的 x 
P'(z REX XY )y B6. PET e, xzEZ (P'e) 可 以 
HuhOXEX HY PORRER, AOMDUSfP EIE P'(Qmo)ez, [DRE] 
一 般 我 们 用 
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Pon( wo Jag: 
RE Poea tH BS m BEPETESS. 
例 1» gREPXH Rp EE BCG 3 En p 9T gy Px: 
Mi= fkin a 50, «discum, y= nO cizm: w=, Dei. 。 
设 y 了 在 4 中 有 二 阶 连 楼 导 医 数 。 不 难 嫩 出 ,对 士 增 量 Az 一 (A8 AEn) 
RA's— (AP, e, AE), 


leksm 


P"Qx)AsA'sc [NN arish € Rn, 
$, j—1 
所 以 算 子 P (e)k -— EP 
u 2f, DE 
A50. FRH n-—m-—1gp,P'(e SA TW AE ESTEE REER C 
2) BREE CE0, 1 中 的 了 pooa MAAT y — Pa: 


soe cs E, z(05dt, y, e ECCO, 11. 
0 
BAR KG, iu RAEHAN H ALA 
LE - (xi t, zo BCE YA. 
—— 


1 
P'(zy-- Ax )h — Pla Jh — ESO t, 2 4- Aal ENY — 
Q 


Ni 
EECa, t m1) ACOdIS È Kus tm) AR REN m. 
ü 


x m Ej AsCO| Eo ter RES ho TE 
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1 . 
PC Mm KRCa, t, ss OCMC 
f LU 
定理 4. 如 果 Ple) 是 由 Banaeh zen X re c pose G 到 Banach "i 
BIBEODRS TE SELTAB T HE MR mss Arc. ph 
|P Crot Aa) — P (o) — P' (uj) Aa| «s ~ sup P Css]. (9) 
EE tAr . 


fatat 
证 ”由 定理 3 下 的 注 .。 
[PCr A2) 一 Pa 一己 (ao Ax| 


1 
«VIC et82) - PG))Aa|at. (10) 
ü 


把 定理 3 中 的 相等 式 (7) 用 到 了 (27 上 去 ,在 本 定理 的 假定 之 下 ， 
[P Crot tów) Pe SE UP az | P"(35[ Az, 
0<H<l 
ATRACO), A i<, oci, Bk octi) 


1 
— RPG Ar) P(g0) — P'Cr)Aa sc sup | P" (3) laeto fuat | 
: 7 7 ' Iraq AT fi 


Pasa 
` 1 
=g w P QUE TEST 上 zl 
r:zm.pd4A 
Qc) «cl 


BASIES, 4 会 使 我 们 把 到 一 个 天 题 ， 即 是 否 平 常数 学 分 析 
的 中 以 公 式 对 于 算 子 成 立即 存在 名 oct, 使 
P(24- 52)— P(2)- P'(s-F$Aa) 
(8 BEL B DL SR DRLCRR pcsr 89. | 
例 考察 由 Br 到 它 自己 之 中 的 算 子 Y= Px: 


CD 员 然 这 是 很 容易 知道 的 事实 , 但 交 黄 电 有 时 有 有 些 作 者 就 个 用 了 这 个 公式 ， 因此 信 得 
唤起 注音。 
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n= timp E, )， m= b= E, $2. 
考察 s,—(09, £0) ux (n1)  AscOLO), 于 是 如 果 中 信 公 式 

Plxot Aw)— P(z)- P (et tAr) BER 

e(2, 2) —9(1, 1)=8—2=6= 1 +H -2(14-9) —4(14- 9), 

$(2,2) P0, 0)58—125 7-301 9)», 

TERADE 9 无 公共 解 , 从 而 中 值 公式 不 能 成 立 。 

但 对 于 Banach 空 天 上 的 证 画 数 ， 中 值 公 式 基 成 立 的 。 实 际 上 ,这 
对 于 更 一 般 些 的 微分 成 立 , 训 所 请 Gateaux 微分 号 称 驱 微分 。 

EA OB. ub Pi Banach AW Xip ERR G 到 Banach zE] 
Y HJECTS WRS ARAE RH , ATER AE Prot MOX SE 
DAABA): 


x0 


存在 , 那 末 ez) 由 做 在 Xo 处 按 Gateanx 意义 可 微分 ， 而 上 和 的 极限 秆 
 Ubfük PUrHE so 处 对 应 增 量 的 Gateauz 微分 ,表示 成 DEC A) FFA 


A te A A iind 
TE TT e IP d PP S P e p pP Pme e a P PP re as Pe Ae e EP t 


n Lc Pe aru e, rat E E Pm ar i iP sg Irae P DP A Pii, Pann mmi Pme i Fur mi Pg aar PP EP Phe gr P 


BOSURAMPK GO ECX"E — 
exo) = eCzoX(9),. 
这 时 如 果 PMCROEERE BUR Gcx EEE, 从 而 pieh ZS X* 中 


eA i A = RM A Wh eh Wd Ra Wo a 


A 


pera f(x). s 
例 1 考察 定义 在 CoEe, 拉 上 的 泛 醒 数 


， 
I) f $0, vh, v'as, 


这 里 设 SO, uv) 是 按 其 各 主 目 元 有 回炉 一 阶 偶 导 栈 数 的 。 容 易 
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看 出 
lim 
A20 


I(y-r)—I(g).. 
b 
= lim 3- A EIG, (OE MOD, Y CO) FM — 0, CD, y= 
A30 Z 


b 
= Verse, y(O, a COD)RQOD + fors (O2, y C) )8 0) ] at, 
由 此 看 出 ,在 这 里 定义 8 PAREA IEJE E 2e A RrgRIEPR EE TOO 
HERD 
例 2. 现在 考察 实 Hilbert AME LEAR J= lel 的 笠 量 算 
C9. XH 


lz+ 3a lst = 


LOCA GEAR, s EAM) — (m m) 
TXTEQ OC er 
Eo My MS 
letia]. 
AN im et nl 一 人 n^ 
m 


+E E Hilbert H E H Jt di 55, 从 而 grad f 是 由 吾 到 它 自 己 之 中 
的 算 子 ,而 


grad |æ TED 


H. 1) 如 果 算 子 Ple) dE. 点 处 有 Fréchet BET, PARP Ce) 
时 获 对 应 于 增 量 天 的 Fréchet f2. RETIER, Fréchet 微分 的 存在 车 
ij Gatenux ONES HLAS, 事实 上 , 依 Fréchet 导 算 子 的 
定义 
O [Prt Ar) P(r0)— Phaedro AD, 
这 里 SC) Bio mi 0。 从 而 这 村 


D AiR Jaspegrres-jDocrepusk, woy, BLC, 
& g, M. M. Baitutepr(5], 


228 wE Frëchet 些 周 与 Banach = 


Jim PURA] HG) P! (xoa. 


A30 
TEL IRH E fO») 在 mm ndr RIER] Gateaux 微分 , 它 厦 不 一 定 
TE vo 点 也 有 Fréchet 微分 。 例 如 多 考察 B* HAJI e 


[er =f, £4 E ERIS, AE £2 E20, 


于 十 全 
ID=] (0, 0)=0. 


B des <4 |é | ， 

可 知 了 在 (oo OIL. A A mns ms), BIO TECO, 0 处 的 Gatesux 微 

AY 
lim 
A20 


fA) fCa) nius - 

IM MU lim (m+ re 

从 而 存在 ,但 如 来 倒 0. 03. WHA = V^ 91 93 — V 91 mis 所 以 
lim £930 —fC0) {C0 


n = lim i 
| 本 -29 Ka i (mt -- 02) m3 n 
= lim — i - = 二 0 
Hao 221Y 21-- 2$ 


从 而 Fréchet 微分 不 存在 。 
2) 注意 一 般 Gateaux 微分 2,f(z) 对 于 天 一 般 不 必 是 磋 性 的 名 
定理 5.〈 泛 商 数 的 中 信 公 式 ): BEAR f(x) 的 Gateaux 微分 
AP) 在 Banach 室 间 加 的 一 个 唔 并 集 全 的 每 点 外 存在 ， NA, XtPE 
Ez zLACG, 不 列 (Lagrange) 公 式 成 立 : 存在 实数 - T, E . 
Ho th) fr) hs) Oil an 
WE A e()- fath), XE a 
p'( idim WELET 一 fx 十 声 ] ` 22 M Cae). 


Af 


Tu me Ë M. M, BannGepr i81, 
D Gatesux 87255 h PETEN Ath M. M. BanaGepz[ 0] B He 
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由 此 存在 7,0«T«2, 使 
f(x h) — f(x) pl) p= p'(r)—2f(e a Th). 

证 完 。 | 

对 于 算 了 于 ; 员 然 如 (12) 的 Lagrange 公式 不 成 立 ， 但 仿 有 一 个 减弱 
的 形式 成 立 。 

定理 6. (EET) Lagrange BA): i P(o) 是 定义 在 Banaeh 25 
MIXERE G. HEHA X" 中 取 值 的 按 Gateaux 可 微分 的 
算 于 * 设 它 的 Gateaux 油分 是 线性 的 。 那 末 对 于 sQc-2C6. RIDE 
BEX, 必 存 在 实数 (二 7 人 2)) 便 0<r<1 B 

(PUn 2) —P(z))(5) SOP E+ Tz), 
A EAM TR EBEN R REH 
pla, h jP (ryh. 

这 时 petiz, D 9s, P) POE PE) y, 


JA Dep lw, h)= lim PTA DP h) =p P (n), 
A0 A 


但 对 于 泛 西 数 (o, e) (EE z), KEM 5, Lagrange 公式 (12) 成 
立 , 从 而 存在 实数 T, O70 «1, 使 
pietz, b) pls, h= ple t T2, P), 
&n P(x4-2)h —P(z)h -9,P(z-4-72)-h., 
 CBEERGXHHLIS 7 ÆRET h 的 。) 证 完 。 
CT E VR LIC Lagrange 公式 成 立 , 而 且 有 穷 项 的 Taylor 展 式 
也 成 立 。 i 
定理 7. 《有 穷 项 Taylor 展开 ): REE Banach ZrhH X AEA 
FRERE LURER e) RARER npt Fréhe HAT, ARM 
LA| <p == Bup (a S Cao a)C- 8) Wb TTEA Bn OQuo, h, A n), 00 < 
SLE 
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ao 十 XRD) 一 F2) + M (xy )h 4 - Gs - UPC nnt 
Fuse, (13) 
这 里 RIESE Shh ve h, 
FA i 


WE 4e e) 9 fCn 22), 对 于 固定 的 如 pO) 是 平常 的 两 数 ， H 
依 假 定 它 具 本 到 ** 阶 的 导 画 数 ,并 且 
| (X) = fX æo HARIN, 
于 是 使 用 关于 p(X) 的 平常 Taylor 公式 ,使 得 
„=ï 
frot hh) pA S iret) ex 0h), 0<0<1, 
kn 
这 里 9 — Oy, h, À, Jo AAT 
n—1 
P (so) D fast + A goo(as eM 
k-ü . g l 
定义 9. 泛 画 数 SC) MTE s 2o AA AREE), ER 
FEES s 使 
jz 一 s. | ce FG Cs) OBREH Ge FOn). 
极 大 与 极 小 温 称 极 值 。 
值得 注意 的 是 对 于 =R 的 情形 ， 这 定义 与 数学 分 析 学 中 平常 两 
数 《 音 变量 或 多 变量 的 ) 的 (局 部 ) 施 大 极 小 值 的 定义 相符 人 台 。 例 如 对 于 
Oca, 53 EREE 


b 
Fw) = V fO, at, a (at 
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ucl Ld Pe HIR Re, 

X T RR H Fréchet 微分 ,甚至 用 Gotenux 微分 ,都 太 限制 了 。 
为 此 ,我 们 依据 M. Fréchet [1] 引 人 广 义 变 分 。 

定义 10. HIRE Banach 空间 X 中 基 区 域 0 中 的 泛 图 数 


ICE) dE s—a( E G) WHT X nME, EREEREER Tilo A) 
(A € X) 1«ci«cn), E 


JC HAR) = fe0) Mf (nos I) de Ifa Go, h) + Ae C, A, A), 
4) 
这 里 对 于 每 个 hE ` 
lim &,{ æ ^, A) 0, 
Aci . 
RE, Sawo, B) 叫做 FCE) ZE mo ARGUIT n PAEA REGIT, 
Sta f (2) = fai, h). 
注 : 在 定义 10 的 条 件 下 ,对 于 整数 O<), MAS 
Cs 30) e fno) Hho h) + + feo B) 4 Mesi, A, A), 
) (15) 


这 里 &g( mp, A, A 一 foriko, R) 4 


2» 
(ri)! 
| OT fins, B) M^ ?ewo, h, X). 
[DS MEOS T $8— ARER h, 

lim Epl £o, k, A= 0. 
从 而 folto, à) pë fC) 在 vo 处 的 广义 五 阶 变 分 。 于 是 由 《td4) C12) 
Ögr fo) = fa( 2o, 有 一 
Leemoreo a Joala 1) | 


x CR— D" OOL ssa, h A) 


=pl] 


o Riu JIagpesrben-Jmcrepsuk, Neck m PER 81, 
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24 A0 Bt, ERAMA A? DARRAR HEER R 有 唯一 的 
ERR ENE # 一 和 处 至 多 有 一 个 Pn) 阶 的 广 闵 变 分 。 于 是 (14) 可 以 
写成 


fF M) = fm0) HADSE) H- up fü 


十 Aapa fao) Mens, h, A), 
这 里 对 固定 的 to, h, 


lim EÇ o, k, A) 一 心 . 
A20 


把 上 述 与 定理 7 及 Fréchet SARELLE TAZE Ae) 在 
s Hb n) Fréohet 微分 fX)" 时 ， 那 末 它 也 具 广 义 n MEH 
Sia Te), 并 且 二 者 相 等 。 但 如 f(z) dE ne 处 有 广义 阶 变 分 , 它 在 o 
外 不 必 有 阶 微分 。 
gi 4 KOPCE), rS. 
BOC) REB AER TA EORR M, AE UO 在 4 一 0 处 具 广义 二 
阶 变 分 ,因为 它 可 以 表示 成 
JM) 9 fC0) HASC, t) fol0, t) HAEC, t, A), 
这 里 lim £(0, 4, A) —-0. 
A290 


事实 上 ,只 须 合 | 
fi(0, 0) =0, faCO, £)  22w(0), 
Üw( Xt) — U(w(93-4- 8:0, $, AD, 8—i?8,, 

但 J( 在 1=0 处 不 具 二 阶 微分 ! 

定理 B. (HANA): 设 定义 在 Banach zei X AFARO 上 的 泛 
BS £C) dk ooo Rb RU rae D (Gatenux BED 2f Cr). HT, fC) 
在 z= 和 % hR DREIN, AARTE AC X, | 

fro) — 9. 


E hund 
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t ERE | 
the) fen = sf (20) + (2, Ax, A), (16) 


这 里 lim |£(2, Az, 45] —0. 
A0 


因此 ,如 取 1A| 足够 小 ,依据 > 或 之 9, 等 式 (16) 左边 之 0 go CIE 
ze 处 f(x) 为 极 小 值 )。 因 此 ,必然 f(z0) 一 0。 

定理 9， 如 在 定理 8 的 条 件 下 , f(x) 在 #=zxo 处 还 有 广义 二 雁 弯 
fr, Of2f(v), WRAT Fe) 在 ex Ab RES ROB RC RI HB ER 


Sga f(e) 20 CERLO). 


镍 
Frot Ae) f(29) e Muf (no) Harde f (s) + Mes 20, hr, A), 
这 里 lim 2&(26, h, A) —0 (FÆ k). 
MD 


和 如果 f(w) 在 m 处 过 到 极 小 什 , 依 定理 8, C) 0, Miti 
IG ERR) [082.1 oti fU) E:to Rs M). 


对 于 足够 小 的 AJ, 135220, 4. A0, 于 是 得 
SR2 f ($770, 

证 完 。 . i 

SET B EGER VA ECRIRE PELLIS RNR S Fré- 

chet ffj5c 3€ Cll 
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8.0. Ber THREE OLG 


在 实用 上 , 求 各 种 方程 一 代数 方程 ,超越 方程 微分 方程 ,积分 方 
程 以 及 其 他 一 一 的 准确 解 只 在 极 特 萄 的 场合 才 是 可 能 的 。 因 而 制定 各 
种 近似 解法 具有 很 大 的 现实 意义 。 近 一 二 十 年 来 ,特别 是 在 苏联 碟 了 
Kauroposus 的 在 四 十 年 代 的 一 系列 工作 影响 之 下 , 泛 画 分 析 在 各 种 方 
程 的 近似 解法 方面 得 到 了 丰 能 的 应 用 。 活 醒 分 析 由 于 它 本身 所 特 具 的 
高 度 粽 合 性 ,使得 种 种 不 问 方程 的 近似 解法 得 到 统一 的 处 理 ，, 从 而 , 过 
去 具 用 在 特殊 形式 的 方程 (例如 代数 方程 粗 , 一 变数 的 超越 方程 ) 的 一 
些 方 法 通过 泛 丽 分 析 的 观点 很 自然 地 移植 到 其 他 种 种 方程 上 去 ， 这 种 
蒋 一 使 得 半 题 的 本 质 可 以 更 清楚 地 呈现 出 求 ， 井 且 基 至 应 用 到 某 些 具 
体 博 琵 中 时 可 以 得 出 比 以 往 通过 繁复 谢 算 更 好 的 估 香 求 。 在 一 些 问题 
中 ;也 可 以 得 出 近似 方法 的 收 黎 性 的 证 明 , 并 得 出 收 化 速率 的 估 值 来 。 

JI. 了. Kagroposuu 的 较 平 的 工作 已 经 总 车 在 他 的 粽 合 报 告 " 认 丁 分 
析 与 应 用 数字 ”中 (1948)。 这 方面 ,近年 来 的 进展 较 多 ， 这 里 着 重 叙 述 
非 粮 性 方程 的 一 般 情形 ,而 对 糖 性 情形 一 般 只 作为 非 线 性 的 特殊 情 形 
而 畴 为 论 及 ,这 与 Kamroponus 的 芝 合 报告 之 以 很 类 篇 轧 葵 线性 情况 不 
同 。 此 外 ,这 里 只 限于 兰花 用 本 章 前 数 节 的 基础 知识 所 能 处 理 的 问题 ， 


$10. MSIE ERE z205 
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从 而 拜 非 对 沦 画 苍 析 在 近似 方法 方面 应用 的 至 面 介 娄 。 为 此 ， 我 们 在 
这 里 只 介 纸 一 般 玖 代 法 ， 牛顿 方法 及 其 各 种 推广 与 类 似 \, 最 速 下 距 法 以 
EA; 程 的 … - 般 理 论 。 
(—) RAET 
在 解 多 种 方程 时 ,我 们 可 以 把 方程 化 成 下 面 形式 ; 
s= Pr, (1) 
xcE P REI TEX ERE BH p CRT rho RR CL FO RUEET. Br 
BAIE RB MOEE xo EHE HEAR 
$4417 Pen (n—0,1,2, 7). (2) 
sux mw 为 第 ”区 近似 , 那 末 在 适当 条 件 下 , 当 noo 时 yz 按 基 种 方式 
收敛 于 方程 (1) 的 准确 解 ,这 不 但 在 理论 上 便于 用 来 鞍 明 某 些 方程 的 解 
的 存在 及 其 一 兽性 ,而且 在 适当 的 场合 下 还 可 用 于 实际 求解 。 现 在 我 
们 就 Fréchet 宏 间 的 一 般 情形 证 明 又 代 法 的 收 人 后。 | 
定理 1 GRPJQE(EHDfE Frécbet ARE PRET, ia EP EE 
X b) M JERR, APEG hih Lipschitz fte, BEER a CUL 
做 Lipsehitz 常数 ), 0<<a<<l ERT O PERRI 2 33 9s 


| Pz4 — Pas [sa |i — tll (3) 
从 G 中 一 元 zo 出 发 ; 当 球 
Iz—2, le Pil EMT (4) 


BEG HR, BUECOUBSCEZ RCODIEG mm] x Rost. AR m dE 
JOB, SOGcutec fü de 


l2 2* | —- 
E EWR AER 由 于 | 


jaa. | (5) 


oq S REET DEEE E, 由 子 折 吝 的 例 火 多 是 嵌 范 空间 的 情形 ， 


我 们 不 在 这 里 追求 页 大 的 痊 通 性 。 
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[ts — «Jj = l| Pa — Pafen 
所 以 wz.cG. X, stg Sula, Tas, tts *4 cao, Dips . . 
[ats — msi 一 [Pana Passa [i-i wall m [in — o], 
从 而 [æn — 23 | ll tull lem 
Garten) a m tel 
BEERE, dn dL EG, HIER ANZE, SALT U) 2. € 6, EH. 
Singo — zu || l| tap — Engo- | 十 t 十 eec 


Z j | 
—3l& ol 


Fr o. 
— rol 
—a m xol, 


Kari 4- ap72 4... a 4 ar e 


BEA 0«ca«1, Br Cn RE AEAK 9], Maris TE 的 完备 性 ， 
wa lim s, 


noo 


(6) 


TTE. fE(o) 4r po, TI n—1, 得 
| e*— a I ja 一 so|， 


Bp zeG, ERR C3) 入 肖 算 广 P 在 6 中 的 连 核 性 ,从 而 在 《2) rp 


一 o0, 得 


x* = Pat, 
BH 2* RCDIAESSRE. WEES t (DEAH s, RAH (3) 
ja* 2| | Pa* — Pz [eco an e< ]a*— z| 


”这 是 幕 避 的 ,从 而 (1) 在 @ 中 只 有 一 个 解 2*。 
EJHA poo, FHAR). 
5&1. 如 果 忆 是 定义 在 Banach AME HEAR O hE n 


逢 的 可 微分 算 子 ,在 且 设 在 如 中 按 Fréchet 意义 的 导 算 子 P'e) WE 
条 件 


IP'C) «aci (e C05, (D 
HREH 1 的 辕 果 依旧 成 立 。 
Ti. 事实 上 ;由 (7) 直接 推出 Lipschitz RHR: 如 果 m1 zz EG, 


P10. BiCTEREVIE TIBI: 207 
HR . 
iPas Pars sup, 1 P'CZY| [8 — ma Latona all 


J& 2. (RHR) iAH Banach zej E rp rpg Sogl 
Hoi. 


lA n1. (8) 
下 未 对 上 任意 元 BE ,三 和 
qm x5 (9) 
(EE 4 ERE ot HER a IVA EMER 
Enp = ArH b (10) 


从 任意 初始 近世 元 zo 出 发 而 求 得 ; 


z*— lim x. 
Lis i] 


证 ;这 时 ,在 定理 pogh4R GLE,Ps—-4uzpb. TH 
[Pan — Pe] = 4m — Azal «ua zx —2s| «o; ia, — zal, 
ATEI 1 xA HR. 
Rod Pel—seF,e 是 一 个 非 零 实数 ,六 是 一 TR. TAE 
MARTHE 


于 是 , 依 定 理 1 n 
{F = EF jæ, (i Py] Sea Tr el, wi, te € B, 
这 里 吾 是 Banach 空间 , a«—1, 380287; 8 (10 有 一 意 解 。 
例 1 考察 平常 的 一 痰 代数 方程 粗 


Fe)}=0. | (1) 


i Y anite Oia) aD 


dex E EE DX, n MESERE IP APRI 由 于 选用 不 同 的 范 数 ， 就 可 以 得 
， 到 不 同 的 收 误 准则 ,而 且 , 这 些 收 训 都 是 指 " 按 举 标 收敛 
AE Ace) 看 成 电 C) 到 它 自己 之 中 的 而 性 算 子 ,都 末 定 理 1 
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A 2 的 蕉 旭 变 成 如 下 形式 : OUR. 


Li 
> lai |a 1, 
$,3—1 


— 那 末 由 任意 的 初 然 近似 解 (6 ，…, EMH ARAE 


enu * ag£ QU B. (leisn) (12) 
bli 


VcScpZ fa OLI DREH. EKE, ACBTECUO P BURECT ERI 


满足 1 
< 
jl . 
如 果 把 ARRERA B OZ ORE HR GERI 1 系 2 的 
准则 变 成 如 下 的 形式 : 如 果 


S eva (Cie) 
. . : j—1 
那 末 从 任意 初始 近似 解 (&o, EOR, BREEKT ZR 
(31 ?的 难 确 解 。 这 是 因为 在 (zu) 中 线性 算 子 4 的 范 数 是 


144| 一 tle 
tal En 2 EN 
[UE IRE ALS HNT SUE, 当 


EDAX Sy 
t=1 
时 ， 从 任意 的 初始 近似 解 册 发， 全 代 程序 (12) 收 馈 于 方程 (11) 的 准确 
解 。 
前 面 把 4 看 成 是 (88) 中 的 算 子 时 ， 得 出 了 一 个 比较 容易 利用 的 礁 


c 


| $10. iM USERS UE TUNE 089 
W. FEIER BI A DAEB RERA TR 


Rs HM (area uec, hn) 的 一 切 国 有 什 小 十 1 时 ， 闭 未 从 全 


j—1 
意 的 初始 近 值 解 人 9 o. VP LE, ER(URERECIAIDICSK FERIA ES 
HE RA RECO. 
9i 2. X Ei US 25 7E EET) E25 7] FER 


i= Y ost B. (i-1,2,-). (13) 
E—1i 


方程 租 (13) 叶 做 全 正则 的 ,是 指 存在 正 数 «1, 使 


$ lj G-nLmee) 
ki 
kn38 (8:0) € (m), ARE O7 ARA 3 CO 1B G0 eb re peor AO 
子 , 可 得 下 列 精 果 ?: | 
HTAR KIED 全 正则 方程 组 513) 有 一 意 的 有 界 解 (1 
CBI CZ?) € (m2), FF ELXX EE RT DL d CERE FRUI CEP HEURE TEUER ERE 


E+ > ope B: (i= 1 2 sy 
Alt . 


RH. AHAFO noo 时 一 致 收 诚 于 准确 解 (E24)。 
例 3. "EREMO 


ao fxe Dale) Cascos). (14) 


S K (s, | b(5) CERNE. EO BRE Ce b] 中 


Q aba Paeon A hpi ERa 
&) R Kauroposuu-E pranon 3& [ 24] erp. 27— 38, 


如 果 MI< 一 


800 w% ^ Fréchet "EBQ.5 Banach sp 


[TENTE REED R: 


RI 
= f | K(a, Tm 


Gu. 


者 末 (]4) 有 一 意 连 续 解 tC), E XA (EE REB wC 出 发 
TI BUS CU 


b 
mee (0) mV KE, Dis COR B3) (15) 


求 出 。 这 时 zn(s) 在 Fa, 57] E — Sl Gc P x*(s)。 
如 果 b(s) € L'[a, b], K(o, 上 是 二 变数 的 平方 有 务 数 ， 那 未 可 以 
把 (14) 看 成 是 Ea, 的 中 的 矿 性 方程 ,于 是 当 
(A Lc h 


1 
[sS | K (s, opea] 


时 ， 方程 (14) 在 到 中 有 一 总 解 ， 并 且 玛 代 程 序 (16? 平方 平均 收 襄 于 
(1 和 的 解 。 
例 4. 考察 非 太 性 方程 粗 
人 OECD as) 
BEA py 定义 于 二 厅 空 间 的 某 区 域 @ 中 ,并 在 G 中 有 连 炉 一 阶 依 导 画 
数 。 我 们 可 以 把 (16) 看 成 是 (mw) 中 非 粮 性 方程 


T= Pr., 


这 时 P 由 定义 是 按 Fréchet 可 微分 的 ， KEAT P'Cr)ib bi 
eo M 
OGE) eese 


并 且 设 球 (4) 包 含 在 9 中 , 那 末 (16) 在 中 有 一 党 解 ,而 这 个 解 sz* 可 以 


$10. BB ENEA: BOL 


从 任意 的 初始 近代 {55 --, EO HR HRAT 
£g tDL gu, tts £e» Oo ben), r=l, 2, e 


RH: lim p =É} (iik n). 
p— c 
FAE, 3 SE 48 (16 78 BOE UD EKUS P P927RE , 那 末 得 出 相应 的 精 
果 ,但 这 时 条 符 (17) 各 相应 地 去 成 


ax su 1 
» E P 2 < 


x o C3 lepj. 


j k=l 
例 5. 考察 常 微分 方程 | 
a! es f (8, m) (18) 
HB ft, 2) 是 定义 在 Rx E sp i fc, E E Banach Zc fi, iX HB a' 36 
T feli), Bb 其 和 5) 在 部 x 召 的 一 个 天 区 域 G 上 有 界 ， 关于 kB 关 
pHES 3 Lipsehitz 条 件 
MC m) fG, so) [las — n Ct € 6). 
TOROS BUE VIG A Ph Co) AR CE), diffe CIO eu 
等 优 的 积分 方程 


i ` . - 
«zo + È fC, sC, (19) 
四 to 
1 
HARRIE — ma(Dozet È fC, mm(7))ar、 (20) 
fo 


事实 上 , Le, 8] 上 一 切 在 Banach zz pt E vp M fE B1 SER ESTE B3 Ae UE 


© 这 里 总 揪 了 例如 OuusElOonenHs sJewentüpzol warewaTEEH, lL,orp. 867—860, 
884, 388 ir 3E REIR, 
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CELa, 51 按 责 数 的 运算 与 范 数 
.hs sup aD = mex fe) 
acct«b ac teb 


形成 一 个 Banach 宏 间 ,而 如 果 选 定 a, b, 使 由 条 件 
| oC) = PAD penu, ao) 


决定 的 集 完 双 合 在 区 域 98 中 ，, 那 未 对 于 算 子 


É H 
Pacat V fiac 
to 


有 | 
JPz, — Pal < f 1C) ft, m COD | tfe 
to 


Cs = p aln — ni. 


这 里 和 | s z(#) 在 CL a, 站 中 的 范 数 。 于 是 当 (b a) 时 ,定理 
1 适用 ,从 而 程序 (20) 从 任意 volt) € CaCa, HR — BR ACT CO CIT 
(18)) 的 解 。 

WERAWERA, Dián He Z— (m), 那 末 上 济 精 果 郎 是 平常 党 
微分 方程 理 葵 中 一 阶 方程 或 方程 租 中 的 精 果 人 @。 

R, V, Mises 与 Pollaczek，Geiringer 在 1929 年 提出 解 一 次 代数 方 
程 组 的 Seidel 法 前 由 J. Weissinger 作 了 一 般 处 理 [41], 由 于 这 方 共 也 
可 以 由 琶 代 法 推出 ,所 以 把 它 的 叙 壕 附 在 这 里 。 

注意 ,由 于 Hilbert 空间 意 是 自 共 暂 的 ,从 而 其 中 每 个 有 界 粮 性 算 
TT 的 共 杨 算 子 也 可 以 看 作 是 定义 在 同 空间 之 中 的 ,并 且 共 应 关系 由 
EEN | 

(Ty) (P9, y) yE) 


(OD —BMETROE: B. M.T. Derponcsni RARR, $10. 多 不 情形 , 见 司 着 主打 一 


n 
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3h. MR T=T*, TRARA. CNE 
| QTy)-(Ta y) — (y €. 
BI Gau) (Pa) =A), BEUORE EXPIEANRURECT- T RE Gs To) 
是 实数 。 如 果 存 在 正 数 n, 使 
(Ta, oyua ES, 
BK T n HIGEZ SOHO AR RAF 


A EEA i Lis M. REA 


Ti SER TU. aree s e e s ERE Kel. ETE ENTERS! 


线 作 有 界 算 子 By Br IE 
| A—-S—B,—B, B,—-B'!4F, 
$tHÓR(S—B0- 作为 有 界 糖 性 算 子 存在 , 合 
T-(S—B/)JB, b*-(S—-H))-b 
寺 , 从 任意 00€ D 7E BRET 


| 20 Enim Ta, e b* (21) 
We TIED Te EC | (22) 
HER. 

证 由 的 定义 不 难看 出 (22) 等 价 于 方程 
z=—Te+b™. (23) 


3j T ERER, 46 AER 2EXR RET ZH SIGN: 
T* AT -- A—(1— TX FX1-Tys(r— F*)I—T), (24) 
事实 上 , 因 
AT (8 Bi Ba) T= B,— BS — B,)-38, BAIE — TY). 
A P= (IT S4 FXI-—T),BSUE 
DAT-O- DAT 4AT = T*)B,CI— T) AP = 
PI TB S—FX1—TP)4 AT 
-—P--T*OYS- aD Rare 
PI Br: —T*(S—BUOYXI-T)r-AT- 


804 ane Fréchet Æji -E Banach 空间 


-—PM-(S—Bi—B$)I—T)-AT- 
= PHAI -THAT = PH AS AXI T)4 A, 
但 A*—A-S—Bt — BE -(S—B,—B,)— 
2(B,—BT)CB,— B5) F—F*, (25) 
上 上面 的 黎 式 证 完 。 特 别 当 4 是 正定 对 称 时 ， 可 以 由 《4252 看 由 于是 对 称 
和 的。 于 是 (24) 变 成 l 
T*AT —-A-—(I-T*)(S-.-FYXI—T)-A- P, 
HERT SF BYXpERPE 4S BU P 的 对 称 性 。 于 是 在 易 中 改 用 范 数 
jalam v lis, m), 由 于 4 的 正定 性 ， 这 弗 数 与 名 中 原来 范 数 等 价 。 由 
于 六 十 了 的 正定 性 不 难 着 出 了 的 正定 性 ;从 而 存在 正 数 p, 使 
2 (Pe, s)>pleli (EG) 
ih P E opl dH - 
[f| 4 — V CAT, Tax) = v {TATE 2) = 
-V((A— Ps, a) <V 1— plela. 
RRR | 了 la 1— «3 依 定理 1093& 2 RDARUBUT. (20 按 凡 度 
(ela, Ari dinde RUE et. eet T (235, 80 C220 08] E R 
$|1 设 癌 是 2 厅 空 间 ，4~(am) 是 正定 对 称 障 ， 分 S, Bi Bs 各 


表 由 下 列 良 阵 决定 的 线性 算 子 : . 
911 o O o O ass 
(fot MAN O. tag: an 
Ber fios 一 Bi =| y1 Hu. EN 一 B. 一 
EN "n OO O Apoy 
Oo Uy D Og tig o o 


那 末 如 定理 2 8J— GIA TF 8. ie E HET RAA R 
Am - b. S oum (iem) (20) 
的 Seidel 方法 ， 
DW c - 
经 = 一直 Pills > aag B4) Ie (27) 


=4+1 . 


— 
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fii CPRFERC ICT C260 83 BF, 
AUR SH AREETA, PHRA 一 B, -B 4ST 
AS ESEGCSEERE OG PEL AR aH V. Mises-Pollaezek-Geiringer 的 
所 于 Gruppenverfahren, 
例 2. 考察 Fredholm 第 二 种 芒 性 积分 方程 


1 
a(s)— EC DUOLETO! (28) 
0 . 


iX HE KC, 站 是 责 灾 昌 的 连 稿 醒 数 ， 把 方程 (28) 看 成 是 p= 710, 1] 
中 的 线性 方程 。 命 
K(s,t) 如 果 ims xls, 
BCs, o-[. (s, t) 如 果 A Bals, 07b D m" 
TEUER KEG D) 决定 的 积分 算 子 光 TURRI E =B + Bs 这 里 Bi 
E hH EC, 们 决定 的 积分 算 子 Ct 二 1; 2), T— B, 对 应 一 个 Volterra Bi 
Ar 1 8 , P mdi (I — B1) — IL FEE XX HK ST, 


L- > B. 


p 


荆 的 核 由 Neumann $E XY 
Le) = 之 BPG D 
uw 二 


DUE, BQ 表示 Bi v dS Bn 
1 


By t1 ( t) = È B Br. 0d. 
ü 


jXIH 4e T—(1— B1) 38, 0* -(I— B1) 10, 7 RC28Y SUE TG E 
(0 (I—Tys-b*, 
1 


印 积分 方程 2s) | PCs, tedi ito, 
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1 
这 里 Ae notos ji on nn 


ELORPOM ES DIOLS 
如 豆 是 对 称 的 ; ECs, 0) - KCt, E), PI AIR S = 1, F=9, MRR 4 是 正定 
的 , 即 E 
1 1 
tiranon faon sen 
Ü b 
RH 


0 
S.,4322 Tz, Hit 
TEBECECTROSIUIS WI, BAR 


那 末 上 述 的 定理 


1 
y= max f T?(s, 了 CE 十 o, 
OSI D | 


那 末 由 rpi up STE, — n) 
可 得 (利用 Sch warz-byuaroseguü 5E 33 


ERMO EE ($ [Ern jade) ^ 


JATI HS 3 eko 
(二) 和牛 赎 程序 及 其 各 种 推广 与 类 似 
解 平常 (超越 ) 方 程 


tx) =0 
的 牛顿 程序 乃 是 学 过 数学 分 析 梓 等 救 程 的 人 都 知道 的 。 这 一 方法 的 中 
心思 想 ， 刀 是 喜 求 曲 纺 Y 一 所 =) 与 横 轴 的 变 点 ; dE Pl A HE EUR 
《ze 忒 各 )) 田 发 ,用 曲线 上 在 这 点 处 的 切 粮 和 横 轴 的 突 点 作为 近似 。 反 
A US FX MED E, 便 得 近似 程序 


$10. pat EM ECCLE: 307 
fO) 


Enp = Er f, e . 
1. B. Komroponm APER- AAXSEH OR Banach 空间 中 的 方程 上 
来 ,更 确切 地 说, 设 Pe) 是 定义 在 某 Banach ai X p —/MX 0 上 
JETE Banach R] Y FRERET ATRAIR 
P(z)-0 (29) 
的 解 。 我 们 仿 上 述 =F =R 的 情形 , 假定 PC) Hub Fréchet 导 算 
Td Pe), HR PCz)-! 在 有 关 区 域 中 存在 ,而 使 用 近似 程序 
| Bni =n Pm) tP any). B (30) 

KatropoBtx 在 一 些 条 件 下 , EHT EFROG, RENEE 
把 这 程序 化 号 又 伐 法 ,从 而 证 明 较 简 ( 5L 2 D 

定理 3. g P'Cx) 在 .mm HERR Gp E, HU 

1? P'(z,) FE, | P'Cro)! dB, B. EP CooD NL; 

2" P'(zMg Gp —ER|[»— zoll so 中 满足 Lipsohitz 条件 

|. P'Ce ) - PCs M Io — me]: 
3? pEIE' Ek BL M, p ZOBATI% 


B ML 28M p2, p- Bi > ai, a= s B Cio; 


那 来 方程 (29) 在 球 jix 一 wol<<p 中 有 一 党 的 解 x*, m HA Co) 
站 化 于 o", fc fs il | 
fen =at | «oan. (31) 
注 REP NII 意味 着 初始 近似 ze 是 足够 好 的 ,即使 PCxo) 
足够 接近 于 0, 注意 伊 速 (31) 是 笋 高 的 ， 这 胜 坟 前 本 叙述 的 一 般 到 代 
证 ”因为 


|P'G)— PGol Mee TET Como 
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从 而 依 $7 EUR ETUR [emo «Cp 的 m Po 存在 并 且 
AO - PIG) pec IG PIE PRO 


= |. P'Czo) 11] P'(5 — Pro 7 


«E EP asaje). 
由 假定 1 出 此 可 知 
I'O rs erle). (82) 
由 (80)(n 一 0) 得 


lezie > op 
ax ELAT Fn, Wy], tt. 0€ 都 在 球 [as — o] «D 中 ;于 是 由 $9 中 的 结果 可 知 
| PG) = PC) =P Cta) — PCs X mE 


1 
< YPC tt Gema) — PCan hare [los — eade 
n 1 a 
dan rare eon (33) 
再 由 (82) 得 


fii — m P' Ce) E E | < | ga 7 mei? S 


BM 
S(1—8Mg) 
gu 2 一 工 加 
"Ent ly — ae] e Blant, 


31—B Hp) 
于 是 
zx nol e E m rob SB D a Ice 
k=0 
BD msa 也 在 球 类 一 zj<o 中 。 用 数学 归 稍 法 得 知 一 切 cs HEER |a — 


-rse 中 ,着 且 
HEr turp |SK iSt Ux 


510. Bui FENNE IGRE 808 
n-d4p—i 
F [meo 7 een] CB] > o2 71} pes"-1, (34) 


kan 
HEROA], 所 以 lim me=e* 存在 。 在 (34) 中 分 Po, 得 
[jme jepat 

BU (31), 而 由 于 了 的 连 针 性 ,由 (33) 可 知 PCs *) — 0. | 

剩 下 的 是 要 证 解 的 一 意 性 。 识 在 jz 一 mm|<<p c C20): 35 — 
2, 那 未 
|a ~e |«z] P'Co) 1| PCN) 

= PC) PO) — P2) P Na —2) 


i 
<E V iprGcer Gt 9) - PG) lor le |i BM pete], 


0 
MA 8Mp< zoe TERIS EE 
注 BRERADERCERERBEDY P'O 存在 , 且 在 球 |z 一 zj<p 中 常 有 
| PC cM, 
MRI $9 的 结果 ， Lipschitz 条 件 显然 成 立 。 
我 们 还 可 以 把 定理 3 的 条 件 减弱 ,但 内 能 得 出 较 慢 的 雍 速 。 
定理 4. BATHE), GHT P'E) f£ vo KERR G 中 存 
EaR | 
? P'(ay)- 1 存在 ， |P KE, B. PC diss 
2? P'a) fE G rh—RK |y —«o| zo 中 满足 条 件 
| P'Cz) ~ PC) 5; 
3° ER RECO, ò, o REC TTE RE: 
388-3, t PO 3822; 


那 未 方程 《29) 在 球 [s —2] «co tb f GA ss HHS 8 pU 
HE 
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duria P(aL)- P(n), Co 一 ap n-0,1,2,--) (35) 
BORCT c^. SETTE 


— 


[eam m epa, 


XE (SIDE REBUSEBA ST ADTE [s — soli «p rb ,P'Co)"! TEKERE B. 
|PG I Fas > Cleo llo), 


1 
[PIS S Pena r9) — 

. ò 

—P'(at)|dr« [zi — rr! <), aa, 

TÆ - 
| e — a s E PC | PCHOS [s 
; i 
«a |. — wn lla -el«( i Es y" 


由 此 ， 
Bl Sa B 1 A 一 
[ner 一 < 一 85 { 2 lzi Kipri i 988 e 
=0 
从 而 仿 定 理 1 的 证 就 完成 了 让 了 明 。 


注 程序 (35) 比 牛顿 习 序 上 其 有 较 大 的 灵活 性 。 因为 可 以 按照 蘑 种 
HETA ei BIRR 21—2.(n—0, 1,2, D, 就 得 出 程序 (30) 来 。 
如 取 ww 二 vo 二 0,1,2,… ), 那 末 得 出 的 程序 

Bay = Bn — P'(29) IP Can) (n20,1,2,--.) (36) 
中 做 简化 了 的 牛顿 程序 ,这 时 ,定理 4 的 人 条件 3^ 还 可 以 减弱 成 
B86<1, KED, 


而 定理 4 的 精 给 仍 成 立 。 在 实用 上 ， 程 序 (36) 的 便利 在 于 在 计算 中 只 
须 一 劳 水 选 地 计算 出 一 个 道 算 子 P'()71 来 ,而 不 贫 在 程序 的 每 一 步 


| § 10. Wat Run DUE 511 
BD ETE P Con)! 来 。 
fj 1， 者 察 实数 或 复数 的 超越 方程 
f(2)-0, EM (37) 
KER J AERE SM VI fÉáOOTERE [e 2| se 中 满足 Lipsehitz 条 
ft 


Ca) — Ci | M eaa, 


; 21 
这 时 . E ETD Ji EESIN 
a Hf 
duis UPC I rp P 
这 里 
MC V ual un M |fCr)| 
P= TPC) {2 et) a PC AN 
那 未 方程 (37) 在 球 e-e <e 中 有 一 意 解 *, MEAT 
Eja] 8 UR 一 fn) 
f'Cm.) 
KAT zx HARARE 


| 5 — &* | pa?" 1, 
例 2. AR n AERE n REEL 
f. £s .,5)29 (einn). (38) 
SUFPBEAI AER: 
1? Jy GE) e,- &o 
的 行列 式 A 不 为 0 而 且 如 果 用 Ao 表示 这 个 障 中 相应 元 的 代 AT 
WEE 


AX 一 -全 一 > De lB: 
. Ax TAT je : 


2° 在 球 (Em E Ico 中 ， 


D. 
Ha 


Aa Fréchet "Eg 5 Banach sent 


| OM ILACE j, cn) 
EFP ~ J * 


3? LfiCEQP, £89, EC | C, m Bax 
Bn + 28plnt. 2, (89) 
. < k B hnl 
这 里 mu a? Be T£ü-—Bwpy 
- 

那 末 方程 组 (38) 在 区 域 |£: — £4? | o dE — ENGL HE BABERE fd 
AR EEFFOR EU R RGE ERR 8 所 示 。 

我 钼 也 可 以 把 对 亲 宰 间 看 作 是 (本 为 序 欧 风 里 得 空间 ,于 是 不 难得 
出 下 列 粘 果 : 


" 9f, 
i 2» MS 
i 1 T. Ey ia m əf, E 
dE CAS A ger ERMKTIR, As RTE yoo fe EE B 
中 的 代数 余子 式 。 这 里 又 设 
EnA 之 4t, fa. 
Ae TERR 
! i 
(Ei— fW Po (40) 
[2 li | 
2* f, z "n. Ka z 
中 JEA LA, BnY ni--2802nt n p22, 


Bany ni 
2(1— BÀn 1 ne) 


这 里 e- Bi LE xz — 


&-í 


HRA RHACS rb T— EE, iii cx BERT f p EUR R Heo 


例 3. 考察 若 米 性 积分 方程 


$10. di FENIN D CHE 813 


1 
a(s) = 1 K(a, t, eC dt. (41) 
D 
我 们 把 上 式 右边 的 积分 看 成 是 作用 了 Oo, 10 中 的 牌子， 表示 成 
Ka, Bp Kts, t, kt Uc HL THRASH EUIS Fic e KELME 
导 画 数 。 注 意 ,如果 把 (41) 看 成 Pe=0, NOE P-I-E, FE 
| 1 
P'Qu)-I— K'e), K'eje 1 K (Co toC) Jo (dt. 
ð 
于 是 ;从 初始 近似 m( 出 发 ,下 一 近似 n 由 下 式 定 出 : 


H 
mm) Kis t m (ORC  mO)dt 
0 


1 
= Et tin nC. 
D 


出 定理 3 可 以 推出 下 列 畦 果 : 
SOSTA Kis, 0, sv (1))eECs, t), AIR GCs, 0, BOWUE 


1 
G(s t) = k(, 1) + $ ke, 1)G(T, idr, 
D 


1 . 
Gs, t£) - k(s, 全 十 $ G(s, TIKET, D)dr 
Üü 
Resp, EL 
i 
V dec DIUK 0L); 
b 


久 设 在 球 max |s(D)— s) |szp RB aC CC, 
Ox RO 
VES uo, £, w) | «M, 
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1 


|xoCs)— V K(s, t, zx (1) ) dtl KE, (1-- 8)* MU E2(1-- 8) Mp2, 


ME E EE t _ Q+8YM 
这 里 e- Q- 8l M a 上 re 
k- 


BEACH RE CAL) TERK 


max a(t) Eli) | «p 
[a - 


中 有 一 意 的 连 奔 和解 ， 才 县 这 解 可 以 借 牛 顿 程序 求 出 ， 伍 速 如 定理 3 所 
Fio l ` 
RiE B] 时 只 须 注意 


1 
P'(as)-1azmz(s)— i G(s, tat yd, 
0 


所 以 P Ce til max f (GCs, £) | di 1-- B'. 
= à 


(B 5 OUAIS SI, AIREA ELE Tb s ER M A MAE A 
各， 可 以 得 出 精确 座 更 识 的 近似 法 来 。 如 果 取 二 阶 相 切 二 次 曲 各 -一 
双 曲 粮 , 就 得 出 所 谓 切 双 曲 入 程序 。 实 际 上 ,考察 平常 的 一 个 实 变量 的 
超越 方程 


EM Hr)=0 . (42) 
` — +a 
如 果 双 曲 机 Rito RE 
E (o, f C902 ZEB E vy —f0 ZEA SE 
Pta rw、 99] o uu FPA opp 
Bnay fon)». FM (Boo 3 yi T'e), 
Dy n RERE 


dai | p= po (Bety) 
解 出 m B, y RRL 1 — o, Bi AR HEL ER C 42) -ERE f 


E10. BidkJPRengi NRE 815 


BECAS) TREE B . 


2f xo) f Coo) 
2f'(zo)*— fof (n " 


利用 高 阶 Fréchet BF P(e), jX-— UD UB EEERTT t8 D) ERR] — 
般 Banach 室 间 中 的 方程 (29) 上 来 。 这 一 移植 最 早 由 M. A. Meprsenosa 
提出 ,但 这 里 的 处 理 仍 是 归 化 成 一 代 程序 ， 从 而 简化 了 Meprsenosa 的 
原 证 但 仍 保持 了 那样 高 的 钙 速 。 同 样 的 方法 也 可 以 于 来 处 理 更 高 的 程 
序 , 但 由 于 公式 太 繁 ,没有 多 大 实用 意义 ,这 里 不 去 介 胡 。 

与 此 相近 ,但 不 是 导 源 于 同一 想法 的 ,万 是 Teone 程序 ,这 是 解 
平常 代数 方程 与 超越 方程 的 一 个 很 有 效 ， 收 伍 很 快 的 方法 。 这 一 方法 
BRARED ERRAK. EARP Eh Banach zz pg X 8j 
Banach 室 间 了 中 的 算 子 。 裔 P(x?)=0, PE o*a EARR jz 一 zz < 
H, POR — Er Fréchet 导 丁 数 ，P' P" qe UR dr, 且 搂 范 数 有 
Fh. KRE TOn ye P'(2* 17 存在 ,从 而 由 P'(x) 的 连续 性 可 知 Ce) 
TEN 3 12 e [| Er fede BIG). BE st KER POOL 
«Un, 兰考 寨 道 算 子 x 一 QCy) 的 展开 式 


m= 


t=O- Y CD gy 
i-0 
=a Q()P(a) G0 CI G0 — 9" GO QD | 2. 
用 P2) 表示 QOX v), "TVA GMBH 
a* —a— Le) PO)— S Go) P" COE (i) PC) t 
—L PEEPI TC) Ps) p+ EYGOP" QUT) Pp + 
取 前 两 项 作为 近似 ,就 得 出 
aq my—T(zo)gPsy)sax — P'(x Y Pus), 
部 牛顿 程序 , 击 取 前 三 项 ,就 得 出 所 请 Heo unen 程序 
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r 


zı ao — TG PC) DG) P CEECEE], 
Tid PIREDEQEA, WDDAREASICEREESUSDULLGBRÁAERERPRYEGERRR. DUER 
序 移植 到 Banach 空间 上 来 ,是 由 M. H. Heuenypeugo( 1954) 提出 的 ,这 
里 仍 按 又 代 法 的 一 般 想法 简单 地 证 明 这 程序 的 收缴 。 
, 定理 5. (HeGnumes FMg): pE PCa) Ea. MEER G h 
fffto Xm 
OF. P'Qos) 1 fefe, [[P'Cov)*| «8, jj PCao) || t; 

:在 人 中 的 一 个 球 jz 一 zolsse 里 ， 

Di | PCs M, EP'Cio ID, IPSE; 
. BM p<], s apple BEY, Va ecl. 


这 里 e-^| 2 (es): r=(1+5 2 MI)B, 
k=0 _ 
一 BDLJ B 
a sce ppp BM BME] 


L- 2(1—8MpY  — 
2(1— 6Mpy —BM(2p-- BEY 


(2N--28M* 4- B£M?D BM NE 4 


228 

2(1— 8 Mp» 
+282MNp + B2M3p —28M Np). 

那 末 ,方程 (29) 在 球 ||e — m] Zo 中 有 一 意 解 t, HH Temmer: 程序 


auicm | HEP GPS) noc» (n=0, 1, 2, .-) 
O . (44) 
gT e" GXHB h= Pa BOR 
læn — e*l CL ah)" (45) 
WE. 首先 , 优 定 理 8 BRE, nA P'(x)7! 在 球 je- else 中 存在 
+B. 


$ 10. fefc RUIT ESAME 81T 


|P'G)i Bars le-a). 
EH (44)(n — 0) n] At 
Jm oIec(1 4582 ar) Br aao. 
— REBEL AD zw aci, s m1 TERR jz 一 woj<<p 中 。 对 于 Tete, A 
Fala) =|: HATE” En) Pen) 2 Do P" na) (228) — 
M PnP s) aP" Cg) (< 一 zj P(e); 
39x 
到 za 一 [e DnP" (ama P rm) — A TuP" os )(2— oo) 一 
— LE pu P" Gus) VP" Cra )( tn) 加 (2)-- 
— Ae P^ En) DnP ua )Ts PCs Gr) TS P, 
FG) -[: TL YuP' (as EaP (tn) TnP" an2 25) 一 
— " TP" (EmMa. En (x —24)* lr. P^c5- 
{L nP Em) Ts P"(25)TuP" Eme —2)]IsP'(2)— 
— Te" (as )ToP" (25s P2), 
Co] 一 | 1 TP" Ge Ee Pise) — A To P" n9) (329) 
— PAP" Gs EnP" Cs (m. TnP") 
-TnP Can) InP" Gun) Fo" Gro )(2 m Y Un P" Qu) — 
— DTP" Cu) EuP" (un) TsP'(a), 


所 以 对 于 Imn, | 
Fri(sm) =1, Fi(Xs)-0, 
2f 


318 | Ma Fréchet "gni Banach R 


m, ME “M 7 
IFRI 1 ears i gang; t | 
B*M2ps BN 3 BM 


KID 1—BMp 3 1—8Mp 


十 


282M tp ] 8M ,3 BMD .j 
Q-BMe*H-BM&" 2 ü-B8Mpy C 
(lazfe). 
* m (44)18 Ea nt = — F palna), 
所 以 


Fu- iEn) | = |l Fpa ta) Fu En) F aa Ena NAE — 98,1) 一 


-AONO le 


1 ~ 
«uy pp R ep PAE osa Peg ns c meals 
但 l . Paala) = Q,P, P), 
EUG Q 1-3 Ea P" Ci) (umma) - 


1 H , 
t+ abiP" sna (n1 E — Eni 2 — 


- aa PG Tr PG) d 


] 
d [EuP an1 X2 mma) 


E Ep aPC En aP" Qn, Hm — wri — 

—TP PC, 4) Di 4 PCI 4) | 
ET 
^23L1-BH4p ' (1—8AMpy G- Mg |" 
a BM — 

“aC PES 3 mpy 9 t BEES, 
所 以 Q. 存在 着 且 


810. 图 数 方程 的 近似 手法 . 819 


CA 


由 此 
| PCs) I PIC sh PsC necp DL | —2i|. 


(46) 
于 是 由 (44), 
færi an | «c HE 4 TP" Cos) TP Co NT Ps) e 


1 B*ME BDL s 
«e| sci Boy 1 Bars lom] 


sta . 
= | wua fart 1 jara — oo?" <a ? CE k" V ahy", 


从 而 zii 7b | > orn due, 

kn 
BD zai. 也 在 球 |z 一 zsp 中 。 傅 数学 妇 灿 法 得 知 一 切 xs 都 在 这 球 
中 ;县 


n4 eel 
lamen S (v amea Jesi yn (40) 
hn f 


ERR 0<V AAI, 所 以 lim e=” FERE, TIECT) b e Poo, 就 


得 佑 秆 (45)。 由 (46) 得 Plex*)=0, 解 的 一 意 性 优 定 理 1 就 可 证 明 。 
EH OCOCOUDRHEEEREFECLUE AO. Sk PUE) 在 wo PRR C h 
FE, B O ' 
1?. Peo FEE, |E ENEKE, EEOSE 
， 在 G 中 的 一 中 的 一 个 球 |z 一 wol<P 里 ， 
PT [P"(25] M, | P'Ca) D, | PCS] E; 
1 PME 
2 2(1—8MpX* 


99. BMp«— «Vah, 
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B rla 28. — OBDLJ 
这 里 227] > a? dM Dm BNE QU $(1—84p)! 


k=0 
s SQ - BMpy —BMp 
730 —B8Mpy —B*M E —28AM' 
= i-BEpy uy 2N 4-387). 


那 末 方程 (29) ER [e-e 中 有 一 意 的 解 w*,， FEE UIDXUIEBERUT 
ziam 一半 IP" (s, JT Po) [ voco, 1, 2, Ue. (48) 
Wes et, exilii 
[erot [eC 3", 
证 ， 仿 定理 1 4830 P'o F EHHE [o —oo| eo 中 


|P' Cote Er 


对 于 Kn, A 
Rn=1— TnP an) nP Cam), 
由 于 3| PoP^ Cay) TP (no) | B* 2f = =r<(1 -8M p} c, 
所 以 Rot FEH 
| HE. ge 一 了 一 人 ey 
" 280. 
| ED IIo] LP CoD Es rz 7 ^0 


一 般 设 已 知 may tai or, 81 ERR 1o 7 mol suo rPo Fm, 4h 
FG) | I-A TnP" 9 79) | 0. PC. 
于 是 FiG)-[I-LTB"Go(G-20| PaP’) 


AT aP" ET nP (2), 


$10. BENBEN 321 

FZ(a) -pr—reeG»À Cs 一 ou) | FP" (a)— 
— Yu P" sS PC), 

Für) -[1- FORE Gn) (i22) [snc 2)— 


一 DTP" Cas Vs P") . 


对 于 ILMAR, 
Faan) =I -ELP (om) Ta Plon), Fen) 0, 
n rh i BMp m BN - 
mH ironic s) i papt 
38*M* J E 
tub sym 《| 一 ol<o)、 
X i48) An 
Fan Me = $1) 一 一 ET | ) 
所 以 . 
Eat en) i 一 NEC, ) 一 Fa (tut ) — ane Xs -= 8.4) = 
Fg Kaua an fca KE n t-il 
但 Fa ay) = QU a PC), 
这 里 . Qu LS Tua P" Ci) Gr i), 
因为 + TP Ca CED. [< =K-<1, 


从 而 Q.* 存在 ,并 且 
ils 1 — 
| 9s io xL. 


于 是 
I2 Ce ds | PI Con] [Q2] Ha Cd XD zs md. 
L jp p» : BME _ 
因为 * | TP" Co )IPP Co] Sa BM b 


所 以 R2 存在 ,并 且 


šas 5o: Fréchet m Banach Ap 


Ez 
从 而 | 
zs — aec tT Ta PC gc R 
—a|z, —2. . | (CV. a hys", 
于 是 得 jew zol < Y Orat e, 


PES 
Bp ayi 也 在 球 jz 一 sj 中 。 
仿 前 定理 之 证 ,就 可 以 完成 本 定理 的 证 明 。 
pl. 考察 非 炉 性 积分 方程 


i 


e(s)= È Ks, 4,20) dt, (49) 
0 


这 里 Ks, f w) RERE R TARANA, BEEK D e Bt u — 
ULIS REC WAJER (1— K)e—0, 下 是 (49) 中 右边 的 积分 
AT HRe P-I—E, 

P(t)=1—K'(s), P"(=)=—-K"(2), P"(a)= K" (e), 


1 
这 里 KG È ki sco (Das, 
0 


1 
EK" (z)hh = f KE (6, t, (1) ACEM QD) dt. 


SETODESQYE 111710 OD ES STURSE E TT 0S 
相应 的 弹性 积分 算 子 ,了 一 9 就 是 一 下 HRAT. URRA (48) 
这 时 可 以 写成 
[1 KG H E" GEL KG) E Jeu Jos — ) + 
T-—E)n 30. 


. 5810. HEA $E 828. 
仿 把 已 = 了 一 天 看 成 是 由 Co URmC 到 C RHA, hEm e 可 以 扒 
HEFIR: ARE 

1°， 对 于 初始 近似 nOD, 核 Kis, E o (0) TERRE GCs, C, A 


1 
MLODI CE 
9 - 


` . 1 
并 二 [oe)— È RC, t, nOD CS 
0 


在 |u- uo KP 中 

|EYouls, UKN, |Kz.(s i w)|e M, Kos, tw) | D, 
| EK (s, A D «E. . 
SLE ETE 6 中 的 条 御 3° 成 立 ， 不 过 设 孝 里 的 perth, WE, JB 
(C49) 在 球 

ar, | 96) — xo( 8) | o 
HAEARN e), HARESH F0, 11 E SU SCT o* (9), 
SGE E 6 A Hio 

三) 最速 下 降 法 ”数学 物理 中 很 多 开题 可 以 化 成 求 某 适 当选 择 的 
IER fCx) 的 极 旺 值 间 题 。 而 为 此 ,可 以 用 逐步 逼近 的 方法 求 这 极端 
慎 。 事 实 上 , 设 概 9g=f(z) 是 一 个 曲面 ,这 里 1(%) 是 定义 在 一 个 Hilbert 
室 间 $ "SIZE GR $ 3&5 — HEB, 那 末 这 就 是 一 个 平常 的 曲面 )。 
对 于 不 问 的 实数 o, Ga 发 示 一 种 “等 高 种 ”"。 为 了 求 FO 的 村 小 
值 , TAARE =J 上 某 点 [相应 于 x#=%0) 册 发 ， 取 一 方向 s, 使 


f(z) 的 值 沿 的 方向 减 小 得 最 快 ,由 于 y=1(%) 一 般 不 是 平 的 , UTR. 


EUR TR] + 不 一 定 能 下 降 到 了 C%) 的 极 小 秆 (相应 的 4 点 表示 成 ve BT BE 
求 的 问题 的 准确 解 ), 而 且 记 调 “ 减 小 得 最 快 " 邱 “ 降 得 最 速 "， 只 是 在 zo 
ETER Kit, 一 般 沿 z 下 隆 要 适可而止 ; 郎 要 适当 选 拉 en 使 
FEE] 2:--802 ib TERA mimm, FE esc BE, RALEN E 
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当 条 件 下 这 一 程序 逐步 下 降 到 的 点 为 随 *>o 而 趋 于 所 求 的 解 &*., 这 
个 方法 中 做 最 速 下 降 法 , 首先 由 A.Cauehy ARKA n ARRE nA 
方程 的 租 : . | 
ff, is-.5)-0 (xia) (80) 
但 未 输出 评 明 。 这 一 想法 也 可 以 有 帅 于 一 最 的 画 数 空 间 , IRE J. Ha- 
damard 指出 的 。 瑟 , B. Curry f EE COO BITTE SIEBH Eco F ERRAT BUSC 
fk. ITRE, C. Temple 与 Ji, B. Kagroponu 就 Hilbert zxfitj 
的 情形 , EATERS. RISE Hilbert 空间 中 考 赛 非 炉 性 的 
情形 ,其 后 裴 庆 成 得 出 更 简 的 证 明 , 厦 改进 了 到 6 HAR. 
我 们 首先 根据 上 还 的 最 速 下 噬 法 的 想法 导出 近似 程序 的 公式 来， 

ARR 3E e RIA PUT RS 

. HE $ dt Hilbert AH, F3) RE (E HIE 9 "hg EET. REE Dt 
Ap G LUE GEREEERERT- FC, 而 识 对 于 每 个 4€G F(s) 是 正定 对 
UH SERVE ICT BUBETETETE BC M 2 m70, 使 

ox mig [CP Ca, v) M |y |, v ED. 
SLE FC) RRE EENE D ERZE Ce), 使 
grad f(z)- F(z). 

H Tik grad 的 定义 
` (PC), I)e lim LEENA, 


从 而 fCo) 8308. T EEREEEBE ZI AE b= F(2), 这 由 上 式 及 Schwarz- 
Bynszxoncküs PRAHA Ho (BC BHBUIMEIIBITERBIE ASF()-- 
=0 的 禄 ($9), 从 而 最 速 下 降 程序 应 当 是 

Eny SEn nE (Ba) 


TRI HA er lt ^s MN 


Lui NC MAU pp 
Ce 


810. Bi fingi DU l $25 
ms CP'Coy, 90«4 |y1?, y € . 
HMR, 7; RRC29 8 E LH Bm SC EC 54 满足 
EELA 0<o<1 (531) 


RH TFET 
Bast Sby EaP (an) (n-—0 1,257) ^— (52) 
BKET x*, BECAS T PL o 为 公 比 的 等 比 级 数 。 
d. 对 于 一 个 满足 (52) 航 Sa . MEME 
[E S.P) - CE 8, P ys eup [I - euP CEY] Ie 7m le 


< Sup, p TEA m ma as — mal (mS. 


于 是 由 定理 1, (20) 45 — GE KE 2, TRODA 
janga crt] p En PCE) — G* — PC) | calis —2*], 
从 而 由 数学 归 业 法 ， | 
| zs ~— x * | «on | ao — x* |. 
证 完 。 
注 : 这 里 值得 扣 一 下 最 速 下 降 法 与 牛顿 程序 的 关系 。 取 Hilbert 
AH 名 中 一 个 正定 有 界 对 称 和 线性 算 子 B, HEAR AR 
Ls, y (Bs, y) 2 (v, By) 
以 及 新 范 数 le|s= V CB =}. 
显然 这 一 范 数 是 与 原来 范 数 拓扑 等 价 的 。 如 果 算 子 PO) 是 泛 画 数 
fOMBEEUERBEBIBIE: POs)-—grad fe), A Pri) dez JC2) 按 新 
RENNA, HE 
Pala), hl= lim f GE E) (P(E), h) - BP), Kk], 
A0 . 


而 因 上 式 对 一 切 ^ € pr, TA 
Py(2) es BAP(a). 


于 是 按 这 一 新 尺度 , Bit TEETRFE nf DILE p 
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Bpi = Pa — B BAP a). (53) 
Aust P'(2) 在 所 郑 惠 的 某 区 域 @ 中 是 正定 对 称 炉 性 有 界 等 子 , 那 末 , 当 
fE fe — b tatc de RR EER np EROR B 25 P'a) 时 ,(53) 变 成 
Cnr = Ep — 8 P (v) P (m), 
ik 4 SUBUT RIE— EK So fa IERI ERHOE Bo P'(s), (53) 
变 成 
Enp = By — EP (ag ) 1 P(,), 
这 与 简化 的 牛 瑚 程序 只 差 一 常数 Eno 
以 上 只 是 靓 明和 牛顿 程序 可 以 由 最 速 下 降 法 的 想法 导出 。 但 在 牛顿 
程序 中 我 们 得 到 更 好 的 八 速 ,而 在 最 可 下 峰 法 的 人 情形 ,我 情 只 得 出 不 慢 
THERE SHE 
An P(z)—o JE ETE ER 
Ax zs b, (54) 
这 里 局 是 前 中 已 知 元 , AJEIESOHEELBLET PE RET 
f(x) - (Ao, à) — Ka, b). 
Hk H F A HIRERE 
MECEOBNION 
(A20 A 


a dim ALT’), 248) 一 RaM, b}— CAm, e)ta b) 
A0 


=A Ao, À) —2(5, &) - 2 4x— b, k), 
从 而 grad f(2)-—2(4z— b). 
这 时 ,最 速 下 降 法 的 想法 适用 ,因为 P《*)=4 是 正定 的 。 Rok THEE 


序 可 以 写成 
Tatl = Er 一 M Ax, — b). 


An, — bez, 中 做 第 n DICE UEBS SERE , e RT DL AUEREIORISE AS 2E GC 
Kaxroponnu [Et oE $928 2X Au, 使 fme c A29) ft 2o DEAH A= 24 
时 降 到 最 小 ;这 时 必须 取 Avo, 使 


$10. udi DR MUGE DUM UE . 85 


d, 
gil Cre M) AA 9. 


注意 f(2) — (Az, 2) —2(2, 5), 不 难得 出 


从 而 一 般 的 最 速 下 降 公 式 变 成 


(n, Zu) Eu 


| E LIS C (An, n) * 

还 可 以 考虑 选择 «s 使 歼 量 es RANE lll 极 小 ,不 难 
得 出 . 
Mer ey 
xx pas Bes TERT ATE PHEN E RR ED GS 

如 果 用 尺度 To 所 = CA7 12, y), REPAS HU BR F PIER 

i Crepi = 4 一 Aala, 

而 如 按 要 来 eet] ERER An GRBA 


M] 2) 
ie de y tn | 


T fn S An ie aua — zs za] 2s v (IH Kpaesocexsckuti-Epeitu 公式 
NC» 


| Sue] 一 Tn (Ax, Az.) £g, 
Kauroponms 对 他 的 最 速 下 降 程 序 得 出 如 下 的 阁 速 来 : 


le cene A my, 


ko j(zo)—f(2*), f(a)e(Az, 2) —2(5, 2). 
M. HII. Bupxan( 14] 3548 TEST RETER 其 中 包含 了 
Kanroposmu (ERE, Sf Bf dE) SE SETEXX — R TLE EAE, 
” 即 不 慢 于 以 


Enpi = Br — 


这 里 
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M-—mn 1 
为 公 比 的 等 痉 般 数 。 
上 述 想 法 也 可 以 用 到 才 非 定义 在 全 室 间 而 只 定义 在 一 个 稠 集 上 的 
钨 界 线性 算 子 的 情形 上 来 ,从 面 适用 于 微分 方程 的 近似 解法 ,这 里 也 不 
详 述 ,请 参看 Kamroposmw 的 其 文 。 
例 1. 考察 带 有 对 称 村 的 Fredholm 型 第 二 种 积分 方程 


^7 [yin | -Y (ity ar [ie yay 二 li 


b 
P(z)zxa(8) —A i K(s, t)ja(£)dt — (5) 9, 


Ej A 小 于 这 方程 的 一 切 El 有 iR Jy Aa, LET "t" 如 时 H H= 
- L'[a, b], 期 方程 变 成 (54) 型 的 粮 性 方程 , 其 中 4—T—24ME, K 是 由 核 
K(s, D) 决定 的 莘 性 积分 算 子 。 这 时 今 


À A 
a max js B mini, 


TEES Bj BCe, MET, rca(mr) (rED), 

Em Cols Am, 2301 —85]28*, 

既然 依 假定 0<0<1， TB 般 精 果 适 用 ， 从 而 按 Easwropomsuss 的 公 
式 , 第 一 近似 是 


| mLa = woa) 8oz9(8), 


| Á | 
这 里 o(s) = Aro =b mn (8) — A i Ko, yag (0)dt — b(8), 
| ; | 


b 
f LP (ads 


(960g 


at(s) ds A j j K(s, L)s( s) (1)ds di 


L7 EJ 
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OM fca e CARE 
SETTE -o | 
V f la C aC ede A (0 -) , 

这 里 ot 表示 方程 (55) 的 准确 解 ,而 | 


y= firm fa, 
- b b b b 
fa f aara G f Ecs, Dæ ja(t)ds uz zz 有 EC 人 
JEFPRXESHE— RKA. BI gam ss — PCs) RU 


b 
[e)a] [A4 | § Ks, DED a |< 


«IM j K*(a, oa BOTO Kag 


注意 在 上 述 关 于 C54) 的 考虑 中 ， BE AGDGPEGESCH AE, HT 

ERTAS TA 4*A 是 对 称 正 的 ,因为 
(A* Az, 2) = (Am, da Yo, 

AE WE 

FE) = (Ax —b, Ax — b) « (A*Ax, a) -9(2, A*b) —(b, b) = 

= faraka) — (b, b), 

这 里 fara 是 对 算 子 4"A (ERU RITAR AIi XC. dB nup fa(e 与 
arala) 在 同一 点 处 达到 极 小 ， 从 而 这 里 的 半 题 可 以 化 成 考察 对 称 算 
子 的 方程 A* Av — A*5b 0 的 情形 。 

又 应 注音 ,从 一 般 的 理 险 ,只 知道 当 grad f(2) — P(z) Ib , iR fi» 
在 = 一 z* 处 达到 极 小 值 ， 那 末 P(z*)=0。 在 粮 性 方程 (54) 的 特殊 情 
形 , 还 可 证 有 明 P(z*)-—0 也 是 f(efp »—«* 处 达到 极 小 值 的 充分 条 件 ; 
事实 上 这 了 时 4%*=5, 从 而 : 
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(0) e (Az, 2) 2(41*, s) o (A(2—a*), wat} Aen, 2), 
而 由 于 4 的 正定 性 可 知 (23 TE (Aa), 2 —2*) 一 0 时 为 极 小 ,部 在 
&x* 处 达到 极 小 。 
$2. 考察 ”个 变量 的 w 个 方程 的 租 
Fln £s, 77,5.) 50, (o en). 
这 时 , 邻 
Pe} =( filén £s, Us £u hel sm É, £e, tis Er). 
HRA PORBAN T ETEA n Ega DE, 
n … £0, RRB RN m MEZ IDOL Gp, P 有 连 夸 博导 页 数 , 持 且 
a5 fh £s, 7s, £8), aim. 
关于 P'O) ROGEXEOSEBRBEPERECT SIBGE CREDEA 
k=l es 


REENA. AE ARRE TARTAR EDR g Cro- 
okett—Chernofff 17]), 

(QD RHONE ISUTHSBU TIE EXHLRE— JER, ££ 
往 把 它 替换 成 一 个 较 简 哩 的 方程 ， 而 这 后 一 方程 的 解 可 以 取 作 前 一 方 
程 的 近似 解 。 例如 在 解 积分 方程 


aa) ~ fx EDs(£)dt - b) (55) 
时 ， 我 们 用 某 一 机 祈求 积 公式 把 方程 中 的 积分 罕 搞 成 一 个 有 为 和 
f K (s, Da (dig. 5 AKS, alh), 


k=l 


HEA, b mw Aj AI<S4<co) 处 的 值 之 间 的 等 式 代替 方程 (5z): Á 


-— 


$10. Ri hys disp sal 


a(t) — > BEKU, t)e(h) = BH) ALa). (50) 
k=i 
REA n x UCET — ARRE oC) ZERRE REIS iE T ETE 
求 出 ， 而 用 播 值 法 就 可 以 求 出 C) 的 一 个 近似 ; 这 里 eR) 
准确 髓 。 现 在 变 研 究 的 问题 在 于 (56) 的 可 解 性 与 (55) 的 可 解 性 之 隔 的 
关系 ， 以 及 如 果 二 者 都 可 解 ，(88) 的 解 取 作 (55) 的 近 供 解 时 娘 差 的 估 
o KAME, TAIR BREH h JI. B. KaarepoBs 在 
1948 EHH ARRERA EAE EE. RER 
Kaxrroponm gt EE Ek; FARRA 
设 X Y R4 Banach ZEB, X, Y 是 另外 两 个 Banach 守则 ,而 下 
F-ART 5 X BE, ixpdHbR d PRPERNCT o 实现 的 。 同 
FE, RE I= hoy Je dh Y Pie Tox pL Y' A Y- LARR ox EB d 是 有 界 
BERT XE 轴 ERREAREN Y 到 至上 的 粮 性 算 子 v. 
E Eh IAY pART HERDE 
i Ks=y, (57) 
我 俩 用 了 中 的 方程 u 
Kz-y — (58) 
ECT), AE E Rd X AYCRBMOHSNUECI. EME(SB)DEUE 
成 (57) 的 近似 方程 。 我 们 必须 明确 “ 算 子 了 是 的 近似 ”这 色 话 的 涵 
义 ,而 由 于 它 人 不 是 作用 在 同一 空间 的 ,我 们 必须 把 它们 关联 起 来 。 为 
此 我 们 假定 下 面条 件 成 立 : 
fub I， 对 于 每 个 w' CX, 
| ez! — pK [se |a". q 
我 们 还 必须 织 X épAODHDÉERITAJ) Xt 中 的 元 任意 逼近 。 这 
一 要 求 可 以 陈述 成 下 列 条 件 : | 


Qo Wanroposs* dj fis SE of; Eauroporus qd fefe r22 pio ERR TR, Em 
Lo di prid E i M 
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条 件 N HTAA EX, pEr EX, 使 
[PEs — PK | «5i Ko], an 
E Jet MT EJ. EC 
在 这 样 条 件 下 ,如 果 五 有 道 , 那 末 羽 DADEGEB ERA TUR 
ARE) iX —SESCHHA HUBER SE GERE 8: 
定理 8. NUR IE LXUBUGR BARiD LIDDCR NUR T Kcti pfe, H 
HB EC RERPCEACRCT fü 
(=e M talp, - (80) 
BUKJ;PR(OSSPXETEREU CY AAT, HER 
fepe Ie Ll gy, 


d XPTOGCEÉESCY.4 
y- yy. 
注意 Wo MEH Y' 到 了 上 的 同 权 , 所 以 这 里 的 g 合 在 Y' Bo BERBE 
K- FFE, GTT EA to € X, fii Emo yy, 依 条 件 TL YpEXE 94 C X, 
使 
| Ko, — bEes lslEwol, [mo «M | Kao]. 
于 是 
[Epei -pri <| Eps; —bE; | 4- |BKo$ Ez [« 
«8 [imo l| + erl Koo | CM 6 81) Evo|| = 
= (ME +8) lyo 2 CM 6 6:1) Hrety allg. 
BERERE «1, A LETERE mepeg 是 方程 0458) 的 一 个 比 € 更 
好 的 近似 解 。 合 4:—9—KÀ 4 yi WA 而 n =K y (EAE IE 
W 2i 使 
|o; pKa | «5i [Ko], ||: | M E. 
念 刚才 证 朋 的 部 分 ,可 以 证 明 
| £z; -4n PUN 
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再 合 加 = 入 一 天 和, 这 里 xi ew]. AE TEHA BIE G a), C), 使 
| K ~ Fn | ar al 
g Inla. | (61) 
于 是 
EEH iit EL) m (3 — A) OA 798) - 
to T hs i) =F — Fr, 
TORERE CODIA HE 3 
[85e] a" || l, 
A fie (600, 341-9 9( n2 09) ,F REPERI 


x*z > EX 
i=0 


力 是 方程 (58) 的 准确 解 ,这 时 ， 


 Ja*je Y dade > lestie Y lolt Eed 
[TT] fü EEZIUU 


- S jol udeo ri LS aKo IL, 
证 完 。 - , 

BIBLE EE SERT ,2R III dE EEXTERA X HERCI v 中 
JCTE BGRII. IX T RARAJ. BIS E. Anz ERECTO RE. 
确 解 x* 可 以 用 X' PEDERE: MAA RA IER s, 使 存在 
q! cx, s . 

mA C02) 

前 面 的 定理 是 栈 明 当知 道 (577 有 解 时 ,(58) 也 必 有 刨 。 反 之 ,要 考 
察 这 样 的 问题 , 朗 已 知 (58) 可 解 , 求 用 (58) 的 解 逼 近 (57 的 解 的 程度 。 

定理 9. RURE ROCHE E- HEB (62E, HETES 
AD 之 下 ， t zE. 
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[e * — qol le * — pK yl Et 
HECHE) web E gl (ea) 
这 里 在 方程 (58) 中 ,多 一 风 g。 
EE 事实 二 =K = K by, 从 而 依 627 取 S^ € X, 
BRO 
|2* — 971z*| = [z* -- 971 E dry i|sc l| — ^l 4- 
(0 dde pR YEL] t |o iE YKE — 
—p iE pyl elet] | etu] K-*| f es! — 
-PK d + lg- * — ba] 
ses let | 4- p | E718 |] 4- 
+ lp- 二 
te llaleQ cest de71] L7 EPI [Les] 一 
-Ee-r- (erre) + eP Dle Eeh E 
iE  LxkPERGdi f (58) BUREBE 7 REZI K fEZ ER COT DO AR 
BS EHE: ERE iio 
现在 设 有 一 串 形 如 058) 的 近似 方程 ,表示 成 
K= gy. (64) 
时 空间 CY", X, Y 都 依 顿 于 标 数 mw AT e, V, 6, sb ss M 等 也 都 依 
SÁT n. CFIRIEIE XE Co 4 Bolle i (n— 0o ) FCD BS ES PLE 
定理 10. 设 下 列 条 件 成 立 : 
1) PATEK PERR) 
2) BRE UR ARCA) ETHER CHDRET AERE ED IRHBERT 
知 解 的 一 意 性 ; 
3) ianitor iden 


EH. r im a ét 一 | (65) 
— 更 确切 地 其， PIETE 。 . 


$10. ERAEMENE O s35 


Kx (64) 
的 解 , DR 


lim |9;!z$ —2z*l —9. (66) 
n= 


E WEH 9 的 (63), 只 须 证 
Eam [ 81 c Ean) H- 8s hK i pa Rt 0 《oo (67) 
但 在 条 件 44) 之 下 ,由 定理 8 可知 方 程 (64) 有 一 意 道 , DU KS! RE, HE 
且 依 定理 8, 


jet pw 
le (88) 


BERR z* 可 用 XI 的 元 任意 通 近 ， 必 然 64>0(%>o0)。 及 由 定理 中 
的 条 件 3 可 知 


Jim. Malela [ipt 850, 
mae 


而 由 于 一 hep is esos 
可 知 lim Mi | 5.0. (69) 
no 
f&(69) 55 C65) sn, 2438 ”足够 大 时 ,可 使 
CM be) sp. C (70) 


于 是 依 C67)C68) 与 (70) 可 知 只 须 证 明 
Len H Eem Bat pK PR Aal Pallpa niao (99). 
f& IN KI or oo 而 名 可 以 任意 小 ;可 取 nn 足 够 大 ,使 
En Ede ENA E Hd d ECT. 

从 而 只 须 让 

EEn EsCE A |I T est Mn pall inla (na). 
EER LE] reo, 这 由 条 件 只 得 出 ,证 完 。 

为 了 下 面 的 叙述 ,我 们 把 用 X 中 元 逼近 羡 中 元 的 条 件 陈 述 成 下 面 
形式 ,然后 用 考察 由 下 有 效 扒 出 五 有 适 的 二 题 。 

RUD HFE frfEo CX 


886 HZ Fréchet semis Banach R 


le= e [eese NT Eo. 
定理 1. TEA&KPEODODOZE F, AUR K MERTER ERAH 
p=8s1+ PEN IR to 26e] Ems, CD 
HRAT E tAk KCUOEH 


col 07 1K- FLEE ENEI lez- ry 


EE (RARE IU, 如 取 


* 
85. Eat xl Ko] 


IE " C73) 
那 未 (63) 成 立 。 又 既然 在 (62) 中 至 少 可 以 他 邮 = 9, 所 以 es 可 以 取 做 
<l EEH 9, 
]e* — p32*| «e» CECL 82) + es] KL p E-N 
«eet (erl bE 42e)] o7! 1470 3la*l. 
因 Kary, Tid D= du, 利用 (73) 可 知 
|z*— o3 k Ka | 
«[a- mte icto 


于 是 利用 


|" | 
al 


)+2s 1o71 1E] esi. 


let [|o RI Km | - ot — pK- pKa | 
代入 上 式 并 解 出 Lat], 得 


EA TL rar, ( 
olor io TD lp M 


使 定理 的 条 件 , 上 式 右边 的 系数 是 正 的 , 砷 且 由 此 可 知 下 是 一 对 一 的 ， 


从 而 它 的 磊 道 五 存在 ,而 由 《74 得 出 估 信 (72) 求 。 证 完 。 
在 庶 用 中 有 有 时 算 子 一 ,站 取 如 下 的 形式 : 
K—-G—-MT, K—-G—MP. (16) 


这 里 入 是 实数 ,是 由 X £p Y HARAR HG 具有 界 道 
G-, mi G ig XE RETE X AA Y', Xa 
G-dGe 5... 7 ou. (16) 
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T, T RRRA XAY 中 及 由 革 到 了 中 的 有 界 粮 性 算 子 ,为 了 考察 下 
面 和 的 应 用 ， 我 们 提 合 适 的 形式 的 条 件 ( 见 Kapruzosckas[ 25 ]), 即 新 的 
条件 工 , TI. 
RT 设 存在 正 数 ns CT — Ul s € X", 
(Ppr — fT lp |a |. 
RET FEER 上 ,使 对 于 任意 2 CE, Iy CY", 使 
(Pe — y" [a le |. 
于 是 由 前 面 的 定理 不 难 导出 下 列 定理 ， 
定理 12. 起 条 件 工 IY" pr Hok AUR OK AGE KO 井 且 
q= [id elt t 86730 EIN Lens bodie p EOM, 
BI 


KymGz— MP i-5 (77) 
对 于 任意 多 EY 有 解 ; 
证 KEER RAPET EHRE AIL ERE, p Tc 


* 


€ x' 
IK os! — Kal Ges! — T oz! 一 
— fus! apro] = IM Pg! Tape [abr], 

iX JE Bd29 (16) X oz tf H. GX'cY OA ni ioa! 一 上 Go s ARER” d 
华工 成 立 , 砷 且 

e= | 六 | (78) 

为 了 验 明 条 件 I, 老 察 对 中 任意 元 % 合 Y 一 下 3 H 
B= Wy CY, wy cY. 


取 z = KAMPQ-,, 

不 难 验 明 2 EMT(z O7) 

BEA K(24- G7.) = K+ 8G71yy — MPG, y, 
所 以 pe yK [o Bez] 7] ] t e Cn. 


IK e XY, Hc v' € Y', 使 
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[PC + Ot -eps+ yok. mE | 一 
4 v a bs 那 末 VK EY, Aa e G0 CX'S 注意 
z Giy =G ATz-pG-yg) h 
所 以 ls Gmt e ETA la Fo, 
利用 这 个 «' EX, 于 是 
Iz —bE2] = |p PEGIC + yo) |= 
=g- VKE ppp — JEG < 
GAGE- | = 
= [Apra p g — JEG-1y | 
< ATG g — CaA YG y'= , 
= PAE Gy) -y' HAT Ay —25| = ~ 
-wllBes—y4 xTrG-(g!'—8:5| = 
= —x7)6-1(62 —y' 5| 
slew seb KG EA uu o Guo 
svi pep [s C) frg? | | dr AC JI 
从 而 条 作 TI gd i op 
A 
而 = ey -w)lsl671y' — 2] d- dz 3-71 |i 
ssO-r 97] 1231 [2 4 G7 tgo] 
sare A ea DJE iuret Id EE], 
Bp 开 中 的 常数 Mo 
Af —O [871 4A) ey Et s [d]. 
于 是 在 定理 的 条 和 件 下 ,C60) 满 足 , 从 而 利用 定理 8, AERE. 
3A ”如果 KHERA) SUAE 


lap Cot LO t eii tet], Cr) 


WE iX Ki-) RC. E... 


CT 


一 一 


1， 轴 数 方程 的 近似 是 法 2530 
SARI — EE, 8275 à Ko — y 的 解 x* 可 以 用 站 中 的 元 适当 通 近 ,; 朗 
识 存 在 正 数 分 及 一 元 2 C X^, e 
jet —2'j «m ad. (80) 
这 时 由 定理 8 可 以 时 出 下 列 定理 。 
定理 13. 如 果 条 件 工 开 Coo) or, BEER RU 存在 ， 那 未 下 列 
fidi n, 
lg *— e-ta*iszinCio- 1e 1 7G] elit j jd] pb] TD 
2|^| ple OQiel iG hoe et]. Cen 
这 里 于 表示 方程 
BRE 
古今 五 表示 方程 


Kz-g — (ges) 


FCLI V 
B38E, rp * 是 满足 (80) 的 元 并 ER 如果 未 表示 方程 站 5 一 的 解 ， 
mi y= ty, PR 


Ezt pat 

十 是 Klata) = bK(n* —a!). 

从 而 e pat—a ec ECHO Gon [o inle] 
但 .- . HEpa —Kzil|-|&ez —bEs']xz Map, 


BA jer -zii E-A lel 
«E8130 A a x mla*l 


«2 [A [n KG Gon ong, (82) 
XX HUS 7 Eh, mss 但 
jpa — e71z* ls] o mE GO PCT Ia (83) 


所 以 合并 (80)(s2X(83), 得 | 
jet e7te* | (0C - e^ EG e 7E bL hk) 
EAA iE Gi uoi) dosi) vu]. 
证 完 。 | 


840 _ #4 Fréchet =i- Banach +E 


AO. b. . Haprwateonan) 解 党 微分 方程 的 插值 法 , . 


考察 常 微分 方程 | 
Kou — y (a) mm Coe, (0 (84) 
带 有 边界 条 件 | 
=a E IR (86) 
个 就 求 作 下 列 形状 的 近似 角 
a (0) e (i-a) (o t)" S ati, (86) 


k—1 Do. 
XX ELA EE SCR a^ (9 在 Le, 0 | HR BS s … 本 处 满足 方程 (84): 
dps Can (bt) > LI 


"cll 
PDG b—i" ii 
-3 (Dms TO") PE "n 


Qc. 0 (eem). UA 
为 了 应 用 前 面 的 一 般 方 法 , 我 们 取 半 为 由 [a, 拉 上 具有 直到 2m MER 
导 画 数 并 满足 边界 条 件 (85) 的 一 切 丽 数 全 体 所 粗 成 的 米 性 空间 ， 范 数 
定义 成 
! dëm 


le S ES PE 


(88) 


4 X donnez, xx n HGB T= Cen 60, X dog XqE 
如 (86) 的 多项式 全 体 所 形成 的 弹性 子 宝 间 。 X' 与 X BH. xx— [HS 
由 下 商 的 缠 性 算 子 ?实现 : 
a£) 人 一 到) 各 (一 二 从 > egt?7l, x — pai CC r, 04). (89) 
k= 


. u &10， 栈 数 方 和 的 近似 网 法 - LH 


4x X X obit ET. 
[asl X = [9752]. — EZ x. 
显然 这 时 lel = 1e7l 01, HEY —C[o, 53, ifi Y' dec Y p doc ket 
mn 一 1 的 多 项 式 全 体 所 组 成 的 而 性 子 空间 , 了 一 wm。 关于 由 了 到 了 中 的 
算 子 网 我 们 取 
= y= yt, --, (5), v CY. 
这 时 (é|-1. P 制 眼 在 子 室 间 Y' EEX Jo. do 实现 由 了 到 至 上 的 
同 构 ， 其 北上 小 1。 把 了 中 RIO P (Qs som RY on y (0 


2 Cati, 使 yum Os). 
k-—1 
UH E PER CORTAS Cs, on, 6E Teónanen 分 点 时， 
Ipo («4 log n+ B, . (90) 
Tii 345, o nhe Gauss 分 点 时 ， 
lw Dr n. (91) 


TE (87) 作为 方程 (34 儿 85) 的 近 伺 方程。 引用 前 面 定理 12 中 的 
符号 ,这 里 


2m 
d" dàm-—s = _ 
Med 02-57. fuc »» pm Gz =op- z, 


ga] 


Ti oz, 
TRGE Xp Yd, RAF HAAA HRR Y, 


I 这 里 因 Lego d H it r, 
(Pgs -bPa = ibTopz! Ts! = 0, 


可 取 a0. BO EECHORTEGRUK AOLELm ARNT MCA. BR 


Euri 


i d d y, ; dan- sy | | [d2m5*1g | 
«| < > ( di | | | Alam- At | Pu , | dign -ati | Js 
a= 


xaX. 


D  Harsucon(30],540 Aia 
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这 里 a RER KERRIER HERO 可 知 存在 常数 D, 使 对 于 
EX, 可 找到 一 元 WE 了, 满足 
|Ts—y'los S als, 


BEAR £p IT. 成 立 , 这 里 
Ha =Ê. 


A n 不 是 方程 (84)C85) 的 固有 值 ， 法 末 (84)(85) 有 一 意 解 ;大 且 
这 解 可 借 Groon EE gt, DRI 


a(1)= ES vy Codes hy, (2) 


依 微分 方程 理 葵 加， i, v) 具 有 直到 2-2. MERA SES [在 正方 


形 aet, v«cb rp ], mi; 2m—1 Vr SHRECETE EUR 全 把 (9) 按 Ck 


. £f 2m— DA. 


b 
dæ "9 gam- 21-1 
di" T g(v)dv, =, ps = civ. . (93) 
0 0 . 


由 (84) 


ditta; 

dum cb ne Fte E pa(Dad-y(D,. 
JB (03) P RESEKXA, ER HA gC7, v) BUE SERO SOS, 不 难看 
BO 

[K^ wis [els ies PET 
于 是 TERN 


 Hur&xcom[80]. 164 Xj. 
$ Ri Sansone, G. : Equazioni differenziali nel vamps reale jk 303€ 5 3 5 
=% 
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同样 利用 微分 算 子 € 5. 的 greon Bü [边界 条 件 如 前 ], 也 可 以 证 明 
cto, x 


pK vez | E | arie vene rendi eee lel 
EU | (Elie +o. m 
同 理 ,办 lGzl>= a=, <lela 


UGIL 依 定理 qm, 那里 的 常数 《是 
g= 67e ipy = o( l4), 


fk (900(9D Ej 2 EIKE qme <h Miti n EBREA E 
可 解 ,和 而 依 (79)， 


JEG] =00 1D. 
为 了 验证 (80), RPTE In — 268 TE BD RE 
PC, PaE), 7, Po, 9 (1 € € Tu, b], 
drp Ep, dt Pam d'y 


"dé dr o dí dr C CL pa), WO, (94) 
E la 7-5]. 
dmy demy t 
从 而 条 件 (80) 的 要 求 变 成 用 755 REE G WEE m BEA 
EL 是 任意 % -1 区 多 项 式 ,而 所 汪 -是 这 车 醒 数 。 并 且 在 条 件 (94) 
di di 


dma* 


zy ÉD" 有 家 到 + Ws HAC r Uc A c a dg 
Lip:chita Rifo TALAKERICBUCAR BS RUD 可 取 w 一 1 次 多 项 式 , di 
ZAARA LI. 的 阶 是 ios. BIRDS CX", (i 


iet -nt e o( LL). 


& Harancori 807, 
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JATIRIER C f q= o( 2). 
于 是 引用 定理 13, "" 
|z* eau o (10319). 


接 照 插值 时 取 webatmes 分 点 或 是 Gawes Zr TRR 
lar ~ pl = 0 (CEs) oos, 


或 lo 一 wz (Lr emo. 
诬 用 英 亿 的 方法 还 可 得 到 解 常 微分 方程 的 TaxepKHH 方法 等 《 昂 
[22]. | 
在 应 用 中 有 了 时 算 子 天 ,去 取 如 下 的 形式 
K—1—AH; E-Í—AH, 
KEI GI ARTEX E hR T. H Hd dri XA X 
中 及 由 苹 到 译 中 的 有 界 如 性 算 子 。 这 时 条 件 《 了 DD), (TD 换 成 如 下 的 
RTO: FEER 2, 使 得 对 于 一 切 s CX, 
[EPs — pK [se [z'|. 
RAEO: PEER st BERE REIN CX, TRES. CX BE 
[Es —2 seio. 
WAP C2 RT RS HTF y EX, fpi CX 
|y —er' ls esliril. 
TERR ERER Y RR: 一 种 是 由 精确 方程 的 可 解 性 
得 出 近似 方程 的 可 解 履 以 及 “近似 和解 的 收 化 于 准确 解 "* 反 之 , 另 一 种 是 
由 近似 方程 的 可 解 性 得 出 精确 方程 的 可 解 性 以 及 近 侯 解 对 精确 解 的 误 
差 程度 。 
应 用 这 些 精 果 可 得 出 积分 方程 


b 
a(8)—X T K(s,UDa(t)dt — y) 
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的 多 种 近似 解 苇 : JoWUMCRBUUk. Rite 方法 等 等 。 主 参看 f22] 《及 
L8]. 


C11 
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[4j 
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re: 


ET] 
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C131 
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第 三 章 Hilbert 空间 中 线性 
算 子 的 讲理 论 


5 E 

TOME Qn ME) 的 内 积 空间 EO APAM- i Hilbert 空间 ， 
cb BEEETROSTC PT ERE ELS n) deu dc n EB JL HS ZE BEC I4 P 
REH. AA E M RRA CERES SIC SI IG T > 4 MBIESURE, S C 
SR EX Ue ATO. 

TRAA IE SCITECH] EHSERVERET SEEN EDDA ES m 
ERR — AEG BUR (e CBIT ”个 线性 无 闫 的 矢 e, :er)， 一 个 糖 性 算 
子 按 这 个 基 由 一 个 * 行 方 阵 Aaa 表示 ,这 里 

dip (Aer ef) (IKE En). 
件 随 算 子 4* RARA: 
A* —(a*,)1, DELI 
BL PRR T 4d Hermite 方 阵 表示 : 
Gg mn. 

G XR ApEAIIU EGER. quim d. P. Yanrwarep, Teopss xarpzn 1052 (X 
Ak: maá); 0. PS DansTxzrep, s Hpeis, M. T.: o Oensxaismsonske MaTpRIID H 
spa, H MAXMe ROI&ÓaHna MexanuuecRuI CHCTEM, 2—0 mer. 1050; H. M. T'exwpaua, 
Jexusü no xmreüuoi anrÓpe, 2-e map i051 (JAk: 一 次 代数 学 );，A, OH. Maannesx: 
Ücmosu i&Heükol aireGpe, 2-ee Hey. 1056 (XE; EnA), B- H. Canupuox. 
Kype nuemed waTeusTHkg, T. III; P. B. Halmos: Finite dimensional vector 
spaces; G. Julia: Introduction mathématique anx théories quantiques, 1* 
parlie, 1986; Sehreier und Sperner: jLBrJLPI54tXe. BROAR 行列 上 行列 式 
GEWEREMGR. 4054547 4560; Wintner, A.: Spektral theorie der enendlichen 


Matrizen, 1929, Illmzoz, P. E.: Baeneuge B Teopss) 了 了 RE 站 HE rnpocTpaHcTB, 19852 
GURA: BTE SIR, ' 


EE B 248 
保 范 算 子 由 满足 下 烈 条 件 的 方便 下 示 : 
U= ME); 


Dns (这 等 价 于 > id) 
j=l j-1 

在 线性 代数 中 , — BE MRD FETU LER , 朗 对 线性 算 子 4, RH 
HERAA A, 使 存在 萌 需 矢 m, UE 

Ass, 

用 儿 何 语 首 表达 ,有 趣 的 开题 在 于 是 否 能 求 出 二 次 曲面 (42,“) 一 YY( 常 
OREP TER NE ARRA EO, WAR, 是否 能 找 


-出 4 的 鸭 有 元 ， 使 它 构成 空间 的 直 交 基 。 粮 性 代数 中 的 一 个 重要 精 果 


旋 是 下 列 定理 :为 了 杂 性 滤 子 4 有 一 租 固有 元 ,构成 空间 的 下 交规 格 化 
AECBD C Hl STANNO VALRA ARTE LAS D b 
. AtA —4d4*, 

自 促 线 性 算 子 与 保 范 算 子 都 是 正 秽 算 子 。 这 两 种 算 子 的 特征 可 以 表述 
如 下 : 为 了 强 性 算 子 互 是 自 伞 的 ,必须 有 只 须 它 有 一 组 固有 元 ， 构 成 空 
间 的 雪 变 规 首 化 菇 ,使 相应 的 国有 信 都 是 实数 ; 为 了 线性 算 子 已 是 保 范 
的 ,必须 且 只 筑 它 有 一 和 组 加 有 苞 , ARANEA, 使 它们 的 
相应 男 有 值 都 是 粗 对 值 为 工 的 复数 。 用 第 凤 翰 的 语言 表达 ， 这 三 个 精 
ACT PAG T: 2T 25 MCA 的 相应 线性 算 子 是 正规 、 Hermite 的 或 保 
范 的 ,各 必须 且 只 须 存在 保 范 方 陈 UU SU), E 


A= UCNB) 0, 
或 ASUSa U Qu 是 实数 ); 
或 A-U(QuOa)U (pull). 
有 了 对 和 角形 ,就 不 难 定义 算 子 A VOR: 如 果 
ELICIT 


——M——————————— 
Qo Huga ITzaos 5,10 - 11 章 。 


850 Sls Hilbert EE p MO DAS dA 
Bre O KOEN. 
EORIEHGILUTRCTREC, EREET 4 可 以 有 “村 坐标 表示 ”。 更 
BER , (E REREPERET- 4 可 以 表示 成 

~ A=HU ZUM, 
H, H, RIR S PRIEST: (Hs 0)20. (Hs, 2)220(9 € E), 而 本， 
i 都 是 保 范 算 子 。 鸭 了 算 子 4 是 正规 的 ， 必 须 且 只 须 万 与 (或 相应 
i, Uri BERR: HU=UH(U, H, 一 本 D1)。 但 保 范 算 子 0, U, 
可 以 表示 成 

U=, Up= 
的 形式 ， 这 里 F, P MEB BERPERCT. KENARI RE ES 
算 子 的 西数 理解 的 ,从 而 

A= Hg? = eti H, 
这 不 但 与 复数 的 极 坐 标 者 示 “= Pet 形式 上 类 似 ， 而 且 当 空间 是 一 条 ， 
时 ， 上 济公 式 当 鞭 化 成 复数 的 极 蔡 标 表 示 。 有 时 用 teii ERN 
一 一 对 应 代替 Los e^, 相应 的 U 与 了 之 问 的 关系 式 可 以 表达 如 下 : 

UL(IHGCEYI—iPyi F-Q(I—UYXIAUY, 

这 里 的 关系 叫做 Cayley 变 式 。 

ETRA e e ERU UERET TRE, 上 壕 得 到 较 自 然 的 扒 
J^, Hilbert 在 1906 FEY S EPEETAN AER AERE 
换 带 诊 ， 并 由 此 重新 导出 线性 积分 方程 的 固有 值 半 题 。 用 现代 薄 襄 来 
B, Hilbert 45 4.075 363 Hilbert ÆR) H ARRET KRE 
葵 ， 而 这 种 算 子 的 玫 直 葵 我 们 已 在 第 三 章 8 8 中 用 更 近代 的 形式 介绍 
了 。 在 实 空间 (2) 中 ， 保 范 算 子 所 引 超 的 安 换 吓 做 直 交 变换 。Hilbert 
首先 建立 了 西数 | 


Qnm Y Embo 


名 :9 二 外 


引 d 351 


TEC Jig BAER A BE AE R ER RALA TO PEER 
PJU PES MAATE o. EUR ATI RE m (0), R 


i-8(,2) Pot-l. 
£i . 
于 是 与 有 穷 厅 情形 一 样 ， 作 一 直 奖 变换， 把 ala) ARR a1, 0 


9, e 于 是 
f, 2) e ei£1-- Re, ^), 


这 里 QE REBEL AOX. Mok Goa KHE, BERTEL 
推理 ， 可 以 得 出 : 使 用 一 个 适当 的 讶 交 变 的 ， TERNAMA 
式 化 成 范式 

fia, 2 一 S Foot 一 ie 


Pg=1 


这 里 ps 是 由 SO, “一 意 决 定 的 一 串 不 等 于 零 但 伍 于 0 的 实数 〔《 当 确 


FERAS A pr 的 时 候 ), 这 时 


f, 4)= S - Y te Yum, 
p-1 k k 


KEHO VAR EHT Ceo ) RENG O H AET HE Gy 
f&e(H), XXFUBIFEBUOCE ERKA CLE" RRR E82 nE 
f. WEBKART, AMAA RRR Hilbert 的 方法 首先 
JéB R29 IERRA, BS EL REILE A E E R TU, DID 
Hilbert jg 34 IHE 3X 


$C, y» Y Kpfyna, w=(én), yn) 
D.g—l 


UI R2 t PES o MEE E » 
$m, y)- > K pëb 


$,g—l 
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ROCE, y) EC) RA ik EBAT RO, y)。 EPEAREN 
X CIE $8 引信 的 相符 (在 Milbert zi. pa Bilbori 在 1908 
Pe dubi AR LULA LET dI BAR AIREA HEAR 
JE AERI ELABHLRCE BERE HIS PER BOIS BUO TE EA E, ST 
前 述 的 理 葵 已 不 和 用 了 。 后 米 《1908)1T, Weyl 所 考察 的 一 类 积分 方程 
就 是 这 样 的 。Weyl 把 对 称 核 KKs 四 时 做 有 界 的 , 是 指 它 在 正方 形 a 
«Cs, Cb RARAMEN, EE 


b. 
C Ldtes(k( 5)? 


TEE 26 RA- ARRATSA RALA RITE, ELA SEEN USCIRE RT 


于 EU, 5 中 每 个 满足 
b b 
1 "OL f (ECE ue)! de«z + o0 
的 画 数 eCe) 
b b . ' 
MNUC Du(s)yu(i)ds dt M. (1) 


Hj Hilbert 化 积分 方程 为 无 穷 多 变量 的 齐 式 的 方法 ， 与 这 种 积分 方程 
相应 的 G) 中 积分 式 通过 一 个 适当 的 完全 站 交 组 的 选择 (H. Weyl 在 
1908 年 具体 作出 》 就 化 成 一 个 所 请 有 界 二 式 齐 式 。 lfilbert 把 二 次 齐 
式 . "i 
$iCo, we > K uipin, Ky =K 
P,9=1 


吓 做 有 界 , 是 指 存在 正 数 m, E 


X Hl! Ros | 二 | 》 ists ez. 
p=i 


pg=l 


T * 353 


Hilbert 353 T HEZE d deo FRIES 6 DRE NEU [EL RR, SRH 
JN ISCEE DAE GCRT ELI IE Ze Ed fX UG Pu. Hilbert 在 他 的 书 中 举 
Bi T 58— Ri 8L BU Bras 7-3 


$c, aym Y a. 
p=l 
iE fof fe REACH FLAIR, HR GC ATLETI ET e 4b A E B 2 
E IE RACIAL HUBER DO AE — 6. CAR ARAE Fourier 
IKT) TiM Fourier HARR) XB AGIUR T JEU UL, FRE 
Hilbort f£ HT —BRR8 i8 , AEIR ABO RU AS XE 
AFER Gs, YTA Fi SEE MA CE.) 9 Et, 经) 化 成 如 下 形式 : 


M 
Rm)= Y pte § oase", E), 
k —-M 
bg 
op M 
3 20 5- Y v f ascen em, 
p=1 k -M 


RA EID CE ATARIA, MLR px 按 组 对 值 都 不 超过 型 ,都 
是 实数 。 又 


Ses 区) 一 S sC PESER, Sep) Balp). 
pg-i 
75k — A UICE EL — M, MC] ee e POR P HERR AFRO 
训 齐 式 )， 它 的 值 对 于 每 个 固定 的 元 〈 癌 ) Bi ern, 由 SC M5 E", 


En y= 3UEOERUR In] CM SE", E= Y Ep. 中间 有 些 地 方 可 能 片 


pci 


段 为 常数 ， 这 个 画 数 的 增 量 CA sies x lille, e] 


ET iog Hilbert $ji BER PEE 


AS(p; E", €") = 8Co; £", €") Slp; E", E" y= Y. Asl PEREN, 
$,g—1 


满足 下 列 关系 : 如 果 A, A 是 两 个 区 间 , 那 末 


AS«A,8 =0( 0) Aspis 0), 如 果 Af A i À, 
1 


r=1 


AS«AS,— AB, (en b Aspre Ass Aspo). 
=i e 


上 而 式 中 的 积分 态 龙 Stieltjes AAY, Hilbert fj ap REC fit i 38 CHH 
BEBO, Jti p, EERI n eC o: 67, C'ORESEXE— UCET OAK P 20 
Dt mE NEC ILICur MES EU IR PEUT dm 
ARRERA B fS RER Seg. A0 r TE T S R, 
BUR 8, e) —vf(z, 2) RAUH FG FE AE T 
K(v;z,2)— > Ea? +f POSEE) 
a -M 


Pa 一 了 » 


Hilbert HRE 7) At MMA 22 80 22 TCR BEC 22S ER E fF 
24 R EDER LEES So; m, 2 二 小 lim Pr = 0 

以 上 是 就 二 次 章 式 的 形式 叙述 的 。 更 代 的 叙述 方式 是 直接 用 算 
对 ,而 不 依赖 于 特殊 直 交 规格 化 完全 租 的 选择 AEA AEAN, Hal- 
mos Bjgr( HATS O 就 是 这 样 处 理 的 , TROMPE EEG, IER 
就 可 化 成 现代 有 界线 性 对 称 算 子 讲 分 解 的 形式 所 : 

下 一 步 的 工作 力 是 者 察 乱 界 粮 性 算 子 的 情形 。 Hilbert 的 理论 也 
适用 于 一 些 无 界 的 R, 序 至 少 有 一 入 不 是 截 部 


R 
$2 y) M Kufa 
p =l 
i 4 locrepusg-Ce0o3es WH H3, 


— 


KS Z i 555 


PREIE MO WRR A. Wintner di lc T ZEB ESSA BS TUR 
Hermite LRT Biub-- UP URREA FAE: RT 
). RAO OPER KAEA ER T. Carleman FARAR 
广 的 一 类 特 洛 积 分 方程 就 化 成 这 种 情形 。 

Hilbert 的 说 理 阐 的 最 远 的 发 殿 力 是 J.von Neumann 的 Hermite 
TET ES 他 的 理论 是 由 最 子 力学 的 考虑 引起 的 。 为 了 竺 一 处 理 He- 
Psenberg Born 与 Jordan 的 “ 阵 力 学 ”与 Sehróduiger 的 “被 力学 ”; V 
Neumann、 发 现 Hilbert 空间 中 自 伴 粮 性 算 子 是 含 适 的 数学 工具 - 在 
* 阵 万 学 ”中 所 考察 的 是 数列 (各 )， AEG EU EAR PE 

X|£,|?— 1, 
mif Sehróduiger 理 葵 中， 描述 力 学 系 太 的 态 的 力 是 一 个 波 图 数 “一 
esi qi, o. du. 使 ， 


IE MICE dgio 1. 


这 两 理论 的 统一 处 理 正 是 用 抽象 Hilbert 空间 统一 了 与 L* 这 两 个 
具体 空间 (二 者 等 价 )。 物 理 中 可 观测 量 不 是 由 数值 变量 表示 ， 而 是 用 
作用 在 上 述 的 Hilbert 空间 之 中 的 自 伴 粮 性 算 子 4 来 表示 , 这 里 要 求 
各 件 的 理由 在 于 (Ax, ”表示 可 观测 量 的 平均 值 ， 从 而 冻 当 是 实 的 。 这 
一 可 观测 是 的 可 能 值 着 不 是 人 在意 的 ,而 恰 是 夯 有 值 央 题 

Ax-—AXs (r0) 


BR A. 
jà (8T JE MEC HE SEDENS I MEM EL UUS PEE Io METRE: 
进一步 分 析 一 下 。 在 B rb LEE BL] TS 4o REEL 
Amn-Àz, Ac(xX..) z-(L.) A-À* (2) 
这 方程 的 解 "形成 完全 直 交 扒 烙 化 组 (n, ind, em (Diis 是 
HEARE jx 相应 的 轿 有 元 CR Xi 之 中 可 能 有 重复 的 )。 今 取 ss ns 
anh (Fiko A ero (Drain (Or; 表示 Kronecker FE), 3k 


ste Rag Hilbert Epod dE eS TEA 


m- D fan Qi). 
k=l 


` n 
> Enéri= By, 


¿=l 


(Ea ERTEM F&U- U*=0') 


£i- Xe ü-X IP £. 


决定 一 坐标 变换 ， — M x (gdkim, 2) SACS CEOE w 在 


基 {e …, ev) 中 的 坐标 。 上 而 等 式 是 由 下 列 关 系 导 出 的 : 
» (Ene X 
i an i NN 
TEDER 。 | | 


> a, EL, = AVES. 


At y= nesi nin 
FEC, 表示 内 积 ZO 


Y (syn. - (Y tam 
a 


hu v 
=(4s,y)=( 9, nëse gr) > D 24 - A 
p eH 
这 就 是 
(A42, y) i Me oe » gm 


211 ex 


Bom). (3) 


3i Li By 


RO (apesi SEn = Dà) Eet EE m (4) 
" 


SED EA ERIBA T RA E PIGET RR 33A Pc je (35, (4)。 

ARRE ) 大 不 一 意 决 定 : E (Eos 0. 5,0 9E E— ette 
(9, ERR FERAS ER Ro SURSE As 有 重 的 ， 还 可 调换 请 相应 
Sao ALEI R Eie no, AR TRER, 必须 先 消 除 上 
aR ETE WRR A. Hp ARREN, SEÍPISS XX 


—— 


> (Y z..c. 12 Bern ), 


Api gx . . 
XS LERT EE. Ki EET Ae e DXXSCER EO, 者 
E Tp Hermite 齐 式 


Hae y= D (S ELE 6o.) 
MEO. n v 


RREN ERRER EHETI, MRENA EO o, y), WER 
XH Eur 来 。 因 此 在 开题 的 陈述 中 ， 应 以 EQs m, y) R Oa), 
(£,, 48595, BEO) 表示 与 此 双 秋 性 齐 式 相 应 的 阵 。(4) EREA 
足够 大 时 ( 朗 %> — y hs) EQ) —- T, 而 如 和 足够 小 (小 和 于 一切 和 ?上 时， 
焉 人 一 9。 又 EC We Gf 98 d I eos (msc) kb E E S TER A 
ATHE. EQOJUGIER Ah "RE SORT | 


A LÀ 


的 形式 直 搂 看 出 。 注 意 
ALA =E EO" Y= EOE JEY, 
事实 上 ， ECM; m, y) »2 EU. 
e m Ass 
PR EI CEN 
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EC Je E 


0 '9 
XX BEHPEPDHULAS AQECM. BILAN do Am ERREA A 
由 此 也 容易 看 出 MCAULLÁE(UZSSCE(QRM, (3) ERRAR, 这 是 
说 


CAx, Y= .i = > 入 【到 (和 Lm, y) - EQ, —13 æ, y)}. 
- 7 一 
如 果 Ao eM, SO PS. ESRJH A A URGES 
因此 “ 兮 无 限 赤 分 下 去 ”得 


(4s, y)= MEC, y). (5) 


— CE 


原 问题 于 是 化 成 求 一 串 障 FO), EWE LARRI. ICM 
与 亲 数 无 关 了 ,从 而 容易 过 渡 到 无 穷 厅 上 去 。 事 实 上 ，Hilbert 的 上 
壕 精 困 的 形式 和 C5) 是 相 侯 的 ,因为 由 Stieltjes 积分 总 可 以 分 出 一 个 和 
来 , 剩 下 还 有 一 积分 项 。 
Hilbert 空间 中 入 性 自 "—m' (HS OR. 
HUE MERO NO REDL ER ARES. TIBDOT RT SOR ABIPHREIT 
von Neumann 的 直接 处 理 无 界 的 情形 的 方式 。 
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$ 1. Hilberi TRR db X FRIR 

在 第 三 章 论 一 般 Banach 宏 间 理论 时 ， 我 们 主要 者 虚 了 定义 在 整 
个 窑 半 上 的 有 界 糖 性 牌子 ,在 一 些 具体 间 题 中 ,我 们 常 要 考察 不 必定 义 
在 整个 Hilbert 空间 包 上 井下 不 必 有 界 的 线性 算 子 。 例 如 在 空间 
— LX 一 oo ca) 中 考察 微 分 算 子 | 

7 -4 | 

Ii, WR D dex D —oo, oo LR — E EGRE BH ER 2S L 
等 于 o BUERCBETEOLS HPE TS RU] JG T RoE SC (ED. LERET, 
fg T REXEN D 上。 又 如 如 表示 LCR) qj p JL BUS - E SIGAN 
导数 并 在 有 界 区 域外 为 0 Er c od n E PET ANEK 


Qo? p 
T= Fr tja (s, t) ER 


是 定 浆 在 只 上 的 楼 性 算 子 。 — 
这 样 , 当 考 察 一 些 这 类 算 子 时 ,每 个 算 子 可 能 共有 不 同 的 定义 域 ， 
Arti 5C-P B3 HAT E TEC SUS ITARA T o 
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EX1 8$ b. pus 是 Hilbert zeii]. SESS, LLIBRRI m 


Fete Mu epe qM 


marc E pe 


(ST) Say Tels € DOIN DON, 
定义 数 x 与 于 的 积 为 算 子 | 
(uP)sma(Ps) (aE DY) 

如 果 DUCH, 98D c. TU EBERT: MoexELU ST HR 


为 算 子 


| QUT a - UCT«) (2 DT) B. Tz ED). 

注 注意 一 般 TREERE EE p-f He T? 也 可 能 只 
在 4 二 合 处 有 意义 。 同 理 UT Ej TU 即使 是 =p p E SEE 
意义 ,因此 我 们 不 一 般 地 定义 了 与 的 交换 性 , 为 了 后 面 应 用 , RAR 
取 下 列 定义 : 

定义 2 定义 在 Hilbert zz H PAIRES T T uL e Coe RB IE 
Wf Bde Ait RS ED), Bx & DHR 

BT =TBz, 

定义 3. T, 8 Rog XOfe Hilbert Ai p 7 rb BR REAT 

T WERE S I RETE E 


G(T)3G(8), 
jx GOD, GO) RRT d SR RIKER DS 
显然 TO2S«— 9(0T)25 (8) HHF 5€ D(S),Tz- 8x, 由 此 ， 
T HATA TE BUE HA PET PRORA: 
BTcCTR, 
Ll me dla V4 i P Md Y COVEME AEAT. M 
RV3ERBUEMI Ox 9 mg T Tov) (7v, o), SK 
G(T*)- (V GUT), 


下 此 不 难看 出 , Toses, 


定义 4， 小 (TD)=={zjz《 DT), Ts-0) 是 做 线性 算 子 T HFA 


$1. Hilbert zERlrh ErE a Se D Sel 


——e 


集 。 

证 “线性 鲜 子 的 千 点 集 一 定 是 线性 子 宗 间 。 

定理 l AURT RE ER B= CUP. 

EE XEPOCOQ), y € OC, ofr Cs, y) = Ce, T^), 从 而 
9t CP 98 C7, 从 而 CCP) S GRECE, 

3 —3 8, hi s» € SUP, STER oo Tz, ECD 


于 是 (Tz, y) - Co, Try Yo y € CT? )). 
AR y € CCP), JERC, 9) 0, 从 而 
z C NCTE, 
ARER WER, 
从 而 dSOPyc9QUtyr. 
证 完 。 


线性 算 子 AOT, VALRA T =(T*)* 存在 ,也 就 是 讽 ( 第 二 音 S5, 
EX 2) 2 HAZ JR RE E 

证 1) 充分 性 设 T** 存在 ， 依 伴随 算 子 的 定义 ,， T** 是 图 的 ， 
am GO (y gc mer =V veu = (0 (T) = am 
2S8(D)Am,T** Je T mE. 

2) bR EE TCT, T. EMRAT OK Tc- 

OCT) 从 而 {Ou} ECC) —» (8, y) C GT) — y 9, gi GC) 
RRGEAMERUEMEDT RIED, Bi Ex, G) = CV GCT)) Am. 
(N G CP) ROCK VERCESIER , TERR —1 $ 5, 2ERE EP ZAR 
Hj, DO =G, Tie T** 存在 。 

x mTuNEBUEBT.Oc0ITRSEABHAZTT' 

zo £p T-T* PRT HREH, ZMR T ER, WR 
GP)= E T= G(TP**), 


BU TlT* 


sez 第 三 章 Hilbert Æp hE FARA 


定义 5. BERTI UMOR, EREEREER ToT 
IERT Tuk A RU. BTT, 

Wk XA E PATAR EMAN, ATA PAT AURIS, 
但 下 面 将 举例 蔷 明 对 称 算 子 不 Hth f AUR. OCTO b, 屠 末 对 
称 性 与 自 件 性 是 等 价 的 。 又 注意 如 果 为 (和 一 多 而 了 是 对 称 的 ， 那 永 
7 必 是 有 界 的 ， 因 为 TCT* ADOTT, AT T E, 
依 天 图 象 定理 ( 第 二 章 $5) T 是 有 界 的 。 

PIL. ERTE SS 中 已 经 考察 过 积分 算 了 


Tæ=y, y(s)— $ Es, ædt, x C PCO, 1, 
D 


这 里 


oten, 


1 
f | K(s, t) |? de di 4- oo. 
ü 


这 是 有 界 粮 性 算 子 ， 定 义 在 全 空间 D[0, 1] 2 Eo dA K(5s)— 
Ks, £), 那 末 由 Eo 1 中 而 积 的 形式 本 难看 出 。 
(Tx, y)=(%, Ty) (o, y EELO, 11), 

Jit T EHRE 

9$! 2. zt o I^(— oo, 4-09), mie Toy dez a= tet) CC 
€(— 9, o2)), 

这 时 
DCT Y= (2 |z(1) € L —eo, o), tx(1) € LI — 09, ee 计 
4 在 有 穷 区 关外 为 0 HTA TEKET DT), 而 既然 这 种 画 数 的 
PEED tR: 所 以 SO -9. A T: 存在 。 现 在 找 出 TY* 的 具体 
ARK. Ry € D(D), A T*yoy*, TENTEA EDC), 


-- Is] 


f "OUO f w(t Va 


— um. 一 吧 


特别 取 Ct) 为 区 间 fo 区 的 特征 画 数 , 那 末 ， 
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IB7R E 812 00 ERT MATIU 4, ty (0) m9 y* CD. E CO C 
ELZ — eo, oo), iti y € DCT), fti B bh v EDO 是 任意 的 ， 得 证 
TAT, C , 如果 #4 EDC), 反 精 上 而 的 推理 可 知 y*(t)==iy(t) 满足 
y* - Ty, 从 而 TOTS, 于 是 证 完了 =P*。 这 就 是 说 ,是 自 伞 算 子 。 

例 3. B G=% 00), 倒 4 表示 I2( 一 o0, o0) PERDES 
区 周 上 起 对 连 精 并 且 它 的 导 卫 数 zG) € D4( — oo, 0) 的 画 数 全 体 。 于 
是 

Tam y=) G-v-1) 


ED pART m 加 (TPT)=4。 我 们 证 明了 是 自律 的 。 
ax y € CT), 4» T*y—y*, HT ^S v EDC), 


oo ue 


$F § scossOva a) 


mtk s.) 如 下 : 
lon aii 
MUNI D 
;的 一 坎 画 数 ,如 a rectc 或 Litt 
z(t) PERMER HELTRE E a 代入 (1) 式 中 ,得 


tol 
a n SC 
n f OI f LyGyu- f muy" (Od 
1 LES 一 加 
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to 
TN RE) = h Da EO 
REER y* € E? — oo, oo), JPO) CERAS RN LETRA I, 
这 由 ByHskonckHH-Schwarz 不 等 式 不 难 验 明 。 于 是 由 (2) 0) 是 一 不 
定 积分 加 常数 ,从 而 在 任意 有 穷 区 间 中 古物 对 连 秆 的 ,再 利用 不 定 积分 
的 微分 定理 ,由 (2) 可 知 对 于 歼 一 切 fo, 地 "Co) 存 在 并且 — — C) 
ROLES y EDC) AB Ty =F) AN Tcr, 
RZ B y € SUD, HB Z REIR 08 ET CERT IRI, 51. 


b . b 
V wr) da ECCO + (FD ar 
而 因为 xy EL, o9), 可 知 
im [s(t]=0 


于 是 | peoa § eoo) 
EGER, v€ D(T*) 4 B (P) - T C), RARR TO 于 
RUTGERS. | 

EET RAER, 实际 上 ,如 上 的 画 数 e«COR]— REAA 
体 在 D d. 

例 4. Carleman 型 积分 算 子 。 4 H= 一 00, oa )， 所 谓 Carle- 
mon XU, 是 指 两 变量 s i 的 可 测 醒 数 ， KCs, DC oom, ti< 0c), B 
jà KG, 1) - K(1, 6); 震 且 对 于 将 一 切 的 * 值 ， 


V ixc 区 | 本 < 二 oo, 全 
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f (ECs, 1) 2 dt dp BUE T BUR, <+ 00 
K(s)o | 


0 如 果 根 号 下 的 式 = 十 oa 
首先 证 明 殖 通 ( 对 s 来 说 》 
f [KC opraoiec 


A Esel] —ascesca, f K(s, £) ? dt« 4-oo, KCoy«a| . 


Es, (Cs, t) |e € Ec, — BetsB} 
如 果 wts) ERETTE KE Dy CC RT UU ISIC , RRRA 


V Coa fize, bit di 


Ea —g 
存在 ,并且 不 超过 
{ K2(sye(s Jda. 
Ea 
因此 , 依 Fubini 定理 , 重 积分 
$9 [下 (Kg 2)|2w(s) da dt 
Ea, E 


也 存在 ,并 且 不 超过 同样 的 量 (4)。 引 用 KC, ORRE 
$9 IKG, s) |*a (0) ds dt $ K*(s)a(s)ds 
Ea, E Eg 
依 Fubini 定理 
Ë 
V acoss f ODIL EA 1 K?(sya(s yds, 
-È Es . 


Ea 


865 


(3) 


(4) 
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o(s) 与 B 解 然 都 是 任意 的 ,积分 


B 
§ IKC, ea 
一 


在 8Kay 中 玛 尖 存在, 并且 不 超过 kz(s)。c 既 是 任意 的 ， 可 知 在 全 实 一 
"T 


EOD IO 


由 KCo) fig Sc eT skr E, ATG HHE 
由 上 次 所 证 ,可 锡 | 对 于 任意 © CL o, o), 


È EC, Dece -— © W 


- 存在 ， 但 这 式 作为 = 的 醒 数 不 必 属于 Z*(— o, ce)。 要 使 上 列 积分 岂 
定 一 个 2 一 oo, co) IRE: e BERGE VA S SCR. 
E ， | ! 


Ends € L*( — co, o), n K(t)]o (4) lai< ooo] 


RPA, + CLL? Ix Ae € E — eo, 09), XH. A eor PU ONA 
EHRT. FRE Fio 


G IEC ORT Seu d< 


oo +a - 
oe A |KCt, o) l2 dt = 


-2K(w)K(v)|x(u)| ece) | 


[e 
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而 f y ERY jau) | eCo) |du do = 
=f È keolaco av «eoo 
从 而 使 Fubini 定理 


E 


xs Dayal” - 


- $ ds 1 K(su)s(u)du Vxa osea oo 
不 难看 出 ,如 果 定 义 算 子 如 如 下 


Ta 
D(A) EL Cz) (0s È KG, scat, 


Ao RAREST 98 (Ap) CCJAC— co, oo), E HET 2 € DA) 
+a 
laoi È COO 
我 们 就 明 DY — LA — oe, ER E RPEN, D) = (9) 
en | 


y EL ~ o9, 00), V (eTas = 


=0 XP e EDOR -——)-89. 
注意 yO) Ea A ZR 
E= {s K (s), yC) Ka} 
FERE 0 E(x) 的 任意 测 麻 有 穷 的 可 测 子 集 ， 取 画 数 ee CO CBD HR E $3 
特征 图 数 ), 那 未 ve CUL? 9, 从而 依 假定 


. 808 WIZA Hilbert pJ rb SPESE Fs EE 


i yds = fa ys)dse o 


E EER, DE vC E EO p Fal — 0, e 既是 任意 的 , vCO 在 全 
Todd C553 0. 

现在 证 明 Ao 大 对 称 的 ， 我 们 证 明 Caor, y) = Qu, duy) 对 每 个 
C, CA) A v C5 nx, Bl 


Ese i wty ey ds = 


oc 


- $4 (es ty) deat) dt (8) 


一 加 —us 


FE FE 


V ECs, DECC) | doe 


«y i KOIK |K(s, E) |3ds = 
=K) e) lyi. 
”从而 M M | K(s, Dye(t)g(s) | ds disc; 


一 5 — Um 


< (Eea, ful 


于 是 依 Fubini 定理 ,C6) 得 证 
命 S(A)mle|z€$ Az € £9, 


(42)() f KCs, x(t) di 
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于 是 4 看 成 定义 在 全 (4) 上 的 线性 算 子 必 是 do PAT. 如 此 ， 
我 全 证 明 , DCO =DD 寿 且 对 于 这 个 集中 之 任 音 7. A= Age, 但 
BD EDAD, 必须 县 只 须 罕 在 一 元 六 是 , 使 对 于 每 个 “C5 
€ D (Ao) 


$ (ks paa ite f orco 
也 就 是 说 
$1 (ep DOOLATE] ds— IE «di 


— un — un 


HERRA ARE Fo 


fof (x syr)ds y) too (2€ (4)). (T) 


一 Ub 


fk SD CAo) BUE HTC ETE 
È ECI Julod) ON t ERE) 


EXAA v* m24 € D, iky E DCA) HEH. y* = Ay, 
EUG Vi St R DE ARAARA Ao A, 从 而 Ao ARE EL ERR 

定理 3， 如 果 人 外 是 对 称 算 子 , T** 了 岂 必 是 对 称 的 。 

证 WET 是 对 称 的 ， 那 未 DCÓ)-$, m $0729). A 
而 O*)-$, Aik Tt 存在。 由 定理 2 的 拥 明 0, TCDU** 所 以 
Dap, Bl T*** Zgrk, di TT TAL T** CTS, Jan TS 5 Tv 
Bil T** 是 对 称 的 ,证 完 。 

定理 4， 如 果 下 是 有 界 对 称 算 子 , 那 末 ， 

12 一 sup [CT 251 (8) 
[ect 
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候 对 于 一 般 有 界 米 性 算 子 ,有 


IT|- sup |Tz| = sup [(Tz, y)| (93 
[zi Fell 
iyli 
而 对 于 对 称 有 界 米 性 算 子 ,上 则 有 更 精密 的 (3) 成立。 
证 全 y- sup |(fo,2)| 
LET s d 


由 (9) 可 知 SLIT os T £EXESCE A. 
ICTY dE, y EAs) = {TYy, 的 二 
cA, z) HATZ, arly] 

GELEH, 右 间 村 用 十 或 用 一 号 ), 记 以 

ARTY, Jr y Aela ly — M [y 2v y+ 2] 2|. 
A Nen esee, 

(RCY, 2) sc kelle 
WüX]s-—€, 这 式 显 然 仍 成 立 。 A dearg Ty, z)( 朗 复数 (Py, 2) BS 
ARER H ef 代替 上 式 中 的 2, 得 
| CPy, 25 | env liz li (y, ED) 

于 是 由 (的 知 [IT |n. 证 完 。 

AUR FOSPEGAPEBCT RR T XU. BIO] GARTEN TAX 
对 称 的 ， BALRA SET 2C £8, CAz, 2) 是 实数 ， 必要 性 乃 是 对 称 性 
BITEEIRUG PR, (As, y) — Qu, 2), Miti Am, 2$) — (o, Am) = (Am, 2, 反之 ， 
BEA CO, CAz, c) RESCUE, IBTRXERA SERE MER 

Ada, y) - (Aty), (03-902 — CA(2 0), 2—9)-- 

TCA(Qx E iy, x iy) -i(A(o — iy), o —iy)) 
以 及 Cau, u) = (Au, v) | 
《一切 « C SOIE SHEET 
' (Ar, y) 5 4(s, Ay) (2, y €) 
从 而 4 是 对 称 的 ,这 一 精 果 以 后 往往 用 到 。 
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定理 5. BÍBERELEOTOT ERERECT 人 (如果 存 在 } 必 仍 古 各 件 的 。 
证 T=T+e=>CYG(T))=GCT)。 又 
8 (7) = (2, Ta) |s € DODY = {Ca Tu) |o € MEY) = 
={(Ty, y) YEDE = {E Cv y)ly€mn)-vec-7) 
而 (一 六 二 一 J 二 一 VD 所 以 CY a (r= T), 从 而 
(VET EG TY GT) 
SYET- Ve (oye e 
因为 了 =7* J& BRI, Vi, CT" =T, RES. 
EX 6. BMABCET ULEEAE RE IS EHE A S € CT) 
la -- |] 
WE D= SUD - D SEATER T ARX THEE 
TI A-MRETAHN M 在 在 ; T Rat M Sp NEST) 上 的 保 
范 算 子 ; 但 zk Mi—T 20, Sr T uL 6pm 2-9 ECT, 
HOD HOENRADGRERDT T EARR, HLN 了 天 @, 必 
然 Tl — 1, 但 等 距 算 子 不 必定 义 在 全 空间 之 上 。 
D 六 于 部 分 等 距 算 子 ,也 可 引进 如 下 一般, 对 于 任意 有 异 粮 
性 算 子 AUC) n] Av 8, C) E Dr PH RET 2X mte NA) 
上 的 投影 算 子 一 对 C4) je) 的 支 福 。 对 于 每 个 YE 名 , v—Py€ 
€ 9t CD, 从 而 4(1— P) - 9, B A- AP, RERRAT T 叫做 部 分 
等 距 的 ,是 RAT KE PR ERAN, 这 时 多 TP 区 是 加 中 一 
ARAETA Y, T T de PO E EE AL | TP) Eo P n dk 7 t 
GEE, Ti Pre UL RE, mN) 15 TPO As dT IARE 
ER 5 
定理 6， 为 了 有 界 入 性 算 子 7 ERN, BARRAR =H. 


" 
pr 


dà Oz% Hilbert m pithy rogos 
E 1) 必要 性 RT RRR TEE, 
ART, Ty) = (TG 3]? |T y) = 
- |[s4-sj*— |z—v|*- 43K, y), 
TELEF H iy FORE y, GE OCT, Ty) - A3 Co, y), 从 而 
(00 (Pz, Ty)=(s,y) (x,y ED) ND 
BERR |Tel = |z| 对 每 个 =E 台 成 立 ,所 以 Ze= O= — 9,80 T fede, 
由 (10) 得 知 T*T -I-—TT*, 因为 全 y=T*z, 则 
(Tæ, TT*2) = (v, T*2) S (Tz, 2) 
而 因 保 范 算 子 的 值 起 B= O 从 而 由 上 式 得 知 TT*= 了 J。 同 理 
T*T-I, jXibjége T*— 
2) 充分 性 已 知 a BUD - XD -$ 9 
(Ta, Ty) — (a, T*Ty) = (2, T Ty) = (2, y) 
HS 2— y, 48 [Tw = [a], Bt T ERER. 
例 在 一 oo, +o), e Tay, 3X Hl y) 56-1), 不 难看 
出 是 保 范 算 子 。 
定理 7. 设 4 是 对 称 线性 算 子 , 那 末 
: Gio (CA ED), (A iIe} € DCA) 
KE SEEBRREPEMWT V HEAR., REH OCA) 8I —-YVO, SOPF vC 
€ SO), H 


A(y -Vyyot(y Vy). 

Bu AERAR, V 也 是 于 的 。 

证 D 4k C 是 一 个 等 距 闭 梭 性 算 子 了 的 图 锭 ， 由 主 4 的 对 称 
性 ， . 

(Citite, (ALi ye) = (Ao, Au) dz (Aes, £2) 4e (e, As) +(x, 2), 
所 以 [CA4 ile? = |All 1 42 [2 e (11) 
TÆ, y) € 6—— y — 86, 所 以 O JEAERRPERCT- V. 的 图 象 , 这 个 算 子 
ASERBy,UECQDE SCENES AE A JE BELA 4 RE V JE BH 
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a (AHi jeny, (Aiya (neo) 
TR An» Qr +e), mai 
h T AGÉPABS SUE 
yz y—z l,, 
"og -EDO HHE AT OUR t0 
TR 
sym Yt y—Rz ipy zn yt W—z. 
(AIDE TELE EIE y, (acis tu Y 


2) 如 果 y € DT), ETE o EDCA), E y (A iD), 


所 以 
y —Vg {A +i jæ — (A— iD) =i € DA), 


反之 ,如 果 s € DC, RR 
yo ds CSV), 


ER is (A ey 
ifm ea: (4b D)s à; (4 ia-y—Vy 


于 是 得 证 LUI-Y) $C. 
8) B y CAD) € CV), WE 
A(y —Vy) = A(2iv) -2iAs —i(y4- Vy), 

证 完 。 . : 

定 7?， 定理 了 中 由 对 称 性 算 子 4 决定 的 等 中 线性 算 子 下 叫做 4 
的 gayley EA ec n V Ao 

注 Fa 也 常常 表示 成 

Va=(CA~il)C A 1. 

《4 二 这)! 的 存在 也 由 (11) XB. A+ )s- 8—592—9, Rod 
定理 7 可 知人 y 一 Vy|y& SOCVOME $ b gg, 

定理 了 的 复命 题 也 成 立 。 
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定理 8. GG V ROG GRRPRPETT- m 38 0I —V)15 S URL RELE 
在 唯一 确定 的 对 称 性 算 子 4 二 4rv， 使 了 是 4 的 Cayley 变 式 。 如 果 玉 
ZEE AV 也 是 闭 的 。 
E 对 于 yg€ 合 (TF), 定 义 算 子 生 ,使 
GCAY={y— Vy, yt VIN} EDOT. 
为 了 证 明和 4 是 粮 性 算 子 ,首先 要 证 明 (@, 2) € G( A) 92 — 6, i 
TE. H ARER y—Vy——y-0, 4&3: pri CUF R, Jac 
SV), pg(I—V)a-w, TOS T y € OD. 
(y, w) 2(y, a) (y, Va) (Vy, Va9— . 
—(y, Va) - (Vg —- y, Va) —0, 
Ap y-Vy. ub y EWU- EEE 98 (I Vt GHH, 
Aii y-—69, 
现在 证 4 是 对 称 的 。 全 2 二 9 一 Vy,% 二 也 一 Yrw, 85k 
(z, 4w) 2 (y —Vy, i wt Vw 2 —if(y, w) - (Vy, w)-4- 
D. tS Vw) - (Vy, Vw)y =i y, w)—G, Yw)). 
KRY 与 wo 得 
Cu, Am) = (Vio, y) 7 Qo, Vy) - (C, Ve) y, w))m 


s, uE CAE TERCIF] Arg on 4 是 对 称 的 。 
mE V ERIR, TAE AERA BE ye Vue, Yat Vua, 
HR 


zw 
2 


w—z 
2 


Ya T 


V EERE AAR . 
EJ. ow wz £-4-ide 
LEDO), PRHOULt-ytu, 


z-e zpw zw w—z 
—F 一 UL d 
MAT 2 一 全 一 一 Z -z =z 6E DC ), 
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4 BSPRH TERES: 
Bai 4 的 定义 可 知 对 于 每 个 y€ (VD, A(y Vy) -5(y Vo, JA 
m TA aED EMT, z-y—-Vy(u ED) 所 以 由 上 
Ry tFy= ids, 于 是 
2y —x—5$4x- — il A+ ilJ”, 
2Fy= —t£dz—z2-—i(4—35l)x, 
BD V pi Apy Cayley 变 式 。 由 定理 7, AH V ERE, 因为 4 的 形 
AEH Vii. 
系 Vo Ve AEIR An As B Cayley Eo HI Va 
A Va AREI GVO) 2 LB. RAA R6 As WIREH, 
PAER 2 GEH h gradi, GC — (70, JA T** ET 的 最 
ASHE. HUS. SESAR RAA TEN 5eib gk Rp 
了 。 于 是 它 的 相应 Cayley 变 式 了 也 是 闭 的 。 仿 证 DOU) 是 天 的 。 事 
X bd. EDO ), |o — 22] 0C 0, q-99) BIER, BUT V 898 RE ME, 
| Vg — V sol] = liz — mo | -50( p, 400). 
Tq (Gm), ED, (Ferr € £, Tf& V 的 闭 性， 必然 ei C (VE 
HE.FVes-v.übd SCVOBSEHPES Bp V BQ5RREDBE,3OCVO du EMI. 
XXL AER (V), SG CV IUE PHERPECT- zz [1 
定义 8. ARTA DO DL Ej 38(V y ub gi PEDUHRIECT- 到 的 


AAT P Fm Pur t me LP e T t a Pn s e Pme me m m P ru SPP PP, ET PP Pel e re t 


rr 


定理 9 对 于 对 称 线 性 算 子 了 ; Hih T* 的 与 国有 慎 i 相应 的 轿 
有 元 粗 成 ,HF gp T* 的 与 固有 值 一 相应 的 周 有 元 契 成 。 
证 事实 上 ， 


sé l z%  HilberbeeRp piao 
z€ Hye | SV )e-(Ty T iy, 9) AEA y € DCE) 
依 定理 T) — (Ty, 2) (y, ii)e—2 € D(T*) 
HB Try=tr, 
IFTPRSIEHH 2E F8 B3 55 — BB 
定理 如 .对 于 于 对 称 性 算 子 了 ; CT). 可 以 表示 成 DOER 
HIRET RAR, DUPLI REERORDRUAEIRT CT, 
Hi H7 PALM, FIERE WD PAXezng QCT*) — SDCT YXpHeDH y. 
Wü 4)bsctyc:—0,2CO(TLyCHtzsCHi ， 那 末 抠 了 十 这 
作用 在 sry 之 上 ,于 是 依 定 理 9 得 
《下 十字 yz 十 2 = 9. 
E (TI € (V, y € Ht =D). h KARAR RE 2y — 9, BD y 
=0, BEERT ROGHEEET- , 到 不 可 能 是 它 的 固有 值 ( 和 否则 
(— iz, &) 一 【全 2 了) 一 《2 Ta) (2, —iz)i(z, w), 
只 能 在 < 一 日 时 成 立 ), 从 而 < 一 昌 , 于 是 z= 一 2 一 y= 日。 

由 于 Hri-(s|T*, »—ie, C$), Mn cD, AE Hic 
DTJ. AIEI s E DC),y EEF z EBT = sry te CDO, 
RZ: BEC. TREA ERREA DO JeRa TAE 
Fil, mipi H= DOY, 从 而 

$--OXDHIT. 

(T* E) « BEXE o rn 26 e TEUER ER 
(T* p iF Jus (Tiet Riy, æ € (T), y C HT. 

由 定理 9 我 们 可 以 写成 

(T* E iPyu (T8 -€E( o y). 

由 此 得 知 (T* +4 il)(u—2—9)-9, 

责令 2—u4—2—H; 那 林 依 定理 9,9 € Hz, 从 而 每 个 CDO TAR 
ARE u-—x-y-bzs RRR RE RE HN — BB IR EPI s 证 完 。 

在 定理 10 F ATER u EDO) KEE S 必然 有 
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T*uczq-dy—ie, mE DCT) y EHH, EHF. 
这 样 就 把 7* 的 作用 明白 地 者 示 出 来 。 
有 和 L ATAKAA TE H FR, 必须 且 只 须 HI-HI- 
=1{9}, ERER, AERA C EET COCOS 


rr 


变 式 了 是 保 范 的 。 
BE (gm, n) - Co, 0)e— 5D (V ) 2 98 (Y) — 5. 
TAEA 10 中 的 表示 ,2%& DT), y CHi, 2C Hi, HO. 
HTH, v) = yl:— lele. 
这 个 等 式 呈 做 von Neummanr 公式 。 
E ”注意 
(Py, y 2) — (o, P* (y 2)) - Qo, iQy—2)), 
从 而 依 定理 10 FRE, 
[OO . 
= Py, x) --(Tz, y tz) -i(g—2, 2) (y —2, ytz) 
2, 2) (x, $(9 —2)) e, 2) H-ECIy 2 — Je [22 + 
TG. 2)—(9, 90) 
= (Te, 2 E QC [y]? jel) 29RE Cos, Cy — 92) + 21. 
fi T T ERRA, (To, o) — Cr, Ta SEC, Aa zs SE: 
特 吕 的 ,如 又 工 中 只 有 一 个 亏 指 数 是 0， 那 末了 不 是 让 伞 的 。 下 面 
1$ SEBHIXRI T AEBCK ES ERA B FEE. 
定理 11， 为 了 对 称 强 性 算 子 具有 自 件 的 延 拓 ,必须 且 内 须 它 的 
号 指数 相等 。 更 销 切 地 襄 , 设 对 称 太 性 算 子 了 的 亏 指 数 是 Cm, n), mz 


TEHAS m', n', Y, 使 


P QSdUniM SMURUECHUR: 38 m3 5-3), 
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l m =m+y, n= +y, (115 
WROTE T MPHIL Pi, 使 它 的 吉 指 数 等 于 Cm "OD, RT. d 


A PU Pere rte S tme 


Wr 到 Hilbert aM HT, Hz ipfos B XR feo M = {ra} 与 
N = {yapa EA, BEB, TE A, B 各 是 基数 为 za bs xS fud 
COPR. PI LAR A, B n A ALU AS A NA = h, BaB UR, BN 
[18&:— 6, A, Pi HERRE mon", MAT As Es Bs 的 基数 都 是 v. 
Ap Aa dg B. 的 无 之 间 有 一 一 对 诬 ， 于 是 引起 (va € 42). 5 (Ya) 
(8 € Bi) 之 冯 的 一 一 对 应 ， 这 个 一 一 对 应 不 难 米 性 地 延 拓 成 从 由 开 
所 张 成 的 子 空间 E. 到 由 B. 小 成 的 子 空间 K 上 的 线性 等 距 算 子 W, 
4b V-—Vr 是 了 的 Cayley 变 式 ， 那 末 对 于 r—9y-c-:€5O)90E, 
YED), zE E, 规定 

Vix-Vyq-Ws, 

于 是 不 难看 出 了 i KADU )DH 到 SSCI) OE, EBJASERSET- mi Vi 
的 Cayley 变 式 Tisszva， 即 是 了 的 对 称 延 拓 。2 的 亏 指数 就 是 【和 ea， 
n)a 

友之， 惟有 1 是 工 的 对 称 延 拓 ， 而 设 Ti GR, no Ba 
F: Jk T, f] Cayley 变 式 ,从 而 瑚 是 的 延 拓 , 设 

| yc dim( DOD), 
8] DCO) E DUOPE thh BRR 

l m=m +y, n=n' +y. 
证 完 。 

从 定理 所 襄 的 延 本 的 作 守 可知 当 并 对 称 算 子 人 的 责 个 亏 相 数 都 大 
于 需 时 ,了 一 般 有 和 无 窃 多 个 闭 对 称 延 扩 。 同 时 前 面 已 么 指出 ,如 果 贿 对 
称 算 子 了 的 亏 指 数 有 一 个 二 0, 了 是 极 大 的 。 如 果 针 的 两 个 屯 指 数 都 龙 
6, 郎 工 是 自 们 的 , 那 末 自然 应 吓 它 作 超 极 大 的 (Hypermaximal Hermi- 
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teach——von Nenmann 的 命名 )。 与 此 相应 ，von Neumann 称 对 称 料 性 
算 子 作 Hermitesch $y, Bp Hermite 型 的 。 

例 1. RO Empa BEANA, IOR 
定义 在 全 .上 并 且 平 方 有 和 的 复 信 可 测 区 数 的 全 体 按 内 积 


(四 一 人 Dao t= Qr s) 
i2 


所 租 成 的 可 分 Hilbert 空间 。 由 公式 


dtr 
madry Ir TCO 92) 


类 定 一 个 各 性 算 子 , 它 的 定义 域 DOD o 4246 MO), BITE O P k 
rid vro tre O 内 部 某 开 区 域 之 外 等 于 0 且 属 于 ZX》 的 图 数 
Ziko TIREI; M. (CO) cfe ES) 中 笛 的 缕 性 子 空 间 , 从 而 Deseo 
FE EDT 


Dio, ipt = 


C—1)Dip tr 

MERZER Top … Ti IIT DURO HETTIE wE DOD s). 
(DEDI … nu MHk u FERIR O ERR Tas ns ry KY k 阶 广义 数 
Wi. AERAJ ERRARE RR UE, O 

9| 2 RE LO 1) PERA AT- =A CERE 
WEE LO, 1) HERTA Hs. B DE DA) 

中 满足 条 件 
E - (00-92-90, (0) v(1)-0 
By CD 34e ss A 表示 4 在 Do ERR al REC RT PARE BIO, A 是 
于 对 称 线 性 算 子 ,其 亏 指数 是 (2 2), W AS o 4。 

在 教学 物理 间 题 中 ， 所 肖 到 的 微分 算 子 往往 基 中 有 界 的 。 例 如 考 
察 常 微 分 算 子 


T Ai MazmaRTS] $5. 15—18. 
© FEH, Haltwap [4], 8 17, 2. 


880 gaz Hilbert "Spp SP nmt 


Aw —Ep(Osf (1 a et, 2(1)220, (90 COKEK). 
TE D(o, 1) PAR, AERE ki RH, ERA PRERRS JE AR HI 
$(0) —0, z'(1)-Fax(1)—0 
的 图 数 oC) R HR xx BL o EAK, Ex pG) p'CO, o0). 03 8L 
于 是 


， | 
(Ax, 2) È {EPEY c COS DY AD = 
ù 


1 i 1 
= POLJE |+ h Oaa G aeaee 
0 0 Ü 
i 1 
-apQ) s) f scope N+ V le II 
0 ü 


. i 
> V olatiga). 
0 


在 物理 问题 中 常 遇 到 的 微分 算 子 


or Jc 
-am (B+) 


AL RCBXSULMOR, ERL, zb Q 是 一 条 空间 中 一 个 有 界 区 域 ，8 是 它 
的 边界 。 设 下 是 在 ONG 中 具 二 阶 连 粹 微 商 并 在 8 上 等 千 0 HR 
全 体 , 一 和 看 作 定义 在 上 的 太 性 算 子 满足 下 列 条 件 

(一 Am o Y |a |", a 是 常数 。 


以 上 的 例 使 得 有 必要 引入 下 列 定 义 : 
定义 8. Hilbert AHi EIR ERT ud EAR (REE 
"SO, ARTERA o ERASED) 


Qq HA Ms [31,8 8, 
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(Tæ, x) paf, x) 
《或 相 庶 地 (Po sjale, 2))。 如 果 “一 小 Pui RETo ADR 070, 
下 叫做 正定 算 子 。 
局 然 ， 每 个 下 个 有 界 入 性 对 称 算 子 加 .上 不 变 算 子 的 适当 倍 后 就 得 
出 正定 算 子 ， 坟 = 了 十 XY。 上面 例 中 的 丽 个 算 子 4 ,一 和 都 是 正定 的 。 
hx; S= RER os y TUB B TRRETR GAERA S A ELI 
Eh Kb. ATERRAR ATH CAE Hay RT EPE , RAR EIE E 
ATARE T o 
首先 注意 ， 对 于 对 称 线 性 算 了 TASI AAR Hilbert T 
Ha KREE 270, 使 , 
ETA (Ar, syy |x|. i (12) 
在 集 SCA) ESLAPAUA | mE 
Cu, v ]-— (du, 5, Qu v € CAD) 
[w, v] 确 是 肉 积 ， 不 难看 出 《例如 [ee w)— 0—— 0 y [ud Au, u) 
一 Eee 呆 二 0 一 +w 二 全 )。 与 这 个 内 积 相应 的 范 数 表 示 成 | 如 。 由 (1235T 
Fi 


pude 


SCA) —3áE JE (8 B3 , m" 表示 成 $4, 我 们 证 明 Da 可 以 
看 成 是 名 中 的 子 集 (Friedrichs[2J])。 实 际 上 ;人 DC4) ARE SER TE D 
"P imi u € DaN CA) TRE SCSTETE tn ED), 使 
]u;—9|—0, (noc), 

从 而 Cu) 是 搂 范 数 el 的 基本 列 。 和 依 (13) 它 也 是 按 范 数 Jel 的 基本 
Fj 所 以 收 艇 于 O 中 一 元 ， RRM so HRR POSi REA 
$4 到 O 中 的 弹性 算 子 。? 是 一 意 的 。 事 实 上 ， 裔 另 有 一 按 范 数 jei 
BS d T SM Qus MEC T. wu, PR 


o huei jo, (n9). 


jM € DAJ). (13) 
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3), PJ AR us — 9. 1-0, A ea mallan), 80 pu) EORR 
于 列 Cu) ER, e 是 一 对 一 的 。 事 实 上 ， RE p= plun, 3B 
K puw =t, 如 果 v € DCA), |z —(u—u' )|-»0(n-»09), BRIE 
PREX, hi0, AEE 9 EDA), BIRO 4:009 09), fH 
(On de) Los wl AF leee — 09, f Cue, jo, «8X 
是 CA) 中 任意 元 ， 而 DAE O4 PHAR, Mamuou. AARE 
"Cá 与 e COSE IBDECK ,FERTISIT KE ZO. 
© 利用 上 面 引 大 的 工具 ， 可 以 赴 明 下 列 关于 中 有 界 算 子 的 自 伴 延 拓 
存在 的 定理 。 . 
定理 12. #AEEHNREATU fe ERG WT VRAA 
(ER. | 
-证 设 4 是 正定 对 称 米 性 算 子 , 从 而 OCDE GHAR, JE BTE 
在 正 数 7, 使 


(Au, tru: C(u EDCA). 
HFEE v EHRE v € Da, JOOS, yE a LÉZER: 这 
MERRER KC), 
fé = 1, v)! eal eec E 
f& Hilbert slg A Jide e PAE — MEET v, RRA Tu, 使 
(u, y =f u) = Cu, vi =Le, Ty], C14) 
HER Iss dc In pec (5) 
TREDE Ga rEGEMESET TEKO, Ide T AREH D BIO 
MERPERCERS ,有 TISE ED T ROS RO. OD A a Tg, 
Cy, y) -D To, Ty V | Tyli* zz 0, (10) 
HTAA y ED, (Ty,y) 是 实数 。 依 定理 4 的 证 明 下 注 , TEO 中 的 
HRAT B Ty STATS, v) 0, TATEA EDARI A 
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ini y — €, xag B] T d—»Óx —89, SARI T ard. DE E 
ERFT Tg JA TUE GERE 5, 是 自 件 的 。 
A, 是 下 牛 有 界 的 。 x€Sc b. db x 一 Ty iDO) PEEL, d 
(16), 
(2, dz) pz, v Tre, z). 
对 于 ww 的 4 与 x 公司 (41), 有 
(o, Aiz) (n, y= Lz, Tyf zj, 
DUJE £4 HERE, SEES ERE to € Da, 使 
(2o, 412) m [zo, 210 (—H] 2 € DCA), 
那 未 , 因 3840 25 50D) - b, 必然 一 外 
前 后 证 明 4 是 4 的 自 促 延 拓 。 敲 s, "T f&C14), 
Ca, Ag) —[ x, T Ay 1. 
另 一 方面 ， (s, Ag) - [3, y. 
只 而 ;出 于 CAM Qa FARE, STADU SES y € CAD 
TAy y. 
ix dB y CR CD) DM), mm 
Ay = Ay. 
、 这 正 意 味 着 ACA, WESCE. 
自作 算 子 与 保 范 算 子 都 是 正规 算 子 的 特例 。 
EA 9. Hilbert ZH Dip PE ST A uL CIE LT, JEn EP: 
HATH HUE OE A 


A*A—AA*. (16) 
A RBÉABIESLDBCT SLAP, 
定理 13. BRA RONRZEDRRERTEWN T, 那 未 4*4 与 44* 都 是 正 自律 


Ef. 
E T OA) = (VOCA) =V CCA, 从 而 
$x$-6(4)eYa(ar), 
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TAS T CEXEZC ^ CD, 必 存 在 一 意 分 解 
{h, G3 — (2, An) + {Ay y], EDA) y EDA. O0) 
由 此 得 h—z—4A*y, @Q=AsFy. 
于 是 y —42 C SOCAT), BL e € D CAT4D, PER BIZ EE] — EER AT 
满足 4*4x 十 z= 的 元 z+ 由 一 意 决 定 。 这 表明 OAA) EED 
上 有 定义 。 对 于 ,KE A 
æ=( I4 A*A) Ih, y—(I4- A*A) tk, 
PREIE, e, y C DAA) FH 
(h, (T HA*A) TE) = (UE + A*A ye, y) (9, y) + CAT A) = 
= (x, y) (Ao, Ay) = (2, y) + (a, A* Ay) = 
(x, (I +A*A yy) —(U 4 4* 4)71h, k). 

REPA T EH 4* 457 是 对 称 的 。 

据 定 义气 EXTERIS EUR U +AA 是 自 件 算 于 。 
Lex. dE A B fep EREPIBCT, mic oUEARZEBSI E, "ONES SI 
的 了 ERAY I-A*A, DOR 4*4， 依 定理 5 也 必 是 自 件 算 子 。 了 
定理 2 HA BEAR A RICE PLREREE SET: A= 4** 从 而 SOCA*) 一 多。 
是 AAY = (At IA HK HAERERAA HUE A TPR PT v us 

(A* Ax, à) - (Ax, 4x) — | 4x|*2z0, 

从 而 A*A ERI, Eo 

定理 14. RUEN M, N Hipi HRE Fg SEES EET. Ud Un 
PRATU 也 必 是 部 分 等 熙 的 ; HE LUE TIERE RR NI M 中 的 算 
FR REU REEM LET. 

证 By=Us, sCM,yCN.XDUEPEXICM, 

(Uz, y)=(U z, Ux}=t{?, 2). 

对 于 。 € M1, (Uz, y) -0—(z, s), MTR A, HTU EH, 
(Us, y)= (z, 2), Ux y, Ami c —U*y 2U*Us y -Uz-UU*y(yCN), 
^DP9CNSEIESCM, 有 


$i. Hilbert 衬 阳 中 线性 算 子 的 和 等 理 二 asi 


(Ua, y) -0— (s, 65, 
而 对 于 rca, (Uz, y) - (9, y) « (x, 8), 
从 和 而 Tsgy= 四 。 这 证 明了 U* 是 部 分 等 距 的 。 完 。 

定理 135， 为 了 如 性 算 子 0 是 部 分 管 距 的 ， 必 须 且 只 须 U*U (与 
UU*) 是 投影 算 子 。 

证 D 必要 性 家口 是 部 分 等 距 算 子 , 于 ,六 各 是 它 的 始 域 与 糙 
iko Bru 表示 在 子 空 间 M 上 的 搜 影 算 子 。 于 是 对 一 切 *E 息 ，Zz 一 
=U Pue, ARENXERSRUTSUsr—U*UPa.s-Pyws, BpU*U-—Pa, [ej 
理 可 站 UU*—Py, 

2) 充分 性 UU 是 在 子 宗 间 妆 上 的 投影 。 那 末 对 于 EM, 
U*Uz-—r, 从 而 (Uz, Do 一 [oa xDa) 一 [2 a) HT EMH, MR 
PEz 一 日 JA m(Uz,Ua)-—(v,U*Us)-0, B[ Ux 6, BrEALU fM F4 
等 距 的 ,而 在 M- 上 是 O9, Bp U LUAM Put RR E To 

定理 16. gR A, B ERGERT, m $04 -90-39((B, 4*A-—- 
B*B, 那 末 DA) - SDCB), 着 且 存 在 以 SO CA) kik, DJ SS Bone 
ER ESAE V, 使 B= 了 V4、 | 

dk 对 于 *ED(4*4)= 人 D(CB*B), 
CAvAw, wm)— | Ax]? (Bt Ba, x)= | .Bell?, 
-Mi jde] = 1Bz], SHAR HE DAA p. 表示 成 Ar RIME 
(8CAD — SCA, h FU C cO (A) 9 6 CAD, 所 以 只 须 证 
(2o, dxo} € 6( 4) N Č 41) 19m = 42, — 6. 
FRETE YEDA), 
Om (zo, Aza}, (y, Ay} Y= (oo, 的 二 (dao Ay) = Cz, y +A*Ay). 
但 依 定理 13 ZE, BHAA) 2$, 从 而 wo 二 ,于 是 Amo - 0, 
对 于 任意 00 € DA, MAIE tn C Da) WE meme, Axa ding f 


LUAM XE, 
| ACo. Em) = BG — 99), 
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从 而 (Be Rko BERBERAT, 可知 m EDO), 所 以 DACE 
$(B), FEH Bebro HTF 4 与 B ARERR RET RHH 
DAJ=DE), HERTU s € DASD), 有 Arl = BBzls F 
是 Ar Bs Eh BD S| SBCH) ERRET R RE RIA 
iExERSPEXEIR [SER OCA & SCB) 上， 并 且 得 出 定 义 在 全 空间 上 
WESS 上 为 0 的 算 子 。 üESE. 

定理 17. i 4 是 朵 线性 算 子 ， 而 DA=, ME 4 的 需 点 集 
3X4) (214-6, EDAH) =W = PPR N= 
WAJ, | | 

RE AE eE NCA), IF y EDA”), C, Ay) (Az, y) 0, 从 而 
EWCA, 反之 ; SES CHBCAS)S SEP. v€ SCA, 有 Co, Ay) — 
—0, 所 以 《4w, 引 一 0, BI Av C DCAAY) BERRIKGESR MR, AT — A 
存在 , 04-9. 所 以 Ax 一 @ 即 ENC. 于 是 得 证 和 (4)= 
— S98 CUL, HI 4 是 陋 的 ,并 且 依 定理 8 的 系 ,区 C4 一 名 , 由 上 面 推 
理 可 知 9t(A*) — 98 (A15 98 CA)^, Eo 

定理 08. ST PUEPHSSPERET- 4 是 正规 的 ; 必须 且 具 须 DUO = 
二 全 (4*), # BXET «€ D(A), |As] = | 4*2]. 

道 常 我 们 把 满足 条 件 CA) - SSCB) 与 Mej = |B € CAD) 
的 算 子 4 与 了 叫做 “度量 相等 *。 

证 必要 性 : 如果 ALIENUS. SUR. ==4*， 由 于 B*=A** 二 
=A FE, D) = D-H, 从 而 依 定理 16 DA= DAY, HH 
XP T £€$9 D, Ael= | 4*2]; 

APE: ERE, $$ 95A. 从 而 依 定 理 17， 弦 CT = 
—UNCA*), KE 16 的 证 明 可 知 存在 部 分 等 距 算 子 开 , 使 A* —W A 
于 是 


Ac A*t = (W Ay* S ASW 
CER — ROM FRAPBEEE CT 4, B, AUR AS, B* TEEREBL B 有 界 ， 
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PE ` 

' (BAY* = A*B*. 

事实 上 ， 首 先 注 意 O(84)— 3030. mh DO -0s BA EE 
的 ;从 而 CB45* ERT y € DOBA") S; EXC e € (4) - (BD, 


有 
(Ax, B*y) = (BAs, y) = Qu, (BA), 
所 以 B*y € CAT), FEH A* Py CB4)*y, Bp (B4)* ra Bh, Ri, 
By € DAT BP, WK B*y € SCA, AXE 2» € D) =DCBA), 
(BAr, y) - (4x, B*y ) (x, A*B*y), 
Wi y € B(CB4)*, EE (B4)*y— A*B^y, 于 是 (BA)*zaA*D*, 
回 到 定理 本 身 的 证 ,注意 
AA* = A*W *W A, 
但 依 定理 14 XET 0 € DCA), W*W Aa A, 所 以 Aat AA, 证 完 。 

R ONDHTSHERIT URUENUS LER AVR B NN 

Mp EDERE MRARERK EM DUA) - D C47), fj 
Ej 4ccA*, 可 得 323= dx。 

TERA AIHE TARRAT KETER 
Sl. B O 3E D bh —HEREREECHSIRC SERO PORE TAS, HRR 6- 
= D OM, E D PAGE s TAKTER o Y nm CAM, 

k=l 多 二 1 
Pi ARE M+ 上面 的 投影 , 衣 To 是 定义 在 好 + 中 的 有 界 态 性 算 子 。 仿 
定义 粮 性 算 子 了 如 下， M 


DT) {rs E$, > VP Py | o], . a8 
kl 
WOXPT x CCP), 定义 


Ta = * TPyz, (19) 
kal ` 
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JE GROEXEERMECTORTU DO) 上 的 线性 算 子 ,我 们 用 符号 


> pTTOT,Q.- XT. EE G oC MH, PaO RUE igsh, 


Pis, AT z E CT) HR Ta TP Tis, B) T AE Ms ER ERE 
F Tn RAES M Pi R ew 


TPæ= > TPP wo T,Pum-—P, 5 PpP = Pile, 
k=l k=l 


TAAA eC ao RERA TPIOPT( 1, 2). 
定理 19. PRIER TT RMAF HE 


T* = > p. 


AR EAS T 是 正规 的 , 工 也 是 正规 的 ， 着 且 它 是 唯一 的 限制 在 My 上 
SET Tx WERRIET 


Car C My) 任意 逼近 ,而 对 于 有 穷 和 > ax, 了 是 有 定义 的 。 
k=1 7 


D 8b Tu— D OTt Ti 表示 空间 Meh T 的 作 随 算 子 ， 如 果 


k=] 


g € DOD, 那 末 对 于 每 个 x€ SUD, A Pear A. 


(Ta, y)= y (Ty, y) = 2 (PiTyn, y) = i (Tyne, Pay) = 
E 


E 


一 » Ctr TiPw) =(%, > TiPw) -(a, Tay), 


$1. Hilbert "ennt SE-z- ns dg EE 8820 


AT TET, iZi € DUI) NDEOHET EAS aED) Tos 2) = 
一 (2 T*2), Ami, 利用 名 = 》 田 Jr 可 知 
k 


> (TEPyx, Py2) — > (Py, PyT*2), 
Wü r-nCM,B 0007 
i (Tis, Pyz) = (m, PyT*2), 
ERUR T BET 2. C Ms 成立 ,可 知 

TiPis PTa (A EDC), 
由 此 ， 


D Tt Pu Y, LPyTtep2 [Phi oo, 

k=l k=l 
BU 2 € DCE), 从 而 DDD DE). MARE NOT, 必须 eT, 

3) EA T 是 Ms p SE BUEPCE ET. MEM 18, [TP 

= |T Pe] 对 于 每 个 EDR ATALEN 2), D) =D) 
XT 2 E DCT), (K9), 

IFzjz= * hrpi Y, amimusptn eph 
k=l k=1 
”从 而 依 定理 18, TEEME ROT. E—-ERREAT, i T 在 M E 
的 限制 等 于 Tu, 那 术 ,由 于 To 是 随 算 子 ,并 且 对 于 vE DC), 


E n n 
> Paz—m, To > Pis = * TiP,s— Tx (n—oo), 
k=l kl n-ií 


可 知 e € OCT) 并 且 Te Tus, BI TC TS. (E TC T AT, A 
而 S(QDODSCS, míikER108 xPDIEGRSEÓTO T, T SD 
dr*)99 D =D), MT Te T. uz. 

最 后 一 部 分 实际 上 证 明了 下 列 系 : 
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IESUM. T'es A HL BIE A RIEA H. 


本 节 最 后 一 部 分 略为 介绍 了 (一 co, oo) 中 的 Fourier 变 式 理论 ， 
作为 保 范 算 子 理 葵 的 释 例 。 这 里 的 叙述 是 依据 F. Riesz-Sz, Nagy[s] 
的 。 ' 

下 面 设 -OKICE H co 到 一 (oa 8) 88-43 290 PE Ea, 81 
B3 D -- LEa, BI gf Z9 ER (一 oo +o) 上 的 L= E — eo, + 09). 
这 种 空间 中 的 保 范 算 子 的 特征 便 由 Bochner HHC): 

Em 20 Boener). 对 于 ?中 的 每 个 保 范 算 子 y=Uz 存 在 两 个 


i i i e Rs 


EERD s, KC t) Hs CIS £g 


Li B ' 
È ar = V xis Ta, je f H(s )y(0dt. (20) 
ü a g 
ARRENE FIR s 


g 
1 K(s, DO K(o, t)dt min (|s|- |a |3. 如 果 soc, 


Bg 
uc. DHCD lo —— 如果 sso, (21) 


) K(o, di — f H(e, tdt, 
j 0 


EZ, BATRE LORACARTERUIRBEI, KARRO) L^ p gom 

WOTEOOUADT. — 

| — —— áp 
H(s, t)  QUe)(D), ECs, 0) = (Ue )(t), 
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TEO RUR (15210, AMARE E 
0 Tn 6 46r LRH 
BEER U, 了 是 等 距 的 。 f ] 
(y, €x) = (Um, e4) (m, Dele) = (Uy, e) (Qr, Ue). 
RREO). WX 
2 Ue, , y-Usc-e,, 
S 
x -1 -1 3 
V EGO KCo, Dit (De Ue) m Qe, e ee cone 
[mr lel}， 和 如 果 020, 
0 如 果 sc«o. 
再 取 T= ty, y-Us., 
EHD FISZA. OX 


V K (s, tydt— (Uen e, ) - (ên, Ue.) - f HU, Dat 
0 0 


2) 友之 ， 识 上, HEMER TAHES. HFA LARNI 
ext), EXEAT U, FF 如 下 : 
Ue,(t) = H(s, i), Ve.(t)  K(o, t). 
由 (21) 得 知 


” B B 
(Ves Ve.) È EKTE, 03i V cos Date 


= (es ê), (22) 

(Ue, Ue.) = (En e,), (Ve,, e) = (e, , Uo). 

BE zf9 ERRER, "RTL TM REOR BUB DZA e CO) RRE 

合 , 于 是 自然 地 把 口 ,了 的 定义 延 所 到 这 种 画 数 上 来 。 于 是 不 难看 出 对 
于 阶 固 画 数 《22) 仍 成 立 , 即 


a92, 第 云 章 Hilbert EXCLII X AE EIE 
(Va, Vy) - (2, y), (Ua, Uy) — (e, y), (Pu, y) - (o, Uy). — (23) 
FEU, V 在 它们 现在 的 定义 域 SO CB — BEAR ERR HO 上 是 等 距 
üjo BEER D (E L? 中 稠 ,UT 训 以 接连 入 性 延 拓 到 要 空间 上 去 ,使 (23) 
仍 成 立 ,。 但 既然 (2 中 中 第 三 式 对 于 一 切 %, y € D pp ,U* - V, V* SU, 
U*U =V*F =I, iR U A A U, EUR VCBIUV =*F —D AUG 
HW, RR-Ut-V. TdRUPADUGBGeTRTRSJ. U, 了 的 定义 方式 可 
A] K, 吾 正 是 证 明 1) 中 的 那 两 画 数 , HH U, U h feH BL (20048 Hio 
Eo . 
GEARS 4 
K(s, QEON H(s, (2 SD, 


PESE o pe <2 € LCa, B), 并 使 对 于 任意 0 € Ca, B), 


a | 
(ROD au (min (ol, el) 如 时 coo, 
a 0 ”如 果 Ko. 


于 是 上 定理 的 昔 条 件 都 成 立 ， 因 为 (28) 的 最 后 一 式 利用 积分 变数 代 换 
Sorio FE 


E E 
«Gy. a, a) {Dy — Qa) 
三 a 


定义 D 中 的 一 个 保 范 算 子 及 其 道 。 (24) 叫做 Watson 的 广义 变换 。 


特别 取 a= 一 ce， 及 一 十 oo; dE 


tf 
w(t)=— i.° ' = i 
vay 一 


t. 


、 ett] —— 
注意 —,— EL — oo, co). 而 D m 


$1. Hilberi ED] hiEMEW rix 398 


d f (eit! — Xe"! —1) qu. 
T t2 


ol f cos (&— G Ji — eog sé — eoa OE 十 lat a 
PED - t2 


— ue 


- s ESE Izi- f 这 Sin u= 


- oe 


CEIC (i M 
0 


如 果 cxlo. 
于 是 得 出 下 列 定理 ， 
定理 21、 由 公式 
yD 一 P im. F £7 Cg gds, 
(28) 
| «o; Aq AA m, E | 


v 2« 
Xx DAC oo. Ce, LmRBIEER ROG. KE, ER i. int | 


EROR fariem ME t EORI TIC oo, oo) EEN 


WE ER Li —REBU-S E, 
socii £7 Lo (ade, «(Dm i ifem Z1 y(s)ds 


决定 一 个 保 范 算 子 了 及 其 道 : g 一 Do amy, & 


G) 只 例如 Pasren, ARIP, AE 346. 
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z a-k $p — ns is, — 
" 0 WẸ jim | 
那 末 ; 倒 Yn Um, 等 
Ur U^ a(s)ds— 


. n 

EIU ZI ott 

= l. lim 1 £T TET ds 
wv 9m hag À — ts 

—n 


min he -ha 
1 iT Try —ilt 
= enl A e — 2g-ix(s)da, 
HUERBULE PEÉCHORON HEAR OE 150 |, ia | (1 FAAM 一 
n] EO, A RTETERUD S FIG BLU XE E, f 


" 
1 
NOSE 一 如 机 . 
yt) 3 d emttie(a yda, 


由 于 a) FAGRE LC- oo, o0) Oli CT 20), MU RESET", 
可 知 y. FERT y。 这 正 是 所 要 证 的 。 第 二 式 的 证 明 也 是 一 样 的 。 
值得 注意 的 是 定理 21 中 的 算 子 口 正 是 古典 分 析 中 所 关 Fourier 变 
式 ， 由 此 我 个 可 以 从 保 范 算 子 这 一 角度 出 发 来 研究 Fonrier 变 式 的 一 
HER EEM 21 中 ;我 们 还 可 以 看 出 | 
(Ua) = (Ta) =t), 
从 而 (UiA TVD = (U22)( — £0t), 
8 U*—1. 
又 注意 对 于 一 般 的 =“E Z2( — oo, oo), (25) 不 能 写成 


D= [emos (2) — 


i 
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Blob sC) 不 一 定 是 在 《一 co, 十 oo) 上 可 积分 的 但 对 于 v € L — oo, 
+o) NL (— o, +00) =M, (25) 8 PASE E, (26) 的 形式 。 注 意 开 在 
1P( 一 oo, Feo) b BIET € M, a! € M (s Co)em aCe) ) Ro CO i 
By — Ux h (20) 表示 , 那 末 


Ux —isy(s). 
事实 上 


A feon O] 


n 


l - Idol) 
uz pen mat 
. 一 此 


由 于 x € L( — oo, te) lim (0-0, 从 而 依 假定 , 当 noo Hr, 得 


H Ux. 


同 理 可 证 , 当 y(s), ILES  PRIUE TE 
U( +isy(s)) = mU) . | 
SH- 


1, Etita € DY 00, o5), EHI yim Un, dtm 


"n 


gno Lim. M ette (edh, (—1,8). 
RIE 


j yiCng ds f wma 


了 ssGOya ladem 了 zi (Nea (dt 


-0 -a 


i yila a)y akede z- f walira dt; 
A 5 


sos Hx Hilbert ENI MEM KA) 


[.] 


TOTO COT 


一 名 


2 STARRETT EERS, BA RR TAMA RRA TH: 
T'-—A-H&B, 
KE 4, 三 是 对 称 有 界 粹 性 算 子 ,并 且 ABBA, 
S$， 有 和 界 正 规 儿 性 党 子 呈 满足 下 列 关 系 : =T 
和 4， 对 每 个 正 自 钙 炎 性 算 子 A 从 存在 一 个 正 自作 缕 性 第 子 B, 使 AT B, 
5, db OLL'(— m, boe), BARDXPHERNIEEPESE ACIDS MEER n SE i ON, HER. 
æE S(A)—9À5e(6)€ SCA) Bk JI EL PEJE 
6. OSH) 如 果 对 称 第 子 4 把 实数 济 (E80 € CO 映 成 实数 列 ; RH. (0€ DA) 
=f) E D(A), MR ABA EL TRIES. . 
(0T. BAO 表示 定义 站 复数 平 茵 的 区 域 日 上 并 满足 案件 : 


f£ f la lta e e GER) 
G - 


PIREA (D 的 全 体 定 区 
(ag) ECT yGD Cas) (D —ar(r) 


Gans. ff f ENT. 
G 


RM 4x(9) 是 Hilbert "EB, TREO SRESCDIECRÉUNMEE |f) <1 REE 
Temy) E Aala, y= 2C AG) 
POE—A4OBOETENC TF. RRE 
w= Y=) 
' 决定 一 个 接 性 算 子 。 就 求 荆 ， HERRE, 


2 X xX È 


E13 Bochner, S.: Inversion formulae and unitary transformations, 
Ann, Math, 35 (1934), 111—115. l 

t21 Friedriehs, K.: Spektral theorie halbbesehrünkter Operatoren, 
Math, Ann. 109 (1984), 465—487, 687 —713, 110 (1935), 777—779. 

C3] Mesma, C. T.: IIPo6TeMa MAHAMyMA KhalXparRuHoro dyrknnaoHa7a, 
1952. 

[41 MaiMapk, M. A.: InHeitrse mrujbepesnimmHWe oneparops, 1054. 

[51 Riesz, F. et Szótefalvi-Nagy, B.: Legons d'analyse fonctionnelle, 
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82. E PRER FUNAR 


APREA A ERER THR A” A TAMER AAE, EPI GE 
AAR, T TT ER. XXHBÁ4pÉSOJ7)AÉ J.von Neumann 的 证 法 , BD 
Je fEHAECAE RECTE SHE Z- RE Ana AA Cayley EAR HI A REAT 
SLONDE. 关于 其 他 种 的 证 明 ， 可 以 参看 卫 Riesz-Bz Negy | 4], 
Cooke[ 1 以 及 原来 论文 。 

在 第 三 章 $4 中 便 引 入 Hilbert AHi (E RER FA 
投影 有 一 相应 的 (开镜 性 ) 子 室 间 , 如 果 与 投影 Pu Pe 相应 的 子 空间 有 
FHER: 

Mymiz|e-P; cce x= Par, a E DMs, 
我 们 表示 成 PSP, 为 了 PSP, 必须 上 且 只 须 PiPs= PoPi 一 Pi 事实 
上 , 设 Pis. 那 末 对 于 每 个 z 和 和 Piet MEM, 从 而 PaPiz 一己 io 
于 是 PPi 一 Pa。 由 于 MICH. npn MM. WEER ss Pex 十 
T(s—Pa),z—Pu E M CM, BL), Pis PiPsw, 他 Pi==PiP3。 HX 
ZOHPIP,ePPL—P. 那 未 如 果 z= Par, 必然 Paw= PP Pis x, 
Bp MCM 

注意 如 果 PieIP. BUR Pire Piet (Pa. Pim, Wi PiP.—Pil- 
=0, MI (Par, x) (Pur, £)--((P4— Pis wym(Puxu)e ARZT, 
(Pos, w) Z2 (Pio, a) 对 每 个 zz 名 成 立 ， 那 末 Pepsi], Am 
已 sz 一 四 一 一 PQn0, (Xi MiMi, MCM., 这 未 明了 

PPz。 由 此 可 知 这 里 规定 的 投影 算 子 的 序 次 ， 与 对 一 般 有 界 对 称 末 
”性 算 于 所 定义 的 一 和 到。 
定理 1. RARE {EO (ooo), 使 
> 


TRAY ICD TE I RM Rena e E RAE 
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存在, T EANAN 
lim BON) 


fi x 


算 子 按照 2 T EO uS An y A Ang — eo 的 四 种 情形 各 表示 成 至 
(+00), E(A—0), E(--0), E( — 99). 

IE A Elo, 8]- E(B) — E(c) (ac B), Wok Ela, BRE B (e 
RAHAT, PEE ESE), E(B)E(a)  E(a) EB) — E(a), 
所 以 E(a, £y — ECa, B], 

从 而 (a, BEBE, EET MERE A mon t, 


m—l 
Em) — En) = > EQ, ail. 
TERT, AAA He ELA ATA RAR — 0, 从 而 当 评 时 
(EQ, 和 rr EQ, Ajai e) 一 0- 
TE B CREER PERCR GRE OCT FERE EÑ, 
m-i 
|] Qu. Mop? S EO a Fel 


由 此 正 项 航 数 》 IEO« Made]! ikke TEN n mo 时 ， 
0 
这 总 味 着 强 极限 lim EO) 存在 , 今 表示 成 Es, ERRAT, AME 


BB, 34 A. T BE RERET A, TERET A 的 上 升 列 O0) 的 选择 抵 
关 。 事 实 上 , BT TA, iA im EQ) = 部 末 把 {No} 与 {7,} 合 并 


RAER, (ol, 使 04 个 入 而 全 E" = lim EQc.), (£(0.5) 的 子 列 
{Eh ECO tas SCTE. E", Jm E-E'- ET, TA RI EQ —0) 
表示 。 由 于 OEQGY—E(W) — EQGD* 不 难看 田 EQ-— 0) tl Je 1X Ee d 


— 
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件 ， 因 为 例如 1 有 Own)sz 一 到 和 一 0)t| < |En) E us~ E (& 0) E 
Ove] + [EQ.— LE Qu) — EQ. —0)2]—0 OHA zi, n-o), Ji 
EC? 的 强 极限 是 EC. —0)* 等 等 。 这 通明 CX 一 0) 是 投影 ,其 他 三 
情形 也 可 以 一 样 处 理 ,证 完 。 
A GEXSEEETDAURM T — EET. 
EE EDEXSSRDNDRADGET. 
X 2S JAM 
1) AK a HBO)CEC); 
2) R(&--0)- EQ CARRE 
3) £( —00) — 0, E( —- oo) — I. 
ERO PRCOLEOIEOELNCIEOUETHEXUC S v C. KER 
A 的 复数 值 西数 .CD 二 CC 之 妃 是 较 变 两 数 。 
PN TES 
n] n—1 
Y lecs0-eQn D IGGos v) = (Ee, y) = 


j=i LES 
n—1l 


= ON GO Made I= 
j=1 


n—1 . 
= Y (EQ, hus Es Mly) < 
j=l l 
n—i . 
< > Qs Mel - EO Malu 
j=l . 
n—l. "n n—1 " 
< (X Onit P D EOD 
j=1 


j=i 
= (HEC, MJE DCE a MWI Jaje ful. 
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证 完 。 
我 们 首先 定义 有 春 丽 数 按 一 个 单位 分 解 成 王族 的 * 积 分 "。 对 于 任 
EC 2E RLARAS GIO A 我 们 定义 了 全) 如 下 : | 
A-[s, B]: E(A) - E(B) — (a0); 
A- (a, B); E(A) e E(8—0) — E(o); 
A-(a, BY ECA) - EB) — EC); 
A-[a, 8). E(A) - E(8—0)—E(a—0). 
由 于 当 ga< 有 时 : 
(E(B) -E(a—0))* - E(B) -E(a—0) -E(a—0)4- 
-E(a—0) — ECB) — Ea- O JA RAISES, TA 
E (A) 是 投影 算 子 。 不 难看 出 ,BCA)BCA' = E(AD AD. ilk An 
站 A'= 忠 不 难看 出 ECA) 与 (AHERE. BD 
E(A)E(A')— 90. 
由 此 可 知 ， 当 人 可 以 分 解 成 至 多 可 数 多 个 互 不 相交 的 子 区 得 A, 
As … Wi, E(A) Y BCAe)， 这 里 无 办 和 了 解 成 有 穷 和 所 组 成 的 单调 
k 


列 的 强 极 限 。 如 果 A-(— oo, +0), HR ECAD — I, 

设 fO AARRE, URFFER (~, +o) 分 
RESTAS TEMARA P, EERE A 上 ， 
PANRERE r HL EARRA j Ke XX HS CE F a 
的 情形 ) 


> rE(Ay) (1) 
无 一 二 


强 伍 于 一 个 有 界线 性 算 子 , AJh BCA:) 的 两 二 天 交 , R EECAD- 
= 了 可 知 | 
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33 


| Š nE(ADey- 


Ec-mQ1 
n " 
= M EA o jECADit- 
k-m-1 k-m-ci 


=o] | IS | b BC Ardel? |-»0n, m->00), 
k—i k=ïi 


从 而 (1) 确 是 强 仇 的 ， 强 化 的 有 界 缕 性 算 子 列 的 鲸 限 (17 仍 是 有 界线 性 . 
算 子 , 我 们 把 它 表 示 成 


+o 
EBYS § POMENE Y CAO, (2) 
-— o0 k 


foem Yrru), 


k 


这 里 sa 表示 区 间 Sk HRA, HOT 


PLC ES M [n] CAD 


PLE 
«dim C» (ECA) etel, 
- nom k-1i 


sTRUBE-T- COO <a 算 子 fOD RUEOSCT RII CEOO RUE f, 而 
BER 了 的 宪 示 形式 的 选择 无 关 ， 央 为 如 果 鲜 个 A SCHULE AI 
数 多 可 区 间 ôn 之 着, 那 末 

fC) = Y neu) 


Ed 


I= X nban) Y n DEC)= Y aao. 
k n 


k, É k 


从 而 
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这 样 定义 的 、 Ej HOUR REERC OO 相应 的 算 子 JOE) 具有 下 列 性 
袖 :《 这 里 先 假定 下 面 每 个 画 数 都 是 有 界 复 信 阶 和 状 西数 ) 

1^f(4)e9—9 f(E) —0, f) fCE) - 1; 

B^ f(A5 — a fi M) m a fa) f( E) - as E+ st E, 

3*9) = POA fO) 9 EOD e fE) fO); 

A (OD) - fUD, OOo fOORSSCREROR 

6 特别 由 4?3? 可 知 fCE) REGE BUE PERET- HB 

ACE sup (F) 
一 加 4L Ho 

如 果 了 是 实 值 的 , 了 CB) 是 对 称 算 子 。 如 困 SON, BRIER 
子 。 | 

6° f(E)vo E, DATIHAN EQO ZEE PE SCEHIERCT- 5， 必然 
f(E)»B Bj F(E) B Ao 

1 OX TA VC . 

GEJ 的 = È SOREA, v). 


— on 


[f gs? — 1 [FEAD 8 EC JE], 
上 两 式 右 边 都 表示 平常 的 Stieltjos 积分 。 
8” 如 果 天 是 一 串 一 臻 有 界 的 , 收 做 于 JOD BIERTECAU 那 术 aE) 
WRT CE), l 
1° Rfi RE 
JODS Enta A ONS Xr, (QD 
eyfi( E) as (E) =m E nECAZ) pa E rzE(At) — 
=a, 9, nECALD A Ha > ECAN Ar) 
ki . Et 


-5 Caretas JECA fl A1) CE). 
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如 果 PODS FAON, fi fa 如 (3), WR 
EYL EnB) BrEA) = 
—-ExXrnrE(ARDAD-ICE). 
4^5^8^ ABT RRüES 7^ REE TIRER Stieltjes RAAR: 


GOD, v) (S ECA, y) 9. nOD, y), 


E 


LICEE [P GOD, FO) 5 (S CA, Y. ECHO) = 
k H 
= 之 nPE Ayo, E( Apa) = 
È, i 


=X [r| CECAs) o, 2). 
k 
8° 75 Lebesgue-Stieltjes 积分 的 在 积分 导 下 求 极限 定理 的 后 
果 , 因 为 这 里 设 (S) 是 一 至 有 界 的 ,而 常数 画 数 在 (一 co, Foo) ERR 
变更 数 18C%)z|: 可 积分 。 
现在 考察 (一 co, +0) E — EGEEELIL ACER ACCES fC 和 %)。 对 于 
EEES 077-0, 可 取 ( 一 00, 4-091654 FECI RR 


P, (7o, +oo)= | | ^ 5j n: 9. 
k 
使 在 每 个 区 间 Ax 中 ，f(7) 的 摆动 不 超过 5 
sup JoAN JOA K. 
NIAE Ay 
对 于 这 个 分 割 , 取 ME Ar 作 算 子 
o g=) JOEA). 
k 
XE RE Ee 5 A RO 
INY fOxYe 0) 
k 
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HERAT HOCEXERHRDEEOHEU Pi Pat O9, HER A 
那 末 合 i PU PRAE Po PaA AIERUA A 不 难看 出 


log, Pl < È EAP, 
k 


Cf y=sup mos AV-»0, 


BCP; J=sup mes AQ9—0, 
k 


2t BBRECRUBEJIE] MP € AS, MP CAT", dB Coa. . Corps) dE 
GHATE. Sede — HRER eor ux, 
f(£)- lim O Pu. 


它 可 以 看 做 = lim f(E), fr EE- paT S EL ES 
KEEA POO GARNEER] BUT ESRPERC 1—0 ERER 
运算 下 仍 保持 ,它们 对 于 一 致 巡 粮 且 有 办 的 复 西数 PUO 仍 成 立 。 由 于 

(C2, s) e im SA Bs, y) etim (fE), y)= 
=lim È POEA y) 
= M FODRE, Y), 
j= | Him JE eh? = jim MEL QE) = 


-im 人 SÉCUEIECS = 


=È ODEA, 
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这 里 只 用 到 平常 8tieltjes RAE T dk Soc XU ER E XE EE, M mit 
X 7^ dh Rf — EAR ELE RC fC%} 所 具有 的 。8° KRERET 
XE. 


Ek 1(%) 是 Baire 第 一 类 有 界 醒 数 : LO) Ka (on eoo), 
取 一 列 一 至 兴业 的 画 数 fu, EIOD KK, 十 o0), 而 £009 
JOES AF 
lim (fQ —f«(9))-0, 
m, n- oo 

利用 S^ 可 知 lim (JE) fa (E)) m0. FACILE) H EORR 
算 子 的 范 数 «co. 用 同样 方法 可 以 证 明 极限 算 子 ， 只 依 事 于 原 米 的 本 
Hf, WUOROHCTUEGCT f 的 连 种 本 数列 《f,) 的 选择 。 这 个 极限 算 于 
表示 成 


NE= V feodo, 


Ht BAROÉERGE 区 吾 ) 仍 满足 上 壕 的 条 件 1" 一 8?， 只 是 在 1? 中 这 时 必须 
考察 Lebesgue-Stieltjes 积分 而 已 。 

用 同样 推理 , 由 Baire 第 一 类 画 数 可 赎 向 Barie 第 二 类 ……, 从 而 
对 于 任意 Baire H fe fO YWaEYXO, HAWE 1?—9^ HRA 
e : 


由 于 Barie 类 的 丽 数 与 Borel NER ERAH O A02) 对 一 切 


b B, Plta Ch. de la Vallee Poussin. Integrates de Lebesgue fonctions 
d'ensemble, classes de Beire, 1034, p.80, RIERA REET. Eorel ari 
PREES A Baire Æ iir. Jugb, 2H ERE F RIRS Xp 是 Baire 2% gift, dk 一 
7 dist, P), IK «00:59 A€ P, Ti XQ lim. Pre 从 而 Xp 二 是 Baize 第 
一 区 的 。Borel mjaa TOANE Bairo ij. RARAJ ERA A TOR 
EARE vU0x)—min(max(9(3, —55, Ea En), 而 中 是 Borel 可 测 的 。 
Ti? 有 有 异 ， 从 而 存在 正 数 M iE lOO «M. LM MTA TM Ka m 
Lanp EM, Ë niue LE, ERO RARA ESA cou BEES AUR S0. ? 是 


n 
> Xt 的 权限 ,从 出 下 是 Baire 类 的 。 . 
bm U 
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HR Borel sp BERE 了 有 定义 。 由 于 Borel ARRAT — y] Lebes- 
gue-Stieltjes 测度 可 测 , 我 们 也 可 以 用 另 一 方式 引出 算 子 IEK. B 
fC) 是 有 界 的 Borel 可 测 画 数 , 那 末 它 对 于 每 个 由 园 灾 两 数 (ECM)s, y) 
Co, y 全) 所 定义 的 Lebosgue-Stieltjos 测度 em, 妇 是 可 测 的 ,从 而 按 
每 个 Ka 的 可 积分 。 积 分 


V 0040202, =p) 
对 于 同 定 的 w€ 生 是 # 的 加 法 活 丁 数 。 t cm ION =a, i: 
Lebesgue-Btieltjes 各 分 的 性 质 及 定理 2, 

| exCy | alla ls. 
E25 ELSE VERE CE. Qo, v) 的 全 变 分 lel divis ZRH p E D EU 
d OGBEPERE ERE, fk Riesz 定理 ,个 在 一 元 e, 使 
pir) = (y, se). 

HRR xf — Ta UUE— 4$ BERE mdr 


| (Ts, y)= È FOUE, y), (4) 
DREMET.R | 
Tu)? e (T2, T2) = e (T2) «cal'e| Zoll 

可 知 lzzl<sizl, 即 宇 是 有 办 的 ,我 们 用 符号 

T'es 1 fOJ4E(A) 
.表示 这 样 定义 出 来 的 有 界 粮 性 算 子 To iB CAS NER T FE 
可 知 这 个 下 序 以 前 所 定义 的 了 CEXCf EEEE JE Borel STER MO. 


iai gh en mA rr e ma P EE 


ii AÓRERMERCHANGDREE 00 4b 


jnRWEICOO-LIOCOY. frEL[f(GE) —0 52H H. 121 7 XEBET uem y 


殖 通 等 于 o mio ICE) 是 保 范 的 ， 必 须 是 只 须 对 每 个 nC y) 至 通 
CO fi Ay 12, y) 殖 通 ”以 下 简称 按 ODADA ==1。 

狂 ” 由 于 OO SDIOYY, BATARA f00220, 从 而 依 
MERLO, 1( 百 ) 是 自 件 的 , 依 3° 可 知 EPSE), 从 而 JOD ERE 
子 。 反 之 ,; 设 1) 是 投影 算 子 , 那 末 对 于 每 个 % 依 ， 


V IOOF AEA, 2) 
= [LFE /CB) sh? 0, 
从 而 £O) UOP REOR 
人 如 及 9 可 知 为 了 JODALRGE RT DT SE e ID 
ZAB FUB EO R3 JO 9 1/f00, O] 一 1。 Eo 
现在 考察 fCX) 是 一 般 (不 假定 有 界 ) 的 Borel wf Sli Sen BTE 
, 1 dn ILOK, 
Ay- 
EX O= 存 其 他 入 到 
4 PO D mO), Pa 者 是 有 界 的 Borel WRES AT PEE 
k=1 l m 
定义 。 依 3° 与 定理 3 可 知 pE) EAMETS miU) ps 
(E) e (Es j) HET. lim pe) 王 1《 按 (2(X)) 歼 下 成 立 ) 可 知 强 极限 


lim po E) Lo 设 2 是 与 PX) 相应 的 团 多 性 了 空间 、 My PEG, 


A CB t D 48 M 的 直 交 和 和: p= DMs, b D REA ETA 


表示 成 出 一 > Eh, WR € Mro 


k=i 


EER POSPONER Borel af gii, DRE. 18 
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6° 可 知 PCE) Ej fa E) Sz P JA T. 
| BM pef Ep (EMO 
= PLE f E YOC pE YH = Ms. 
把 fiU E Mi p, BARRARA TATE To PKH 4^ 
知 和 2 是 正规 的 。 设 卫 一 E DT. Eik S1 定理 19, EXEO 中 的 线性 
算 子 。 我 们 定义 了 作为 fOOSERHECEOOO RISUS: 


T= 1 JOE). 


fk $1, DOIRE FIRT co D nns E MR: 


kzi 


PA 
k=İ 1 


EI 


aC JPECA) |E 再 (和 ?位 一 


JOE nOD EO Yel = 


= lim § AO) 290232 EC) Hoo. 
ipe ] 
| scr)» [ alae. (1100 II OQe +oo}. 
RAGCDU) AE 0 


ao A Hamun LIT C M TEEZERT P 
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jal fE eje V IO) PAEA, 
RH Tazf(Eys— Y Tu > fhiCEY s (Rs, 


k=l bl 


T*sexf(Ey*s 一 > Tt 一 > CEJ p EY) 一 


k=] k=1 
= 之 PaE jef. 
| 在 二 1 . 
于 是 由 $1 定理 19, T EER HE BERE AEM: 上 等 于 Ts 的 
IESLEBPEB-T. DAR OP) $O)- SG»), 8) 


E - T* — fE. 
Xpz€ SD(T), y € 9x 


GOD y) = 和 Cf Eygi (E)o, y) = 
1 
-> f fs) m Od EC, y) = 
1 -œ 


= lim | fO) PA EY, y), 
nm 
ATERS S TRER, 
GOD, 9)= V SOE v). 


上 述 在 积分 号 下 取 极 限 是 合法 的 ， 因 为 [fO PAWNS DOO [Om 
HOM) HEREC, 9) 的 全 变 分 是 有 和 的 。 事实 上 , End OG 2E SR 


4 oL AEE Hilbert SA RARE FONE 88 


示 成 eC ym, oC), HERCEM EN p(8) 一 o(a)<HECA)a|， 
ECAJ, AE A= (a, B] A pe, mos by AR E EUER HK on, y). 
LECA Jeja, [Ey]? 决定 的 Lebesgue-Stieltjes 测 度 。 ETATER 


画 数 PO) = 9. ri O), ea OREK Ca, BJEK, 


i=l 


Dir EBD- X r| ECAD EA 


«(Sintizcose X pecao - 


<SS ln TEE] pios 


有 从 而 F tecolaecos| S oa agaa Prat. 


HPF- EALA 2257; RU8A 2E PER SIC fO, ERABE 
RARA BEA ER RARR AA EH EPEAREN, E (0 € 90D): 


V aea § oaee 5) 


ERO WRCEQOE AM, ITE Borel 可 测 两 数 了 定义 
REATI 为 


Ti= V IOMEGA) | 09 
f L3, pc Ty ELEA 


DT -sises, S IOPE em — (n 


$2 BHREATAINN A 
这 有 时 


Qr ye È SOE y), SEDU, VER: 


-r i 


prt = ONEEC], 


All 


(8) 


(9) 


对 于 这 样 定义 的 线性 算 子 有 下 列 关 柔 成 立 〔 下 面 隐 8 者 表示 复 征 


Borel BI RIER EC): 
T;eQTO* =), 
EDY y ED HT, Too) = 


= $ fg 0 (EQ), Y); 


Ee YeCTDcS), c 


sE OT j= TE p e= EuT a B 
T EÇHYDEÇH)T z; 
对 于 任意 复数 o. 
SCP Dc DT ar), dE B. € DOT a m aT p 
SUDO n sc ccn, sF ENT 
& € SCTonac d, 
Ty, oz =T jet Tu T; TI CT), 
in DODDO mki Tui T; ET 
T mv ANI 如 对 于 每 个 有 界 嫉 性 算 子 B, BE, = 
=E, BA OTB; 


PDT TT, 是 Tp EDAN D) EARE 


0) 


G1) 


(12) 


(18) 


(14) 
(18) 


6) 


QT) 
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而 当 SDCT,)2 CT n8 o8 
Tg T TS, 
WE  CIXCSXOOCIOEL 在 前 面 证 明了 。 
XCFO20032: A e € CP MR 


V FONE EO BG) f OEO 
Ami ECm)s € SDCT:) m 


PIEJ v) V POENE, 的 一 


= V SOARE, EOOW) = (Is, Buy) = OGO Ts, y). 


-EBISRABEADUCEX y € 成 立 , 从 而 (13) 得 证 。 
ATOL: AEF 2€ Dy EDO, AAC): 


(Piz, Tey) = | IOABA, Tar). h| SOKE, EOT) = 


= G JOUT = froo T IAUN, a, = 


— UR 


a Ly 
= § saa f Ido, E= 


- FOTKE), v), 


RAA URA WTE, SIUS GERRCO DRE BEER SES 
o RTG: 对 于 Tu AIEXABIBIB TREAT Te 
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7 一 Y 9T, BUB RAEXHTRUBUSBECTHEH. BEQ) e EQGORC-) 3). 


为 了 证明 Be TID, A PEES RUHISRET REDGEGTURHEAOHRN 
MAAT 


SIE B t 


B= 十 4 一 


. C18) 
Ei PERH £e KRASE BANII 的 博 形 束 够 了 -。 这 时 


CywBz, y) = f fi EQ) Ba, y) = È paaa, By)= 


(Tra, By) = (BT, y), 
而 因 上 式 对 任意 9《 岛 与 任意 x 成 立 , 可知 | 
TiB= BT, XERA Taev(E,)y TESE, 


pl 


f JOJ jE EC) Bar [3 


=È 12ahBEc LIB] f IHE], 


从 而 Bs E SOC »mB 
T Be = > T BE = Y sro- BP ja, 
k k 


RER TBS BT, 因此 Tree (EQ). 
X TOO, 不待 证 。 关 于 (15); 如 果 了 9g Aee 平方 可 积 
DRR S +a 也 平方 可 积分 ,而 


f GO) 4098, y)= 


— o2 


= Fx TOX4GEQOs, v) + CAB) n. 
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这 正 是 说 ， Ti,23T, T, BICS) BIEBHIEET,7T,,,—'T, A 


SX T7,) 25,0 CT 1,,)18 , £8 
SO'0SS(TLOR BT rmYTST,s,. 
HLEIER A RES TS TT; ET, 
ATOT) 设 eE IKT, MR 


[^] 


Ere (PE h Laco EOE jt = 


一 Ue 


À 
ECOL LO 


从 而 | OROA (FOJIA d | EQO)sg 


这 里 意味 着 两 边 有 一 边 为 十 = 时 , 另 一 边 也 是 十 9。 因 此 ， 对 于 6€ 
CST, Tof Tor BE DAHRA TT CHE X. TA 

SO Ty = CP, n T). 
HTF EDD NDE, ), 


(Pm y). | SOET eya § OEA, y) = 
P A 
= È roon. f gE n = 


(o 90a ER), v) = (Pra, y), 


RE y CO 是 任意 的 。 因 此 ,T/Tsw 一 Tisr。 整 个 定理 证 完 。 
R MR SO) ERATZE Borel TARK, ENEA 
(PRHA T 


一 一 
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im 证 依 定 理 4 的 (10) 7, TT, arse, 
定义 2. 如果 f(X)= 和 对 于 由 


P= ELO Dr) = 


ZL |o. ie |Ai2d| EQ pre + 00) as) 


多 


WORD EM 
[Za]? = V [AEE s € DCP). 


— cn 


— — ST RE Borel alli oA), D(P0)— 9, 并且 由 定理 4 的 (17)， 
T= P recoTasQ). 


"Fb s] t dé ab EZ RE B^ RR, BD SERIE HI — 1E R FEE FL EPPR 
ERTAS EAS A, JCMGRTERCTOTÉS. Wi, RASHA 
Helly HT, 

ax XEXEPIRIBI DO, 1] mrTET (apa E v(95— 
= vu (d 0) = Jim v (8AA) HERTIG, fTERETETE PE 


A20 


a, 使 

NUR len) |< 《ea 一 1 2 j 
WR JA Co QDO 必 可 选择 出 一 个 子 列 Co (0) 来 ， 使 对 于 每 个 4€ 
Co, 1, 


C $A Harancon ERRA, 第 8 章 54。 XCTOÓUHI ES URRUSEN], Ge 
Jiocrepsag-Coto2es, 说 画 数 分 析 概 要 ,309 -211 XC. i 


416 AZE Hilbert 上 空间 中 辜 性 人 子 的 讲理 论 
lim v;(0) v, (0) 
nun 
FE- AMRAM eld EA AREA, 
EX 3. EFG) (670, E1 2, MEEF EXTAT: 
Ei ^ 及 任意 复数 Eo Ee o 5.2480 


5j, k=0 


人 


正定 西数 ,是 指 对 于 任意 实数 列 (t 2 上 与 复数 列 (50,4 必 有 


5 pi— iD E E. (21) 
$5 =t ` 
fti 1 y c efTe 0, +i, +2---), HR 

| 2 uj x6 Er * | e?*5*£, |20, l 

j k=0 kc E 
AET EEEF o 


例 2 BUE, +o PERAR AES HROTE 


有 劣 区 并 中 的 4 下列 极 限 收敛 是 一 私 的 : 


"un Jim gg Lo (agens 


TRH OORE. REER UIER E p 
M (x(t4-8)o(8)), 
那 末 对 于 任意 实数 
M (ætt erste) = M alt Hu Ha eluta) 


而 D ect tolli M Xn Hee, 


> 25 45:770. (20) 


— 


$s. APERTE Fiia A 


Bl 3 SERO E IA eo, eoo), ft 

pOD= (teeds. 
由 和 1 中 的 精 果 知 eC 是 L (eo, 十 0) ip Hie gw) 的 Fourier a 
X 


e) 人 eirmocydw. 


mo 


于 是 PO)—pC0) = V Cego, 
而 因 up jete] [oCo) lea [eo , 
HE EDIT BRI v. 


lim (etfv—15g(w)-0, 
i20 . 


根据 在 积分 号 下 取 极 限 的 定理 得 知 


lim (5) — e(0). 
120 


又 Y edt pz "erm dszro 
jk —* 
9 是 正定 西数 。 
定理 S. aE EEE, HR 
(Mmm, (n—0, +], +2) (22) 
tH sup | ttn | to. (23) 


AUR eC RAERE IR WA 
[oC |sze(co) (oxi +o), 


SAA EE EE M ETEA EM MARET 


A18 ilk Hilbert ÆW pE EA 


$ 1 (s -Dhl KT) de dtz»0, (25) 
BE 内 (20) 取 %==0, 得 . 
Wot E20 
对 任意 复数 过 成立 ,从 而 如 芒 0。 又 依 K20)， 取 
=t, =n, =e = = 0, 


那 末 . 
WEE (um E Huatana, (26) 


而 因 voz70, nE Huia 属 是 实数 。 分 别 合 mE 1,6 得 知 
(nta E a) Ej EC un uoa) 
都 是 实数 ,部 也 一 wu Bidi(26)4- £— neid, 得 
Meene”) 4-0. 
An 9 gie i(uue*) = — [ns], RETE HH Fus] eto 来 。 
(24) ÉJREPH Ej Eri (22) (23) A E EPIRLUS , AE BL XE EB 
: 9 (1) 2 o( ~i). 
HEREKE XPPIERÉ. ， 一 
O KOHENE- o( -)E4- PEH POEE — 
~eis) E- e()£ — e(e Est plo ME 
BE 
9(0) F 288| CoU) — e(8))£ 12- 2LoC0) — Pot —5) Y £720. 
X £ Bol fS te 
Sect) gEI= lec) —-eC)| lE], 
HER 
pPOJ+2lPCE— pD E --2[o9(0) —9lo(t ay] E 320， 
于 是 |e(0) — pla) | «20600  9(0) —9ReCt —5)3. 
出 于 e) 在 t=0 REGN, 可 知 e) —qeskddo SEG) fes osx 
上 一 oj 之 外 等 于 0, FE3ESERUS (25) ff Riemann 近似 和 


Lond 
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es S "m viui ineo (aes S). 
NES nom, 于 是 得 
f f e(s — tC Rd 0. 
Aere HE. o 
定理 6(Herglotz) 对 于 任意 正定 列 (ww), 必 存 在 一 个 定义 在 [0, 17 


EAR GA eae 
1 
Uu 一 T etr issdo( 8) 2-0, +1, +2, eJ 
0 
如 时 限制 (0) —0, BE (D-E, 
XE 在 (20) 中 , 取 % 一 各 一 1 £9 m, £e te? (IAE 1), R 


m-l m-l 
occ l. 15 46-27 4-136 -一 A 
m ;一 J m A 3 
了 ExÜ kz-—m--1 


因为 对 于 任意 eC e| om — 1), 不 定 方程 k=l H m IUBE os 
j, im — 1 ERE C3, A) 注意 合 pa) 表示 上 式 的 右 这 。 由 于 


1 
1 ead k=0, 
j 0, ko, 


DEL 


1 1 
m». 2*4 = ETT rik 
E f Paed — » eritedo (9, 
0 


ù 
这 里 vad) = pco). 
0 
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由 于 p«(9)220, 所 以 v CO) EUR A, FE B, S007 0, Yal 1) = ttoo 一 
f Helly 定理 ， 由 人 wa} 可 以 选 出 一 个 子 例 enn, di ee OET — 
DERRER HHS C(t): 
im vn) =t) (OKI). | (21) 


BLAN eTa 在 OKKI LER HEEL EGER, AMATER 02 
270, TREO, 1189 —4 2381 0 — 9970, 9, — 1, 使 前 六 在 这 分割 的 
同一 个 小 区 间 中 时 ， 

| e37 5&9 — elitta | ng. 
^ g.(9) et, ddd OIK i. 
那 末 


1 1 
| fo. Godos cn —  entmasuco) «CS sup vw(9)— Eu. 
- * 

o Ü 


1 1 
FIRE | as Godo c) — rodos Dj ewe. 
0 0 i 
HO) _ 
1 4—1 
lim M g.QDdo, t= lim 1 > ez* ikt Eem dr) — ve (8,)1) = 
meroa y m'pa Ber! 
1 
= È gC 0v?) 
ó 
BEER 67-0 是 任意 的 ,所 以 
1 i 
lim e do, (9) = ernittao (9). 
moo Ü 5 | | 
于 是 
1 1 
1 m' tik = "ik 
us — dm x Zw e? tts je 994v. (8), EN 


i2. f TERT AEEA azi 


A if VDE AE PEORES] COo 

& v(0)—0 HH v ETAREN A, HEERA R. ar 
WHS, BIZ EAM, FFH C0) — 0, 
而 


1 


f eit9dw d=0  (n-0, +1, 4-9, …)， (28) 
i 


为 了 证 明 一 意 性 ,只 筑 由 (38) 推 出 w(8)=0。 实 际 上 ,由 (28) 可 知 对 于 
HR Ay eat eimo 的 三 角 多 项 式 D), 


1 

IO ORI 

0 
tk Weiershsss 定理 ,对 于 任意 以 为 周期 的 回炉 西数 信和 ) 及 任意 正 数 
8270, WARA A*t 的 三 角 多 项 式 p), 使 

up |f(9) P) M aeg 
A sw 1 

于 是 对 于 任意 520, ， | 

g FOW) «ce. 


T IOCH) =0, 49 9, 表示 VNR H <UL 
ELEMEK ONF: 

0 如 osda, 或 KIL, 

1 如 5l «95-1. 

而 在 其 他 处 fu(8) 为 直 楼 形 的 。 那 未 由 于 


f.) i 


I 
EZO ZOR 
[t] 
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“fn, BL FE Lebesgue-Stieltjos 积分 的 在 积分 号 下 取 极限 的 定理 可 得 
: 1 1 
Wh) 一 ob)= Å lim fOe) lia È fanden) 6. 
Fi nx nose i 


vw) T EN UR TR AUS RIA AS, AT ea 的 连 和 配点 的 全 体 在 L0, 1] 
(HEN, BEAR w(0) —0, w(9-2-0) — wt), A v(9) 0, 
证 完 。 
与 Herglots 定 娃 相 似 的 ,对 于 连续 情形 的 Bochner 定理 ,万 是 : 对 
FEZES oG) ATARE- AAR AA C (D, 使 


"OR f e*ide( s), (29) 
XBE, AER v( —99)—0, So v(O e EE BLZ, 几 能 表示 成 
(20)Co ie EU A HE HHR p GEEN. KERKEN, M 
参看 , 例如 B. B. U'uenonzo, 概率 论 教 程 ,第 二 版 (1954),$ 88. 
定理 7( 保 范 算 子 的 议 分 解 ) 对 于 任意 保 范 算 子 五 必 在 在 一 个 满 
足 条 件 


F@)=0, F(1)-I 
ERE ELEC), 使 


H 
(U*z, y) Versace Qs, y) (a, y EÑ) (^—0, +l, +2, =) 
0 . 


1 
或 U= | artar). 
: ) 


E OBBRA(CIOO BU -EAE 
KE BXAAU RARE GU FER nU" 也 是 保 范 的 。 命 
uum (Una, £) (n=0, zi, +2, -J 


BR (o) CIE ze C], B2 


aat 
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à^ ud EO 2s Ure) El 


E: EjU 1s, 3 £t o. 


KEH 6, P O N Oyda, 2), iii Rt 
t(0)—0, 2t H. 


1 . 
(U*, æ) = Ç adw(9) (80, 41, +2, --). 
D 


4 haemo og ey) Qon y, v )4- 


piel: m 4- (yy, c iy) - iv(0; v — dy, x —iy)), 

1 . 
HK (U*z, y)= { e2rinSgdy( i. T, y) (n0, +1, +2, <) 

ù 
EER 6 REHNE DR ZO. PTELSEBH v(9;x, 也 由 附加 条 件 elos, 
9) 二 0 一 塞 决 定 。 因 (Uw, yT o 是 加 法 齐 性 的 ,所 以 由 一 意 性 订 知 
o(d r, yT o h EMERE, A 

(U*z, y= (0y, x, 


HAJH- E RT 
oCh; 2, y) oly, m). (90) 
x 0—»(0; E ayarli; T, e )«.v(1; T, m), 


于 是 仿 Schwarz-Byusxoncii 不 等 式 的 证 明 , 可 以 推 知 
- [e(9:o, DD sed; z, wj oh y, SV m 2)v(9: y, y). (31) 


i 
X v(1; m,a)e 1 dv(9; æ, x) S (U*z, x)= fjet, 
0 


由 此 得 知 ta, y) JE v 的 有 界线 性 证 画 数 。 于 是 册 Rieg 定型 , e 


4M fik  Hiübertsspnyppitt drain 


在 一 个 依 顿 于 8 1 m (3C RH FCD, 使 -> 
v(8:2, y) = (POO, y). 

不 难看 出 F(0)=0， 而 由 (30)(31) 得 知 F(9) AA SE KR E RET, EH. 

了 (1) 一 了 是 不 变 算 子 ,利用 oe, DET 9 ARAETA 
im FQ-Es)ee Qs — QAO (32) 


由 《30 可 知 近 (9) 是 对 称 的 : 
(GF(8)o, y) - (9; z, y) 一 让 各 y, c) CF OD, 2 一 (2 PON. 


于 是 (V'a, y)= ferea 2 


ATEREA 还 要 证 了 Kb) 一 -了 (9) Bn 了 (9) 是 投影。 XS E. E 一 
F(0) ERF, RUKGE EE 1 S Bs DRE 


F(9-2-0)— lim F(4-- 5) 


存在 ,而 sonic 
F(94-0) = F(0), 
从 而 (BC8)) 确 是 王族 。 
为 了 证明 ORRI E EE 
1 . 
È Erea EUa, y) o QI*Uva, y) = CUm y) e 
[1] . . : 


1 . 
= H ga ict mt P (Fe, y)- 
EE 


一 E avino nf ar o*d( F(br)o, y). 


由 定理 6 的 一 意 性 ,可 知 
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~ 
(FU "2, y) = 1 etintd( Flo, y) 
0 


1 
- ferma, (F(min(8, JP) e, y). 


BE AA (9) 是 对 称 的 LAAT 
i 
(Ung, F(9)y— $ etinsd CF(b)s, F(8)9) = 


0 
1 . 
- 1 erit CP) FQb)s, y). 
0 


再 引用 一 意 性 ,得 | 
| (F)8)F(lOx, y) = (F(min(8, Y) Je, y). 
ENE I= t, MEFO = F(9), 证 完 。 

定理 B. XCPADEEWR E FO) 二 0, FCD) — I f LG AOD, 


卫 
væ È etihdr(9) 
0 


是 保 范 算 于 。 显 然 ; 这 定理 可 以 看 做 是 定理 7 UE, 

证 Pi, 定理 中 的 算 子 是 定义 在 整个 空 阐 名 上 的 有 界 粮 性 算 子 
CRAS AES 8 前 的 者 虚 ) 依 定理 和 4 的 (10)， 

. 1 
U*- 1 eiwit dF(0), 
0 

而 利用 定理 4 OTDUU*-U*U-I, Am U 是 保 范 算 子 。 

例 设 y(3) € I1 (— oo, +00), (Ty) (e) e etry(s) 决定 一 个 线性 
ETT TT 定义 在 人 寄 间 .上 ,并 且 以 全 宏 间 为 值 城 。 不 难看 出 ， 它 是 保 
范 算 子 。 对 于 任意 整数 风 如 果 mresa DT, 规定 . 
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F(8)y(-yG) 如 果 LIH nr, 0 on, 
F(8)9(s) =0, 如 果 9-- Pur s, 
不 难看 出 UO os e«27) 是 满足 定理 7. 8 的 条 件 的 单位 分 解 , 对 于 
Co, 21 6335 — 248] 0 — 8v «0 C bum 2, 全 
8; EEn Hj, F(8,) — F(9; 1) = F(9; 7, 


于 是 
»—t n—1 
ew) — v eir uS) S à FO I), 
了 一 jz0 ` 
"al IA + 
MA M pe w mox e i jyh, 
Fa jani 
3=0 Elta 87] 


i P 
由 此 不 难看 出 Ty- Ven ar coy. 
ü 
现在 来 臣 明 本 市 的 主要 定理 。 前 面 在 定义 3 中 已 经 担 到 ， 对 于 任 
EARTE), IE 


4 一 f AABO) (33) 


j&—^^BIPRREPERCT. REER H FERES PRET 4, 必 存 在 一 
个 讲 族 (ZC)), 使 (33) 成 立 。 
定理 9.《 自 件 剖 性 算 子 的 潍 分 胜 ) IUE AER IEHHER T, 0 


ET EE TT ET ee TY PhP ram 


证 AREER, CO Cayley $A U —U 是 保 范 算 子 ， 从 而 ， 
必 存 在 满足 下 (0) 二 0, F(1) — 1 的 单位 分 解 (CF(9)), 使 
. 
U= derniere. 
pe 
因 GCA) -- (y 7 Us, Ul EDU), ik ym Ug — 8, Bit 
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可 以 证 明了 (1~0) = 了 (1) eT, 事实 上 ,如 果 投 影 FOL) -F(1 0556, 
那 末 必 存在 y==B@, 使 

i (CPC -—F(1-0)y- v, 
AS > 


1 . ， 
U,— fes aF($y(Fa)—-F( —0)s,s-(FO)-F(1—09Dy-s, 
; . 


t Fi BrSIEBO TES 

E: A= — etg ni, E(M)—F(D. 
SEAXX— A I ZARE 0<8<I 与 oA oo 之 间 的 一 对 
一 对 应 ， 首 且 是 双方 连续 的 。 由 此 知 CEQO) 也 是 讲 族 。 我 们 只 须 证 
PH PRSE 


A= f 1 AECA) 


的 Cayley 变 式 就 是 U, 因为 由 此 ， 利 用 Cayley 变 式 的 一 意 性 就 得 知 
A A', 从 前 定理 证 完 。 
AE, RAHTI x € DA, ooo 
(A'(y — Uy), w= G(y US), 2) (9€£5 (4) 
成 立 ; 因 为 S CAD TE S PB A FCRC RT AGE A" (y — Uy) — iy -U v), B: 
U ,— Uso XT REG), 注意 


i 
(y Uy, FOOD) = f a cena Or Qo, FO) = 
Ü 


(meri ya (ECE y, 2) = 


Mu 


3 
= f aeta Rohy, 2), 
0 
AN 
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aco 


(y- Uy, An) = fa aQu- Uv, EQ) = 


17 9 7 
| = $ — ig T) d, i Ci elt Od F y, x)= 
Ü 0 , 
1 


一 M etg c0(1—e7)g(F()y, 2) = 
ù 


i E 
= È i HEAP, ) = GG + Uy), 2). 
| 


由 于 A 的 自 伸 性 ,这 正 是 所 要 证 的 (34)。 
剩 下 的 是 要 证 明说 分 解 的 一 音 性 。 设 


A= j A dE'(N) 
EAWZM, FERETE TE Mo, 使 ECEE Cu A 一 一 
' A=ctg i, E'A = FHY. 
HRD C), 使 


PCHRD), Ao = —otg mh, 
HRER THRO EHE, TA 


1 1 
U'— 1 ar arco f e 4F(9) =U, 
ü 0 


U' 的 Cayley 变 式 是 41 二 f A dE' (A), 这 可 以 仿 证 明 的 前 件 部 分 扒 


出 。 由 于 Cayley 变 式 的 一 意 性 ，4 天 41 得 出 矛盾 E 
94 dE Ax(D) =tx(t), 


— 
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3C4)= 人 | 【eeDaarcresem(-a +eo) 


定义 Eese AMR SA, 
E(D =t) 如 果 ESA, 
MRO E. XXI 


frama $^ a f i«oran]- 人 lzcoPax 


izz] 


aros n= fa 2a( Saa) eo 


— ND 一 um 


ASSEHHHAON  4= f raro. 


在 第 二 章 中 我 个 全 考虑 过 Banach 空间 中 有 界线 性 算 子 的 证 。 在 
实用 上 ,例如 在 微分 算 子 的 理论 中 ,我 们 要 者 虚 更 一 般 的 算 子 的 宰 。 

定义 3. ip T Rb Hilbert AH D FRERET, 于 是 人 ==? 一 
-N 对 于 任意 复数 也 是 稠 定 算 子 。 仿 把 复数 分 类 如 下 :， 

(OMBA IT TEN o) ie T, 没有 有 界 道 算 子 ; 

OLLI REL ROGORULAEIEL SERPENS 
一 对 一 的 Dj 

ORRA nb BERR C), ET, ARATE, HLX 
UOLTJESEE M, [T RES BUÉS; 

COMRAT T RARR R(T), 是 指 T, Hr JEBICERERET 

对 于 碎 性 算 子 来 向 ， 寺 非 一 对 一 ， 则 它 一 定 将 某 些 非 雳 点 变 成 需 
点 ;因此 为 了 0 € PCID, 必须 且 只 须 存在 2358, fi Ta hz, BIZ. 

只 须 是 人 的 图 有 书 (% 是 与 固有 值 xs 相应 的 周 有 元 )。 
定理 10. ZARURAT M 
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A= IE dEQ) 

Rendre. WRK 

D ccd) fé 3c C EAE 

2) AE p(A) —E()SEE(.—0); SE HA4 A € p(A) 上 时， 与 $ 相 应 
ES ERLECZSTEPSE-T: LC) - EC 0); 

3) 20 T ^ &o (4), BARATE TS A HITE Z I C, Ar), 使 
É(N) = EQ«4); 

4.291 &€O(4), 必须 目 只 须 EQ) — E 2(.—9), HEBXET-& A É 
EEFE OA, A), BOE); 

5) 五 (4 一 中。 

EE 1) R Be (DAC r S HEECEE 20-0, BRER 


oc 


Rp)= V Liao. 


由 于 Da SV RESISTE > e>, 


从 和 而 对 于 任意 "《E 和 总 
f xiu | IE ete oo, 


Br BA 是 定 久 在 全 空间 D LAANA T EE 
JES Sai Tr 
利用 定理 4 的 (17)， 
(A—HT) Rm)=T, 
Ru XA ~e, . 
这 就 是 酸 Ru) 万 是 AmA aI 的 有 经 道 算 子 (叫做 ARRET) 
TE nger 由 此 ACC, r9 s 


i2. DUPRRBOETOUAAE | ssa 


S) 的 证 “如果 ACRA), 那 末 加 [二名 从 而 存在 A9, 使 对 
FH «€ 90D. (dm 的 = 山 这 就 是 项 ， 
(tz, y) = (àa, y) = Qu, Ay), 
BD y E DC) = D(D, £E B, Ay - A*y — Ay, KIER RE PCAD, 从 而 
依 D, A 是 实数 。 于 是 XE PCA) 5 A€ RCA) 的 假定 矛盾 。 
2) 的 证 ERSCO(D, FE 


[4-2 l= È Qn) dEle, 


从 而 为 了 Ax-—Az, AH ROAD MI mM Aude. p EQ)? 是 党 
Fo (E EQ |? E p KERA HERR C MAT m ha 的 必须 上 充分 的 
条 件 万 是 
pz» Ew) - Ea; 
pimsi (uje —- E(—0)2 —- 6. 
因此 EQOSEE(N—0), Ap dam Ae, JER | 
(BON— E(. —0))2—2, BI» EME  E(&—0)). 
S)RSRE fE ORE, fused ^€PCD, 那 末 9840-7 S, 为 了 实 
Higol BFAA RABTETEIEXK a, dk 
lC4— AD] zzzi, 2 € SCA). 
fü IAA) = j cor soos 


-o 


AMAT AE) 必须 目 只 须 


f -AE ual ael EDCA) GO 


JE MAh, RE A Am Ae Aea, duh 
ECs) — Qe] 0, 


4m ~ Sa Hilbort ep PAET 
WR | 


j Cura EQ) CEQu) — EQa atc? CQ) - EQ) 


从 而 比较 (35), 得 EQ) EMN] = 069 € (A), 部 
ECA) = BOM). 
Biz. Bp EO - (En) uo Ys HIE (35)3E. FA 3) 证 完 。 
Hi 2) 3) 立 列 推 出 4) 来 。 
1 回炉 评 的 简单 例 。 前 面 已 经 考 赛 过 在 12( oo, c0) 中 由 
a (1) -42(5) EIS EL PREA TEREM 
sQ) 如 果 IKA, 
E(A)s(t) -l MA 
由 定理 10 的 4, 每 个 和 EE CREE CCTY。 
9] 2、 前 面 又 便 考察 过 自 件 粮 性 算 子 aem ogg A€ PC 
BABARE GS o CIC +0), di 


+ E ze, 


2m. 
而 对 于 固定 的 入 这 方程 的 解 是 s) yeh ^ ;但 这 样 的 xcD 不 属于 
L*(—co, 十 oo 六 从 而 P(O =p, TERE 10, A FUR HERR. 
fi $1Brubo T y € DC — oo, 09), 4 
E Bittp 
= Lim, 1l. e* a 
WE =U y EAA AT Ua, FEE Tie) = (U 12) (0-2 
—(Ui2(—UÜs ARCEA) ) E —- Tl RS ER E O UBOJU 也 央 
定 一 个 说 族 。 Ba CD sy CIR T LC — 99, + oeD (1L (— 9o, d 99) 
"m, . 
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h d à doa (A 
二 一- cu = cec DA 一 
mmia Tdi fe yC) de 


ae 


Driss 
TOLT À d= 


一 了 f eR” sy(5) ds= Ui(sy(s)) SUTU E), 


这 里 了 表示 由 GR EWART D, ARER 
As=U TU. 
考察 自 件 线性 算 子 
A, U,TU, = § a dB'CAY. 
BE yC) a sy Co 都 属于 了 一 中, - o9) f12/( — 6, 005, 4 
xU, 
.— 这样 的 区 fs) 在 L'( — oo, -- oo) PRALER AKESA 0 f) E RR 
— MRR LRR F Ui 既是 保 范 的 , 24 VGHAE PRHERIT, rovg 也 
通 经 一 稠 集 。 如 果 do 表示 4 在 这 些 * 姐 成 的 集 上 的 限制 , 那 末 Ao 是 
对 称 算 子 ,而 4i JEUDI EL EP 
定理 11. 对 于 对 称 有 界线 性 算 子 4, 


sup À= sup (As, æ), inf A= inf (Aw, €}. 
AEe(A) leji ACELA) fel 


其 实 村 定理 是 和 1 中 定理 4 的 精密 化 。 
证 由 于 4 的 对 称 性 ,对 于 一 切 ED, 
(Ax, x) (s, Au) - ( dv, 的 一 实数 . 
fu S 3c e ho Co CAD, 对 于 任意 满足 ome 的 各 与 各 OTTE v 
=f, ma ED 使 E(Qu) — E(A))azz0 (E 10 的 30), IRURE = 1, 
HHE i 


434 =i Hilbert Ep) BECESC acie qe 


(Es) - E(Q4))2 2, 一 
因为 上 式 左 边 的 算 子 是 投影 。 于 是 对 于 这 样 的 %*, 


(42, 2) = | A EOE -E e] = 


As 
= f A dE -Ea ))x]]*. 
Ai 


A4 M T Ao, P6 Ao, 有 边 钱 于 Ao MATE ` 
” sup x. sup (Ar, æ). 


| AECA) elli 
友之, 设 
sup (Ac, wm} A go (A), 
lejt EN 


RAE M, A, REM cM Fe HLBEQU S EQUI), dufR ftifzohbe, 使 
Jo] 1, niQE — Ayo oa, BK 


(Az, e) È A AEO AEA, 


AF. He, EOD =I, Kie” T eE, 
Ba =E e=, 
特别 对 于 一 切 满足 lel 91-5 EO em TE o, 
" 
VE f A d| ECKya A «A, 
忆 得 册子 盾 , 定 理 的 第 一 式 证 完 。 阿 理 可 证 第 二 式 ， 
R mE 


A= fa dBCN) 


是 有 办 对 称 炉 性 算 子 , 那 未 , 当 


$z. ARER TANEH 485 


Ae dnf 《da g) sup (Az, m)«CM 
far, m1 fel 1 


时 EQ) 79, Ee) I, 从 而 

Xz 

A= | AdE. 

P (a) | 
EIE ETE BEY RAS A, "blc SH" HATRA. 26 TELE MAR 的 
Bi, SRIMERUB BEES BIDDBPUSSIZIRSDEUEEHT i 那里 在 Ba- 
— nach 空间 的 一 般 竹 情况 予以 考察 ， 从 .Hilbert 空间 入 性 算 子 计 理 葵 的 
一 般 计 论 也 可 以 导出 这 些 精 果 。 

定理 12. Hilbert >H D ch e ALPE RET AL TUB "ES UE 
RO MERECE ERECTA T. 0 的 点 。 它 的 不 等 于 0 PTSDECEHUR IARE 
需 的 积 集 点 ;从 而 可 以 排列 成 
[ai Dalm Dal o 


mum m m Usern Er arri Pa Re P P aa Pme Po P eu Pee B n ee 


XC AEE RE PET E M e Re Y o 
HARKER, 


者 H4 二 
1， 先 成 定理 12 的 证 明 。 


2, Az f X4EQOAE B CEREIERETS eE DCA) [le] m1, nem CA, 2), Ball All, 
BI Pipal HATE 6D. GE M ECA, 使 
&g — a E Met V piaite, 
8, &G RE 
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f000:-0-- 
10 0--0- 
* A=] o1 0.-9-- 
TEETE 
WEEET 4 89 ERAT E. 
RCA)2 0 SANLI) €(4 Cue, I| 714—992 &e( A), 
&, 在》 中 下 


Y= 了 二 人 (n-12--) 
DEERBEER E T BREST: 
HUDII LICET … 少 的 于 包租 成 ， 
CUP fiii (aas, 的 不 属于 它 的 一 二 积 舍 点 相 戌 ， 
P(T hia. o4, 
R(T )= po 
ES ETUR 
(ma). =C MEE ninina - (n1) 
— HR 
AG) 0 p -1«1» 
CCP) {alaei 
PS pe 
9, Br HRAWE e ZER AE LE, u RAAM FIERET: 
(ATER CEE L*( x. n) 
dirh ACE X. Epi e A F A RRE: 
a AY= {A Ca, B) DAAT BED). 

Y. REGL 2 7048 MLL PARAR RNC, (0X0 —1, 2, 0 是 可 分 的 
Hilbert ÆW $ rhüljsr aii XR, AEETI AO Ton = AS Sn —1,2, 0. WERA 入 的 
FETH AR, DARE [0 1 98 a RETRE, 在 AE AETAT D RR 
L2 

8， 考 六 Hilbelt ssfg L° (RAER T 

CTECH ECE), E= Ent Em E Em, 
dV ÉYZCER, 

*FrDERSEGHNE. 

9, dX L'CE" ye E 

了 一 一 各 Az jn 十 十 一 

RTH. 
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TX. E 
i$ 2 中 已 赴 明 每 个 自 伸 太 性 第 子 可 以 才 示 成 
A= $ MEO), 
这 里 (WODERY CRSERO, TO) 是 (一 o0, + o) Ef 
Borei 可 测 复 值 画 数 , 依 S 2 的 考虑 ,可 以 定义 一 个 正规 算 子 


V FOARA, EN 
这 个 楼 性 算 子 的 定义 域 是 
$-9j- [2| V iroorapzoospa eo, «ce. 


xx HL Bg at i EC BERE HR SET A VE ES, 因此 算 子 51) disp EUE EE 
HARER, REB TERNCE E f, 从 而 可 以 表示 成 CA): 


KA= S INEO NO 


4828 HO Hilbert Ep EE rea 


A S2 中 的 准 理 ,可 以 看 出 。 
CAJE 9) = f IOA, Y), æ E SOC). v EÑ, 


这 里 等 式 右 边 的 积分 是 平常 的 Lebesgue-Stieltjes 312, f(4) 叫做 自 
伴 粹 性 算 子 4 的 “西数 

本 节 讨 给 的 中 心 是 对 于 已 萎 的 自 件 绕 性 算 子 4， 求 出 一 个 线性 算 
子 了 可 以 表示 成 如 (2) 形 式 的 “和 4 欧西 数 ” 的 条 件 ， 这 个 充分 必要 条 和 件 
由 von Neumauu-Riesz jd 4EAE E FRÉG Hi Cic TIL. L8 De 

下 看 首先 举 出 算 子 丁 数 的 儿 个 例 。 

例 1. 设 4 是 有 界 对 称 黎 性 算 子 , 而 £O) EAS ARER: 


10)= Y api, 
4-0 
Jietis 2 定理 4 的 (15), (16), (17) 不 难看 出 


T" 


KA= Y sat. 
j=0 
A2 mk | 
OR (oe e eee). 


Jk |/OOlen Ami SOCODO-Q9. f& $2 定理 4 的 (17), 注意 
SUC - $39 (CODO D), TA 
| fCAY(A HI) S C4 — i), 
从 而 | KA= CAI) IA. 
Và ATH Cayley 安 式 (这 是 保 范 算 子 》， 
定理 1， 设 4 是 自 促 线性 算 子 ， 料 识 wod4， 那 本 对 于 每 个 mo6 


ae ea TE FT Fe pe PP a 


— 
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证 : 1) 无 站 只 就 4 有 界 的 情形 证 表 , 否 旭 ， 兮 


A'-artgA, (这 里 4 一 ni A dE(A)). 
BRHF jaro LI $2 内 理 4 FCO), jae 4 是 有 界 
REAT. A LE K fBRRU,49 arc tgh, 
F(p)-E(tg t), 
不 难看 出 Fa) ERK TE 


y iH arotg A JECA) = f 了 | 


一 Gs 一 Us 


CH p aro tg & RAN 
= f tg p dP(u) = T AdE(A)— 4 


Hiit, AveA', UUBCAARIKIBOE Tved, 所 以 对 于 任意 有 界 模 性 算 子 B, 
BvA'— 5 Bud, 从 而 Bv, Bi] TovA', 
ARRERA IBS REEL E SEGUE EE Borsl 可 测 画 数 (S, 使 
To, —ib(A o. 

4r P(A)= paro tg 25, 便 得 
T's — 9 (Ato. 

O2) SERE ARATIR A T. EM Ce) to Axe, Ata, 
… Avo, RRR RR ET EM, IR P RRE Me 上 的 投影 。 今 诈 
PvA, BI PA— AP, 事实 上 上 , HT AM tia M) 可知 APs C Mix) 
XHEX EH 成立, 训 PAPs—APs, PAP-AP, hjk, (APy — P Ay, 
z)-(PAPy — P Ay, 2) S( APy — Ay, P2) (Py—y, APz) Pa Py 一 
—y€ M Caa)", H AP € M (a), 可 知 上 式 右边 =0。 2 BERE RC, RT 
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” 知 4P=PA， | u 
BERR PeA, TE ERRE. ToP. 从 而 
Tta —-—TPz.—PTaC M). 
依 M (ev) 的 定义 ,他 在 一 列 多 项 式 (Pu 人 xy E 


iim P.(A)m —Txs (38) (3) 
n= 
但 CPA) — PsC |*— $ | (3) — P mA) [*d | BC se), 


而 依 C3), 上 式 左边 当 mo RRT 0。 合 e ARETA 
数 LEQO:* 决定 的 测度 ， 依 空间 Lu 的 完备 性， 存在 一 个 属于 
DG) 的 醒 数 OD, 使 


üm (PaA) SO I BC sols=0. 
ma _ 


但 £O) 是 按 测 度 s, 殉 壳 等 于 一 个 有 穷 值 Borel n GNE eC 于 


lim ICP«CA) — pC AN mo): — 
— lim f | «(39 — 93 PEJE as | 0, 
now Z 


于 是 得 出 了 so 一 9(4D)wo, 证 完 。 


TT PT eT Pn mai PF mA 


zu,T RBXSPARUEBCD, AAAA, WRAY ff1E— 4 


Cr 


AA Borel 可 测 画 数 FCA), 使 T—f(A), ENELH RA TovA, 


证 ”必要 性 : 由 $2 定理 4 的 (16) 可 知 ,如 果 包 = 了 [4AY, 必然 


—^Q 实际 上 可 取 Barie FARR SA 百 aTafcog， 实 变数 画 数 说 ,第 站 音 ,i9， ~ 
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— Toc(E(&)), Aro EA) 
从 而 对 于 任意 有 界线 性 算 子 马 
BoT——» Be( E( ))-—BvA, Bp TevA. | 

充分 性 : 仿 定理 1 的 证 明 的 第 1) 部 分 ,可知 优 妨 只 就 < 有 和 界 的 情 
形 考察 就 够 了 。 

BEAR 5 是 可 分 的 , 它 的 子 集 DCO) 必 也 是 可 分 的 ， 朗 OCT) 中 有 
PHATE (9, gp ga eho 由 于 $0)-$, (2,94 3 AE S 
HRE a Mr) 表示 S) BHL % Ax, sy Ato, OR ERE PELA PET E 
朝 ， 莽 全 


m 一， Za — ga ~ Pigs, "tg 


n=l 


— VO da 一 > Pig, tt . (4) 
k-l 


这 里 Pidemdk MERRE. KERI RENI , Pa 与 4 变换 ,从 而 
KIRE, Pr 与 卫 交 换 。 于 是 | 

Pu EDT), JA m € DC). 
现在 证 明 卫 :Pr=0 GEL) EKE BIT i bec, AIRERA 
HRAT ien, 


n—l 
Piws = Pigre Pre > Pus) Pas Pace 
k=l 
P Ate, = A*P HOME . 
JT PUE T. Awn 的 元 与 MC) 十 交 ， 所 以 M Cn) ] M Qc), TRA 
P iPas PPS OLKIHASIE, n P Pr =G) 一 般 地 成 立 。 


再 证 P= M BI 


&-—i 
REN C [-, Bc 5 LEUR gest ga, c) É $ dS. R ARIE 
` Pgu-g. n= 1, 2, e, ` 
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n—l . 
4&4), Pg, Pu Y PP, 
kl 
而 因 Pr.sz(pdesCA(m) WEE =T 式 O, h ker BK gen EXE D, 
PPr=Pr, BEA Pga = gus 
他 选择 正 数列 (7 使 


2 Yt 与 > YaTT ta 


n=t n=l 
EE | 
Yr=2 "el Tj D . 
A > yas y, > Yu Tx, — Yo. 
' n=l n=l 
TEERAA T DA 


sE DCT) 着 且 了 am 一 加 ， 
依 定理 1 存在 Bore «TU fi 2248 EX eC, 使 
Tog Q(A)n. 
BON BIHUERB-TAHBI A3xWAS GEILE, Bs T ai, mik 
本 证 明 的 必要 性 部 分 ,8 与 gC(4) 变换 。 因 此 
pL A\Ba= Bp( Aæ = BT xg — T Beg, 
4 各 表示 集 0d POLA REER IA ps 一 Xn 4)。 取 


1 ; 
B =p r AEP S, 
Ym 


， AUkE BUG SOGEB BE A3c ii. Ei Pus = > y Pai Yaim 所 以 


nl 


9C A)Q Ata = eCA)- QAP mto = p( A) Ba es T Ba = 


qi QAP ney TQ A wa. 
Yn | 
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[SE m, 令 大 变动 ,对 于 Atc AEREA A P, 
^ e(4)9, = TQ. (5) 


这 样 的 元 全体 在 M (en) mE. em aes) ub T S Pr= 了 ,可知 
x=1 
这 样 的 2 dee D RI, GEAR 9 BERM PAYO 也 是 有 办 的 , 事 
X 
e.a)" (0? 各 果 MK 
P) >n 
IRIE PCA) ERT 3T. PCAN oC), 因为 
PA) = PA), 
只 须 引用 2 定理 4 的 (17) 就 够 了 。 — 
XE ERE it CB, 可 取 一 列 元 Chr), 使 每 个 hi 是 形 如 Aan 的 元 的 
弹性 租 合 ,而 
im h,—h* (98, 
由 于 刚才 证 得 的 PC4)@。 EET 
Jim PAGi eC A)Q M. GRO, 


TOLE Jim TQ S eC4)9* (I)o 
因 lim. Qali = Q,h* (98 Jo 

i = 
而 名 是 并 算 子 ,所 以 


Qh EDT), HH TQÀA*—-9(A)Q.À*, 
KERM A 四 是 如 中 任意 元 ， 
s TQ, e(4)0,. C6) 
4t y DOCA), M y= Quy, 内 Tim Qu UOBOGERE YUT 1909] 
A RIO 29. Br ED, 
lim yn = im Qu =y GR), 


no 


Ado SEE Hilbert ENS RR REP 2E 


PTEE t noo, 得 
Ty, =T Quy = 9( A)Qui = Qup( Ay 9C Ay. C» 
这 里 和 使 用 了 Quesy.CADvA 这 一 事实 ;而 由 此 得 
9(A)Qu = hpl Ay. 
EDH EA T ERRAT., TAN y EDC TF B. 
Ty =p(A)y, 
于 是 eCA)CT, Miry EDO), 合 OY =Y WR: 
Ty, PR = e(4)Qu, (HA), 
如 能 证 pC4) RRA T-, WRBA + TA y € (eC, FER 
eA — Ty, Bl pOT, 于 是 9(A) - T, 而 证 明 就 完了 ， SUE 
来 证 pC4) 是 并 算 子 。 依 2 定理 A, (3, pA — PCA), 从 而 
| p(4)** = pA) = 9(A), 
而 eCA) ERARI, T ÆRE fe 
人 书 得 注意 的 是 本 定理 中 特别 查 出 急 是 可 分 空间 ,个 举 一 例 , 届 明 对 
于 非 可 分 空间 ,定理 不 捧 。 
P: iE b 表示 一 切 满足 
> dorem 
Datal 
EE FOOD 的 全体; DL 1l 4 
1 WE LA 
OM 如 果 eA. 
1 和 如果 f=; 
XO UR LX 
ERRAN D Dix» JP OCT ROCIB (I CO (ODD s CDs Ces 
规定 


EHE y(0) = (C CCD, e COVCOR, 
那 末 不 难 验 明 {2(*)} 大 单位 分 解 。 分 
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1 
a= $ AEQ), 
9 
SePRESI S P(z,yy = (2,9) 
决定 的 ,由 O 到 岛 ;上 的 投影 满足 Proa, [PIÈ A (TES, 
实际 上 , 合 EQ) - EQ 00e E,, FE 
E, (20), (0) = {E(D B}, 
e, v) 看 做 Loo, 1 中 的 元 = 9, m 
» etx, 


A 
可 知 E =P, mE. ABA kh Evod 可 知 Pvvd。 
A 
SU — SR | 
P= 1 pO OdE(Q 
0 
成 立 , 那 来 pOOsEL, SER — E dE pE H 
EC (CD, O} P= 1e COS CO, 8) pt 


N 2 Ü 如 AZE, 
2 ENQ(LPMON zi án AZ. 


i. 

由 此 (Pfse; O}, (e, 9p- ( »Q34|EQ)(5,, B= ptl E 
0 

由 直接 计算 可 得 CP 6,, 9), {8n 9) —1, BEF 


Box XË 
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$84. ERBER FAIRA 
3211 Ei ARER A ERER T RHE Z3 RR: 
A-WH, 

ARRERA WAESRADCOSIBET,HJIBUBTGUBATT 
常 复数 的 “ 极 坐 标 ” 表 示 =p, PER, e| ^15 对 于 正规 线性 
算 子 ,这 个 表示 还 可 以 精密 化 。 

定理 1 对 二 任意 稠 定 于 线性 算 子 4， 在 在 一 个 正 自 位 线性 算 子 
B GRISET, 使 

A=WB, A*— BW'*, B= A*A, 

Hu 


IEJ NYL 9 CAN! = IE CIO, 
W= NA, | 
AD 4k $12E38 12, 4*4 RIER (PRENT A e GEO OR 


A*A- 1 AdECA), 


H FXI — UI s € CATYAD, 


( ACEO 2) = (A* Au, 2) = | Am 220, 
BUE 3.0, PEERI S 2 EH 4 (09 (120, 得 《BC —EQ4)a € 
S5 (A* A), 从 而 


$4. EMRET UST AR. 44T 


Aa E di: 
| HE 一 Eue = $ Ad| E(X) (E(h) - Ea) 2770, 
Ai — oc 


而 内 左边 e EOE Mel, 必然 EQa)e Eae 对 每 个 2€ 
DAA) 成 立 。 ORA DAJ- D, EOS) EQ). 于 是 知 %<0 
:一 >A(X)=0。 因 此 可 以 写成 


A*A-— (MEO) (ano. 
一 so 0 


全 © Ba { v^X dE). 
0 . 
屠 林 的 定义 城 由 . - 切 满 中 
G aaea A AEA, 2) +00 
Ü n 


的 元 xz UE, FE H. B REEL RER TO WE 
H2 — A*A, (1) 
IK S 13EER 16, 存在 部 分 等 距 算 子 W, 使 A-WB, (K $1 定理 18 的 
. A*= (W B)*= B*W * = BW". 
又 依 (1) 及 告 1 定理 16, (8) — DC, 从 而 904) 9008). ERR 
兵 他 精 葵 已 是 $1 定 理 好 的 后 果 。 
定理 2. 设 AXÉCEGEUHARPUERLI, SUAREZ AERA—WB 8 由 下 列 
ji 性 质 瞧 一 决定 : 
O BREIEABPHUERTAEHB'—4A*A; 
2) W Rot REPERCT-A-— WB, $E B SUCB)CEOW Ja 
证 KARIER DME, WRENN )。 事 实 上 ， 
9t (8) -- WE") = WA, 
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RW. 是 以 3S CB) 为 始 城 的 ， dd iE BY 上 等 于 山 BJ RBE 
NCF Yo 

满足 D 的 A*A ARAB ERREN., WE, BEBDÜPERPERK 
子 2 满 足 O1—4*4A, mia € P108 2 E29 


o= f AdG(). 


A z'o3-| MES Az, 
0 figli eco, 
不 难 验 明 EO) 是 单位 分 解 ， 而 


O= D VIEO). 


于 是 ly ME) 015 ASA f MEOD, 
ù 


其 中 右边 表示 4*4 WRA h TRR IRI — EE B'O) =E), 从 
5 


g= H V^X dA), 
0 


BD O 与 定理 1 中 的 如 相间 。 
由 于 AW, 由 定理 1 的 证 可 知 
S8CB)- N(B), 

从 而 5-980850 Xt (B). (2) 
íH.BBrE— EME W E CB) 上 的 值 由 A— WB ERE, pg tC) 
CON) 它 在 全 入 上 的 和 值 也 一 意 决 定 。 证 完 。 

”对 于 正规 线性 算 子 ， 上 述 的 标准 分 解 的 性 贸 还 可 以 进一步 期 明 。 
"ERE, AA* -WBBWS*, B= A*A. (Kk 81 定理 15, W*W Æ 98 (B) 
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上 的 不 变 算 子 。 不 难看 出 , WBW 也 是 正 的 。 由 于 4 的 正规 尾 ，44r 
一 4*4, 和 而 依 自任 算 子 4*4 的 “平方 根 ” 的 一 意 性 (定理 ?的 证 朋 )， 
WBW*—-B(JWBBW*—WBW*WBW*), ui dB BW -WHBW*W, 
但 
xE B(B)-—W*Wsz-a, 
Tis€ (B) — Wa-6, BAHCE), 得 
BW —WRA, (3) 

这 个 精 果 还 可 以 进一步 精确 化 。 

定理 3， 裔 4 是 正规 线性 算 子 ， 那 末 必 存在 正 自 促 各 性 算 子 B= 
一 (4*4 半 一 (44* 站 。 及 保 范 算 子 0 了 一 W*W 寺 扩 , 合 

. A-UB-BU, 

这 里 A=W B 是 上 述 的 标准 分 解 。 

dE Eii P=W*W ERRETA E) = 9S0B)^ 上 的 
EE WEU SO C3 2g ibis DA, 8S CAD 为 蒜 域 的 部 分 等 距 算 子 ,从 而 
W* 是 以 S8 CA) 为 始 域 38 CE) ARRERA SENERET EH. WW 
二 W**W* 是 在 BC 上 的 投影 。 依 定理 1 

$8 ((4*4)*) = WT, 
从 而 由 4 的 正规 性 , 朗 4 与 A* 之 半 的 对 称 关系 ,得 
38 ( A403 - IFA. 

所 以 SSCES- 38 CD, BD WW * 是 WBB) 上 的 投影 ,从 而 
W*W-WW*-P. 


因此 ， 
(I—PMW —0—W(I-P), Jti W*(I—P)-0-— (1—P)We, 
PE 是 (有 一 名 (+ 上 的 投影 ,所 以 
(I—P)BH—0- B(I—P), 
从 而 
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UUS (IPW -PHW S= (PAW W], 
AR U*U =I, GU RRE, T4 

UB=(W +1—P)B=WB=BW =B(W +1—P)=BU, 
zm 

ERARA T A GE RT ELA 
A-UB- BU, 
而 保 范 算 子 0 HERRIRAT E oq 002) 
a 


U= V eraro), B= foo», 
ù 6 


我 们 可 借以 求 得 4 RDR o 事实 上 , HET 0B= BU, HUEC) 

(8$ 23EPB 4 7(16)).. TÆ EQO 5 U fj Coe P LICUIT ERI 

E SE PERF AIE FET E RED, PEE QD er COD, 
如 果 A-UB, PT «COCA DC, y EÑ, 


o 


(Av, y) c (o, U*y)= È MECA Ye, Uy) = 
ü 


(z Fig 


= È zand V eoa agos rano) - 
Q : [t 
p 2r 
= EN V eid (P) ECA Ys, y)}. (4) 
ü 0 


他 震 查 复数 平 摧 上 的 极 坐 标 , 而 对 平面 上 局 形 区 城 
OSASI OK ALT, 
EARE EOF) 由 于 EG) Ej F(Q9) up 27 fe, 8r ve qu son 
局 形 区 域 变 成 国 Os A Ao 时 ,对 应 的 投影 就 变 成 (Ch)。 d POO, 
EO) 是 全 位 分 解 ,投影 族 {FONE BUE ELE: 
E(OF())EQG (9) = CminCh, & ))F(nin(0, 69) 


IZUEII1322 73 451 
NUM EQF = ECF Cd) CERO 
网 lim | BQ)FQ)- 0, lim EFD) = 0, Tim EOOF(2r)=I (58) 


(5) 
XX FEIER EOE) up FM el ERANA MEDC A 
Ho HCAD. BRAE AA 
$m Br 


TEDA) YED: (An i) È nea, PEO) y) C6) 
9 0 


RERI. GAB, 20 T rh CAO HP FADE AGO) 9 EAA 
是 人 台 法 的 ,还 须 作 如 下 就 明 。 

PARIS TMLREA REMIS AR ZEXB, AREH, ODE CUR EE ESI 
PA, 8), TRIS A Eb RAE I: 


oc 2r 


OY 积分 EMLOD COL 
存在 ; | 
2° f fronin 
3^ sa» f { pih, 9d EQOF(IDy, 2) EE RE E o 
-0 


央 DA= DE), m29 f EDO), 必须 上 且 只 须 


V satagit n, 


KIHT — H z € D, 
. P d ， 
MEI 
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TAHT «€ S4), MLB RRCT RIBUS K: 


ne bu 2v 
Jvatroosieo Vea ( f alre) 
0 D ? 
- Coal n IQ FO ] - 
0 ù 
pa 2r 
= f pepa ( augoorcost ), 
m 0 


由 于 这 县 被 积分 西数 12e? [2 calc ilit , ic Big CLebesgue-Stieltjes 积 
分 化 成 Riemann-Stieltjes WO., AREENA GA Riemann- 


Darboux fu (FARAZAN ERARE È 的 情形 ), 不 难看 出 
0 
上 式 右边 的 是 代 积分 等于 下 列 二 重 积分 


2n ar 
MELIA 
050 
由 上 述 条 件 1^, 2^ 的 等 价 性 可 知 (6) 中 的 二 重 积分 存在 , 并 县 与 (4) 中 
的 琶 代 积分 相等 。 于 是 下 列 定理 的 前 咎 得 址 。 而 我 们 还 要 进而 考 虚 其 
后 半 。 . 
定理 4， 对 于 正规 六 性 算 子 4 有 等 式 (6) 成 立 ,(6) 中 右边 的 一 重 
积分 对 丁 任意 y《 仿 有 定义 并 且 是 的 有 界 和 性 泛 醒 数 的 共 收 复数 ， 
2€ DAY Bi, JARRE REOR ARCOMAT Aa 
是 正规 的 。 
AE HERE. SUO wk). 56) 的 谱 分 和解, 邻 
eu Sr 
B= f MEQ), U= Gesar ca). (7) 
Q 


A = BU*- BU = UB, 


从 而 DADA DE, B. 
AA* = BUU B=B?= BUU B= A*A, 


BI 4 EEH] 
findti LE E A RUBUEBPATERCT, WRAHA ERD MIGE 
充分 条 件 力 是 4 是 正规 线性 算 子 。 事 实 上 ,如 4 具有 复 如 分 解 , 优 定理 


PARER, DAR A BU URB, B, U AEX BEBE 2 EQ )FQ)B - 


4 一 意 决 定 ,证 完 。 
仿效 自 促 算 子 的 理论 ,我 们 可 以 考察 正规 米 性 算 子 的 丁 数 。 座 
uo Hw 


A= j 3 Ae SAE(NF(D) 


RERRHEAT i 


. fO,9) 

是 定义 在 区 域 
OS A« poo, Ox «m 

中 的 Borel apii Ex (i iae AE HIER JO, 9o 207)— 70. $5). atte Lebes. 


gue-tieltjea 积分 


2x 
Viro DIAE 
U 


存在 且 «o gane €$ nga tk donum. SUROUT ED, vC$, 
Lehesgue-Siieltjes 积分 


eo Eu 
Ç ro. ito FG» v) (8) 
bo 


存在 且 有 穷 (让 明 仿 关 于 自 伸 线 性 算 子 的 部 分 ,从 略 )。 AOAIE Y hy 
画 数 是 一 个 有 界线 性 泛 医 数 的 共 三 复数 ， 从 而 依 Riesz 定理 ， 存 在 一 
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JG Xm fO, EPRD EE. (FCD 的 。 这 个 所 4) JEBIPERE 
子 ; 上 时 做 世 的 责 数 , 它 的 定义 城 是 SO. SEU 
= d 


f(A)= 1 1 fO. $98 (EQ) F(9)). 
0 0 . 
har S2 TAREA, 如 果 JO. 9) 是 有 界 Borel RTI EE DER TC, 70 
Es ^ $5, EH 
= gr 


: KA= V Iro. BAEO], 
， 0 Ù 


uo gm 


FEM je]? = M 1 dp EQUO (*. 


Do 
XET-R M saris, 有 由 加 一 个 点 组成 的 集 的 特征 两 数 
, 1 如 果 Met” c= hett, 
fO 9-1 0 如 果 M tage do. 


cn dr 
^ fa A) = V rs Os amaro). 
0 0 


定理 5 引用 上 述 符号 ， 有 
: Ax =z et = fa A), 
xn 
zora => A (450. 


nc Uy 
| [4—27 }z|2= 1 A portet [24 ECA SF (9)u]?, 
vü 
(8) 


2r 
V rofa 0s itd EC) Pc), 
0 . 


IG -factosi É 
` ù 
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但 两 数 ixeisn 一 hoeitoi2 与 !3— 2,0. 9) * 334p O9) 的 画 数 只 当 
Ae 3 — Mei Po [EE 25 0, MATIC rb ROBUST [HII 29 0. 同时 S680. 于 是 得 出 定 
HAJI AI semel. AA 
felh, O fach 0) —n. 


利用 $2 中 的 推 戎 ,得 
uo Uu 


(feo CAO i CAD, y)= je $)d E) F(9)/ CAE, 9) — 


2r w Er 
= T C. dl di^ fas C9 YACEN FG yo, EQ) FQ) h= 
Üü ü Ü 


coo fhr 


- j j faa Ch, 9) fs s 94 CIC) FCD, y) =0, (10) 


BI SE c 
条 如 果 fal, 那 末 fzot4) 3&5 A R AE so TERES 
空间 pM SEHLFURASUSRLSISSS EHE GST ILES, 


(A= z | 
存 住 并 且 是 移 定 的 。 也 就 是 说 ,正规 米 性 竹子 注 有 剩余 谱 ， 

KE Bio TE 4 KEAR WERKER 5, fe(4)=0, 因为 否则 
作为 投影 算 子 , 恒 有 179, 使 fzoC4)z=s， 这 就 是 说 ， 对 于 任意 点 
EÑ, 由 一 个 点 se Prak AI EE {zo} 按 Lebesgue-Btieltjes 测度 
IEC)PC83zlz 具有 测度 0。 RESO, 0) 是 在 点 vs 为 中 心 以 204 0E 
URREAN HER 
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w r 


An j Je, DYL BOI POY) 0. 
因此 ,元 
=œ ir - 
z= È È -FO SABOIPO YS) rS Ae 
0 0 
LE 
使 le~el = È È FeO EMN] 
0 0 


Bü s-?0 mie TF o. A ERRE PARGO), 可 知 
cu Zu 


(A= zo) È È Oei? eit) fO MEOFO) = 
0 0 mE 


oo Bn 
= G G Aie —hoe tta (hett Nee) m fL0,8)) GIOOF QD) = 
00 


uo fh 


= (Caco OG or» =e. 
ü n0 


* 弃 是 任意 的 ;可 知 
. 98 (4— 2, — . 
所 以 如 果 zo 不 是 4 的 固有 值 , 道 算 子 (A — 2941) fef TE ELBEXE- 
定理 7. 如 果 正 规 和 线性 等 工 4 是 有 界 的 ， 那 未 在 它 的 狂 分 解 


= Eu 


A= 1 f Me! dC ECA RCH) 
0 0 


H, UETA IE, 使 E(OG) =T, bp 
Ao 2r 


d= 1 $Y Xeisg (EOGED). 
0 GO 


` 
. ———— —M.. 


— 


— 


ETT 352. 72 MN 4T 


证 WRAAE 4 也 是 ,从 而 


B= VAA = j AECA) 


是 在 界 的 。 IE PERTHE ER SEEREN -Le 


者 是 三 


BUR A RS FEIERUREIESE-T- IDEA LIE 00A) KARETAK AA MERC: 
对 于 每 个 s20,f zd lc] -1H lA — hel XE. 


E11 
[2 了 
E3] 
p4] 
r53J 
r6] 
E7] 


c81 


cs] 
E10] 


E115 


[12] 
Tial 


S x: kE 


gps BS: dup AIT qe Ey, ARRE, 
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第 四 章 ”线性 算 子 的 守 群 


J. Hadamard ERRAT E h ATRE Huyghens 原理 时 [4.1 指 出 这 原 
理 的 主要 意思 是 说 明 由 一 点 0 TERT ZU] £o SEHE fS 9, EDOEXX VIA 
现象 在 一 点 A EARRA U 所 产生 的 后 果 ， 先 取 在 于 隔 (e. t) 
中 的 一 个 任意 时 刻 二 时 的 固态 作为 中 则 情况 ， 这 一 原理 实际 上 意义 很 
广 。 一 - 艇 说 来 ;这 原理 表达 了 宏观 现象 的 决定 莘 : 由 物理 现象 在 时 肇 16 
的 转 态 ;可 以 导出 后 来 时 浏 太 时 的 状态 ;这 样 的 导出 可 以 通过 湖 隔 tio， 
V) 中 任 一 时 浏 6 Bur IM S, BUB fo PASEAR EG h BRAE, BE 
E 4 HRA HEU IRAE S, Hadamard 指出 这 样 表达 的 Huyghens 
原理 用 数学 表达 ， 意 思 是 指 疗 在 一 个 相应 的 算 子 群 。 这 最 早 和 作出 
Picard 在 1895 年 指证 ;他 所 闫 典 的 是 状态 由 一 时 间 画 数 决定 ,这 商 数 
满足 一 个 常 微 女 方程。 我们 知道 ,一 个 高 阶 常 微分 方程 

y = py DE e- H Paat + pay. 
可 以 化 成 一 阶 微分 方程 组 
Yi = Yn Yg = Ys WA = Ym, Yo Patit + Pain, 

而 一 般 , $0375 gifü 


Pes L Çan, eu DK IKEN. (1) 


的 右边 不 明显 包含 让， 那 末 它 的 解 可 以 由 初始 条 件 
vi(fo) m a (Ixia) 


Adm hk o 
xí a (0; lo; at, e, P C iem (2) 
EE — XE PEE CAR TE FLESID PA EEG EH 
gi to a P, an au (t— 6:0; 3499, e ay, Cim ). 


这 正 是 向 ,方程 组 4 蕊 的 解决 定 一 个 空间 的 变换 群 ,这 群 依 顿 于 贿 数 hoo 
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事实 上 ,如 果 售 p= Ce o, 2 )3€ n EE h B) eis iA 


Tipo pi, 
xH Pa = Cw, ax ai) mat; lo, aA, ses, mt97), 
«icm, 
pes Cnt), n), 
Slc pi Q0 TuT po = Tr Po (3) 
Maa POET T ELÉSUR AE BE, 


Le Roux{1903) 指 出 在 仿 微 分 方程 的 情形 也 是 一 样 的 。 例 如 设 某 
一 物理 系统 的 状态 由 一 个 画 数 广 P; 站 决定 。 了 表示 MEZRA, € 
RTH X un; E Er BPEZE ZUR BUCO 75 RE 
L(w)-0. (4) 
AXHEAMBCT Lipf XE HA EUR GRE to Eu p, DADO C 
2-0 的 一 个 Cauchy 问题 的 唯一 解 : 
一 小 (p; 0) = p), wt P10)= FC P, 005 
这 里 fa fe ZEE SE 
u(p,0)— 


«p t); 


| t= 0 
在 所 请 Huyghens Jri BEES Ik E TESTE ,— ETE £68 r6 [R] PE RAS 与 介 必 中 伟 
播 的 情形 ,(4]) 就 是 熟知 的 波动 方程 

1 dun ou 2*u oia 

c? Ot Js? dyž ' Jat" 
4r FCP)=C ACP), fii $0), FCp; Do (Qu n; D, (n; t). 
那 末 F(p;t)e T(F(p)) l 
EAk tue F AE RER MRA Fr TARET Huy- 
ghens 原理 依照 Hadamard pytt, BRN T 0« tit. 
F(p;t) e TicaTu(FCp)), 


BAR | | 
Tacu(F(p))- TT hp) 6, t 2-0. (8) 
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一 般 对 于 物理 中 不 可 道 现 象 ， 我 们 不 能 由 某 时 肇 的 状态 决定 前 一 上 时刻 
IAS Mam O -RRE PR, TERRA RAR, (EDT 
HEERE RAAR FHAN). 

在 数学 物理 中 ， 兴 趣 在 于 用 一 种 “符号 ”的 方法 求 出 解 的 显 式 来 。 
中 群 的 理 葵 也 怡 好 可 以 提供 这 种 方法 。 

为 了 般 明 这 种 方法 的 大 章 , 我 们 先 作 一 个 简 轩 的 类 比 , 上 述 的 算 子 
是 作用 在 某 范 数 空 间 鼠 之 上 的 , RIT FE AE i Banach Zz Rf, mirt 
T, CU COE) READ E JE— REI E — K (KR SCR EOIRO , IR Ti 可 以 
表示 成 


y=, y= fe, y, s €K, 
TORRETA A t n DIU CS TR COEUR CD RR 
f( f) FG SC), fi, 70. (7) 
dx SCG) Lebesgue 可 测 的 栈 数 。 如 果 它 是 有 界 的 ,我 们 可 以 证 明 它 或 
4E 93345 T 0, 或 者 E 
f(1) 2e**, a 是 某 一 复数， 
ag 


事实 上 ,全 (a) = M Fdt, «, 82-0. 


如 果 d. Ca)MET — Un 5n ERY a. 6 值 等 于 0, 必然 所 5 将 融 等 于 0。 排除 
这 一 不 足 道 情 形 , 必 存在 so 使 对 革 一 外 eola) E0, fH 


G+S & dE, 


PADOS Fa $Y fo Daro ds Coo D, 
Cu 


BAR IORA WAS CARER E TRAA RA 
3, MAT COEM A, Ae a= log Ja) (站 变 成 ” * 
"(lh T £4) = mCG) T ni). | | (8) 


FAE RTR ‘si . 
an=, 于 是 由 (8) 可 知 
9?(1) -(ieee)em (2). 


n 项 . f 
从 而 "(o ma )= atm n EEEO. 
BUT 7 HE REC PEATOREB EH TEER t, 
y) — at, 
从 而 f(D e*t. C9) 


这 就 是 说 ;除非 不 可 测 的 情形 ,作用 在 一 维 补 间 上 的 一 致 有 限 的 简 性 算 
子 半 群 可 以 完全 用 (9) 决定 出 来 。 现 在 回 到 一 般 情形 ， 序 作用 在 一 个 
Banach ÆR E s HATER TAER (Tos H (9) TARN, 
是 和 否 也 在 在 一 个 各 性 算 子 4, 使 
: Ti —g?^ (10) 
Wd. PXIBORARGERERE e^t 的 意义 。 这 里 也 应 仿 一 稚 情形 的 特例 T. 是 
"Ce (HL Te EIYE i rh SLE, 在 Banach 代数 (CE). 中 取 值 。 
从 而 * 可 测 ?” 一 屏 有 种 种 意义 。 我 们 略 去 :- 一 致 可 测 ?” 的 情形 ， 因 为 这 方 
面 的 应 用 不 如 下 面 考虑 的 情形 多 《〈 参 看 [6])， 但 如 果 融 空间 发 是 可 分 
的 , 弱 可 测 与 强 可 测 是 相同 的 。 于 是 与 上 面 一 样 ， 我 们 将 在 下 而 证 朋 ， 
当 Ti goo DIRE pA PAR ERR EDO I C E, Tem hb p RA E 
RARITA FERAS). RINEÓECTIODÍIHREUASGUCOODE. 
先 就 Hilbert 空间 来 考察 ， 因 为 对 于 这 种 空间 , 算 子 画 数 已 经 有 定 

义 了 (第 三 章 )。 为 简单 起 见 , 先 考虑 保 范 算 子 媚 。 设 它 的 性 分 解 是 


i 
| U- 1 et*i*dF(o), F(0)—0. 
对 于 任意 实数 14v 1 
CU ferire). 


- 


462 ME o RRTERC-PAS HORE 
TER EM epa EET O OW FIR: 
Uo=1, UU: =U 4s. (11) 
s—>i=—U, U (H8, (12) 
这 申 第 三 章 的 精 果 水 难 推 IH。 才 Hilbert 空间 $$ 中 有 一 覆 保 范 算 子 
(Ui oio), IBEXORGEGSLELA Em. BRE D (12) Hur. 
M. H. Stone 于 1930 AEA, ZEE — E EI EL PRERA T A: 


4 一 { MEO), 


使 U =el f ei^dE(X). (13) 
这 时 ,对 于 zEg(0 :有 0 
lim LU Ls iar ui, (4) 
或 “符号 地 ”写成 | 
T es =i AU iw, sE DCA). (15) 


到 之 ,已 知 自 伸 算 子 4, SEROSDUGE- T ASTEET SCIT. 4H 
EGOR. Qs) 使 我 们 联 狠 到 量子 力学 中 的 Sehródinger 方程 。 在 
量子 力学 中 ;者 察 n ^B Hi HEBR ER, BEI XS EOS 91:7. AK 


sit s. — PREÁC 
Jd, 7 qe É) 


DE, ECUEPER EE. IEEE (Eo NEER 
(qu, d123- 41) X (s, gat dg X - X (du, gu dgn) 
中 的 概率 等 于 


| ga, 04, 777, qn td gd dn, 
JA vi sc e 8 SL CAR E 


f PCi o gu; 6) I?daidqs, e, dquo 1, 
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是 我 们 可 以 把 由 看 作 Hitbert zB L? pd 7n. RMA EE a 
mun TESTER REA REIR ERU. REKE EHE OREI 7242— 
些 物 理 量 , Pante SES, SEHE Dira, KRUTAN. dE 
基 子 力学 中 ， 可 驱 测 车 并 不 是 用 一 个 普通 变量 表示 , M Eg 
Hilbert 空间 中 的 线性 算 子 43€o5, SEHR IRE A EA RRT A 
29 Cb, Ad deren BLU Sc Ae A RT s d ERE IST TRESR ÉL s JA rr by 24a 
ERR. HEDRA TEES ARAT 4, BI Hamilton 算 子 (对 
WEBER IX — "DOLEO x EET A 38 1d. Sehzódiager 7j f2 

iP. db (10) 


ERARI RZE n RR AREAS DEA. A Schrödinger 方程 性 
AEHECTCUGSECRÉgIAEPZAPRERQ BE Yo 是 在 开始 £0 时 的 波 画 数 朗 初始 
AMKATA ERER TMSU), E 
PEt n. mu D) =U nfi 
ES Schrödinger 5 Te(16)8g BE, xx ER. 
U,-—e-Al8, 

LACARA UR TEASE PARES CR BEDOEHI TERT AE, E 
(13) pr, XI A I iP (UL) 的 无 穷 小 母 元 ; XX AIC HR dI IRES 
ICH TTE dm OE BT. XT Banach 空间 吾 的 情形 ,也 有 类 似 的 结果 ， 
JFE T IBISIEBR XX HL RENE fo XE — TAPER BD — I REESE T- A 
24158 8 (F2. AR T B ILLIS E ESPR ]N BEC? 3 TELER Uo. 
AMETE FIBER, 

前 面 已 经 提 到 Stone 在 1930 的 粘 果 , 这 是 单 参数 群 方面 的 最 早 的 
Lit, J. v. Neumasn 在 1932 提出 简化 的 证 归 。 H. M. Teripang 
(1939) IJIRA XT ER 2525 18 f Banach 空间 的 一 般 情 形 , 卫 . Sz, Nagy 
T 1936 考 虚 Hilbert ÆR p E PRRI R TARS i 
N, Dunford(1938)45 JE T MS HPR, +E ARERR TAE- ECO, 十 oo) 


484 WR EEFE 


”上 有 算 苇 涵 强 右 连 种 性 。 个 群 理 花 与 应 用 的 系统 工作 很 多 是 属于 E. 
Fille 的 ( 见 [6])。 下 面 的 处 理 主要 是 依据 吉田 耕作 的 。 吉 田 灰 作用 牢 
群 方 法 时 葵 马 尔 科 夫 过 程 ， 特 别 用 米 积分 所 调 Fokker—Planok 方程 ， 
获得 有 趣 的 笑 果 ( 见 [17])。 这 里 不 准备 沸 涉 到 过 多 的 购 率 蓟 知识 ， 只 
好 从 略 了 。 | 


81. sEBEDUSESS/IN ETE 


定义 1. 由 Banach ZE[H] E f| E py PEEL TERT. CD Coss 
«oor f nk E RT c ERU e Put d SC Tous TZR: 


Ty—I, PTa = Tis. (12 
ERECTO fcri E S B, SC TEDUET SEIS o CE Rf ERU to 


lim T;«z—Ts, 
ita 


中 群 (ZT:) 叶 做 弱 可 测 的 , Aa EE, olie REE 中 取信 的 强 
HWRE, WR TLl 对 十 每 个 = 成立 ， T ui RRT, m 


CT ntfi Hs VERIOR T HUN RESCTIES. PROU AENA, 是 指 存在 


BEO, B0, fi 
[T je C0). 
例 1. #0, +) L.— UJ — Ei MC HC eU E dE 
C(0, co). AER H ECTS CIC i A Ls 
li sup [aD], 
pst 
O(0, co) 是 Banach Æi] HAR 
《Pir)(sy 一 2 十 可 (2) 
决定 的 ,由 CO, co) 到 它 自 己 之 中 的 算 子 Dt AARRE THE 
UU =U nalt, 57703, Uo I, 
lim U se U ue Gi CCo, oo ip KIRE Be, IRSA) 
(fi^ s C C(0, 0), 


-$ L- zpfERS ERE IHE C | 46b 


[Fielse Q0). 

MIU OÆ € (0, oor FERE PE ECT DI 2 E e P TR 

例 2. d (20 决定 的 算 子 Us f EX LECO, oo) iX, LPL oo, 十 cc】 
Cp TRIER ER E RT A ui fg He P E 

例 3. 在 CC0. co), L" (0, ca), L’ —oo, oa) rh , HH 

(Pi) 8) ce"! -x(8), (Heo) 
(a REOR, E. 表示 它 的 实数 部 分 ) UtGE —- Hl REPETIT HO so CERERI 
参数 于 群 。 

Bi 4. 在 L —oo, 0) 中 ,考察 


æ (7 
(Ui )(3) = 7 — f e $ z(e)e (t0), 
= we 
注意 (UU Ns)= vu * 


w Ay 


1 T 
LL f e s(AdA= 


— æ 


æ [E 0 (—0Y 
t 


=A f roo P 7 6 do- 


oo _(#— XA—c. Pid 
Ed 


= a f a(A)dÀ $e di( 合 0 一 A 一 01)= 


m (s8—X)* 
1 EEr u 
"vy )' HOM Ct, 
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co o? (e—2)1 一 
vA V € 如 7 do = 
2 QUT VER) che, 
= 1 zi 可 一 
va! 
1 um vt T -rtg 1 pe 
Tr V. 7l "vi FÌ l do RT) 
仿 此 也 不 难 证 明 RU. 
29 T REPA lim Us=x( 强 ),. : 
t0 m 
注意 
(rex) ose Venter «cone, 
从 而 利用 Fubini 定理 不 难看 出 


JU rie j ees jr [一 )—x(s) [ds. 
但 | le-or T)—2l) jdete], 
TEHOMBIZE eH, HETER 0 而 -0， MATE Lebesgue 在 
TUD E FEHER HE 


Jim | U,z—zl-o. 
i20 


由 于 [U e —U «| |U i-em — m C092, 
ATCO JEE 
5. f£ L'(— oo, eo) t 
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QU ay) ee! S CO! ap ku), 和 >0 v0. 


k=0 
i < Tim! — (TI? 
a 2; Di mio 
ic S 
可 知 
< ADE z < ATJE 
CUOU eCe > 2 一 2 Cr se im n) = 
k=0 l= 
= g7 ED 2 a(s—mu) Y M” 
"mob i—9 


mp7 $) PD, —e(s— Tu) (Ui, ,2)(8), 


m 
部 UU =U, (60,770). 
{k Fubini 定理 ,并 注音 
a © P 
e DS ， 
k= 
不 难 验 明 IUK . 


再 依 Fubini 定理 。 


[Vw ale S CT epos b) C) Ee 
ki . 


«eH y OD aaj 
0 k=l 
—e7^! (e: —1)2|z]—0 (0), 


408 ENR AREE 
MaU C) Hg SR E ERG 
EEL CORRER TI DEEP RE, Mkyk k 
2e 集 
lim PE | 由 一 iaf 282: 
fo t ipo + 
HEHE PEE MA Wt In AC, TELS Co 还 是 标准 型 
inier 


| = ye coo, 


Tig li dr TR BRY 
WE  AnfRqE—d4 [pn Le, 51 mmn eA. TK Bolzano-Weior- 
Batrass 定理 必 在 在 一 数列 (ta); 使- 


lim t= to € La, b], [Ps li zn (e 1,2, 7). (a) 


oo 


由 强 连 炉 性 得 知 对 了 于 -~ 切 x € E, 
dm T,= Tiu. 


依 共鸣 定理， TP 50-8. 


4 p(t) = log |T.l, 
那 末 因 HT = Te Ta |, 
Eb: pt -Fs)s p(5-- ple), p(0) —0. 
TER —g(nd- msc po) H« pn), om 是 任意 整数 。 
E AREE int 108 IE] Lass 
00 4M 

的 情形 。 对 于 任意 62-0, 可 到 m, 使 

A). <y +S. 


EREE n RRR n— gm-rr, 0ra. TAE 
POD = p(qm--e)s p(m)-E H pm) 9 p(r) = PC) t 20), 
9 项 
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pin) = pim -r) -gp(m)- t pr)... Dm) qm ESO 


n qm -+r qmr m gm+r n 
+a PEY gm  ,p»(n 
于 是 YES - «Cy 8) myr t. 
D 9800, m fre [e| xut , p^ A oO, 从 而 
lim Z) =y 
Te mn n 


现在 者 察 任意 一 租 实数 %, 使 t oos A eum [A] 是 和 的 整数 郁 分 。 
HR DL keut En, OSE -1l. ny 


EOS) EO CORNER 
DS. ^ En tEn 


BERR [PE Ussess1 中 有 界 ， 所 以 POVE Ox E71 中 有 界 , 从 而 


dim 一 一 加 (大 uec lim im PO), 


now n, næ Pn 
pO«) g(5.-1)— B(1-—84) b, 4-1 
LES An => ELFI —— CA. 7 
从 而 lim £0) z> lim Pat y, 
t-> oa A, n „+l 


合并 上 述 ,可 知 对 于 任意 数列 入 co， 
lim PO) 存在 并 且 一 x. 
H+ "n 

RUS— TAA Shri HA E SEA 


让 


Te HE 
— a UA M" 
Qul: 3 A m i (85 
序 使 花 括 号 中 的 弱 极 限 BEATLES e C H s EE PJER ZE DE ETTR, HER FH 
APTA SEA, 


lim 
天 一 由 


U eU i yc AU s U,Ax (58), 
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证 : XIT e COE, WR E SR RR ERE phe), pir 是 由 LLP, 00) LE 
中 的 连篇 画 数 。 作 Bochner 积分 


co 


局 ,和 一 Q(sU ads, 
5 


如 果 e(s)e** C LICO, 00), IKSIS LEE S6, 定义 7 上 面 的 Bochner 积分 
确 存 在 ， 因 为 eC: alalle 我们 的 证 明 主 要 是 让 

{Cse C E) 
在 所 中 向, 而 对 于 元 C. 


Him 


lo rm 
c Pp (H) 
A40 


疗 在 ， 为 了 证 明 42 e EE hA RER 22》 使 它 的 值 主要 集中 在 


U,— 


o 的 附近 (这 种 方法 在 了 ourier HARER C HD TE H), 于是 由 于 对 是 . 


IDAJ s 什 QU — Door 按 范 数 很 小 ,不 难 证 朋 所 昌 求 的 。 如 此 ,必须 取 
适合 上 进 条 件 的 e(5). BII padet: € LICO, co)， 使 pCa) Biki TRA 
$r gs) 着 满足 


m ^ Bel PCs—h)— 909) ey ds ; 
im f e | ^ t9) |ds ü. (3) 
Sem E. IR 

9,(s)exOe nt (070). 


这 时 ， eis) e 一 55- 
注意 f Oe7** ds = 一 es =] 
Ü 
Te (unc Steel 
h 


Ty 


= f 5-—H)s 


A 


(= etel -5)| 


ds o (hi0) 


L PRA A 4 


Dy 8 EER, STU & Je ph, E ERALA TEHE PRESS 


2 丰 同 阶 小 最 。 由 于 elses jej xb--UpsgExn. S >e H Cs 


ff dr HB 


Usi. 一 ILLO ES M QC )U x da = 
ü Q 


» 


en h 
u f gh) 9) U x ds 一 二 f 9(8)U yt ds, 
A ù 


SERA Uo — I EH. pO m Xs ERR RR MEG) 


| f 2 pa, fere 


< 


-| f [eee p + g's ) jest jenes 
h 


Jade 


< f eon | PEHEE yrs) | 
h 


| 
h 
+ ee 


eG) |lalds>0 (i205, 


DET Bm - D 存在 ， 且 一 C s é(0)s. 
HA e) 二 p(s)， AT p23) 二 一 8ps(s), 可 知 
lim P Uso, s tig GR) =C rea), (4) 


为 了 证 明 (D eo CE) EE vh, RATES 8 足够 大 时 , One $5 e E 
够 接近 。 事 实 上 , 国 f serai, 
Ü 


42 ooo Tum WEEN 


ieri =| beca ys < 
ü ` 


<| fechas +| Ç ber recae . 
0 £ l 


先 取 = 足够 小 , Eose M. [Uus]. ATAT ERA 
第 一 项 | 


< 


es] 3 
C 
ar 
m 
i 
& 
| 
| 


而 第 二 项 


J-E 
MT e EcELIETS S> g, am’ 8 co nid 于 是 依 C4) 可 知 使 
Ly (5m) 


«ale f Setormendeoepai[ et tygra], 
: . 


lim < 
A0 


fríitWy TEE 392. Wijt 2 AEE ER, 
现在 求证 定理 的 第 二 部 分 。 对 于 wx& D, PEREE EXPECT n dad 
8. 


U, lim 5. 
Aio 


l.x(- lim Ciee teas (88) n 


— lim Us 
PEE 


Mi e EDU aE D, 井 且 AU w= de, qXORJRER, AOU, 
.  Hj(5) f£ Banach zz[H] E rp Hi f hie PRUEC Uis 的 右 弱 微 商 PiU tz 


—lu(u, E) 


O ERER AAR Hilbert WPF RRRA Banach f 
m. t i ` 
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存在 ,并且 


os D4íU æ= AU i —U, A2. 
又 抽 象 画 数 U4 对 t IRRA, MAATE SEE, ARN 
D, (Ui) = f(U cA) | 
ERREAK MATARA AKEE TRAE A 
uar, Tdi iE, up 人 Use) 一 12)= DSU et Qosz 
«£t. 


i t 
Kumm OE 1 D, f(U yds = 
° t E i 
= f fCU Anda ( f U Ax di), 
0 ù 
上 式 右边 了 里 面 的 主 目 是 Bochner H3 fCE* BEER, aA 
Ut =w= U ,Àx ds, 
j 


Uds BEA: 5 RSIR ERR H $e, TY, 


id 


UaU uud LEAL 
Jim Un Us) im jv daU An 存在 ， 
E32. MESKER (UJ BER? 中 的 关系 块 定 的 算 工 4 由 
做 中 群 的 无 究 小 母 元 。 


FERTA PRIRA SETTER. 
定理 3. mE PRR EN A ERRET, WB 


r= ay (SB) 


Q MIB THERIA EUER RS P5 CUR BC MI GF I 


A74 第 四 -* HHE TAPRE 


Myth E EIE rp pt RREPERECT E E PER 
i.i -区 | ， Qo» 8). 
TiF: ux aED (n=1, 2, e$, 
lim z,—z (44), lim Aziz QR, 
nue Fi Tn a] 
由 定理 2 的 证 明 ,可 知 


t 
U sm — = f U,dzds, 
ù 


在 两 边 取 n—oo 时 的 强 福 限 , 不 难看 出 
t 
U,z—z- f U,Az das. 
LU 


由 定理 2 的 证 明 的 最 后 部 分 可 知 2€ D, PH A=, ATE T A H 
于 性 。 
为 了 证 了、 在 在， 首先 证 明 AAM 的 值 域 YS (A—XI)fg E in gg. 
如 果 不 然 , 那 末 必 存在 了 E ET, d 
fgE9, f( Au — hu) — 0 X1--U] w € D pare 
Ec A UC, 所 以 对 于 一 切 5€ 3, 
fCAU i0) = LfQU x). 


AKER, BUEN Ua), 
Nc E ICU a) 满足 上 述 微分 方程 及 初始 条 件 
fa) ef, 
从 而 解 出 ,得 Ks) = fet. 


BEAR 256, mi 5D — E, fpe e C 5D, UE aE 于 是 当 io 时 ， 依 
上 面 等 式 SU) 是 无 界 的 。 但 另 一 方面 
CU rm) | FLU s Meis He le^", 
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从 而 当 Ao B I, 5g ERIRSORIE SS 
现在 证 明 对 于 一 切 2€9, 
1(4 一 XPDziZ( 一 8)lz|. (6) 
AEREA, 5 RE DEESRIE BR DAEA EREA T DA Ay RE EITM 
<<1 一 上 ,而 定理 就 完全 得 证 了 。 事 实 上 ,由 于 
对 于 任意 y EE, Ian E D, 使 
lim (4—X/)z,—y (5 


fKCOD, ICA— AY —) [220 — 8| zo va}, 
MTERA BOERI mus h TARR T SER CD. 
HE CA— Mss — y, A i S8 (A — M) — E, TERRE 
M T SEBHCOD, RE TEXE x € D, |o — 1, 使 
ICA—MDe] ac. — B). 
HRATT f EEY, (e f(2) — |e| —1, |f] 1. E 


Iam =U Az =U wU AA yn, 


会 pU m FC i), BU) m FCU CA M2), 可 得 
SEA - ke (D (0, pC0) =1. (7) 
解 出 带 初 始 条 件 的 微分 方程 (7), 便 得 


È 


e(Deen[ È erpen F, 
Q 


但 | CO Le FTO ICA 7M e ae? 
从 而 P Se iagt Qe) ->o 0209). 
这 与 [pC cif Hus eK": 


7 JÁ. 证 完 。 


416 WUR € RRMEREOESUARER 


定理 4. 在 定理 2, 3 的 条 件 下 , 4.5 T, 变换 ;天 且 —- 
æ E E==>AT e =A(T ,— D)e, a € D= T, AmA, — Ie; (8) 


T s=A 1 e Ua di(zC€ E) (&»- 8); (9) 
0 . 

lim Tx—z(8) (EE Cn RARR); (10) 

lm ATys da ( 强 ) aED). | a1) 


QE. 对 于 在意 eC E, 


1 1 -1 1 
(1—4 ar-a) x=, [M Ts AT, mon. 


区 对 十 «€, 
(1-4) (1-+ Aja, 因 T,s—3-T, Ana. 
于 是 (38) 得 证 。 
在 定理 2 HAREPH PE, POET 2 € E, 合 
"NOR 
AC, m QU S — p LOH o -—A(C,. — ID, 


因为 
C ymo f — o1 (8)U m ds X Ve QU Qs «10 an. 
D D . 
Bb, 
(1-34) C», Ao, H C»,2—T, (1-54) €, — Tm, 
X > 和 


e 


于 是 T e 1 e, COU a ds È eU x dt (kc). 
0 0 ， 


由 《8) 得 s= EP At (s C9). 
但 依 定理 3 7,|<<(1 一 全) ”< 一 上) ,这 里 mm 表示 第 一 个 > 6 的 
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自然 数 。 在 上 式 取 noo 时 的 极限 ,得 
z= lim Pus (RR) ED). 


ERDE, B PILE)", dog S o EEERCT PAR ALIA 


0 
件 ,可 知 
w= lim Tus ( 强 } (mCE). 
TJI HE. n 
HF «€ 9, 由 (8) 得 知 AT, e= T, 4», 从 而 由 (10) 得 (11)。 
ik 在 定理 3 中 , 答对 实数 >8 ERA RRERT T, 的 存在 。 
但 只 要 R0, Ex U 05 pic A 


l r(r-a4y 
“是 有 界线 性 算 子 ,满足 
注意 U RO; 4)=}7, ~ CA AY-1 : 


正 是 4 的 称 解 算 子 ,从 而 由 定理 3,4 知 ABTIBIERECT EH ERE, 
并 且 


 ROSAy- V ez (€ B). (12) 
这 式 在 以 后 是 有 用 的 。 i | 
定理 5. (表现 定理 ): 在 定理 2.3, BET ATER 2 CE 


于 任意 有 穷 区 间 中 的 二 一致 地 


Uoc dm e^ "aem lim. EGAT a GRO. (13) 
Hindi nm o 


Xr. 由 定理 4 的 (8) 得 知 AT. 是 定义 在 空间 EO 上 的 有 界线 性 算 
Fo FE AT, CEW), WATER 6/77" 是 指 C mm do di 


一 一 -| 


ATB sepu ERF 


EC 4). 
m-Ü 


AG), 0 pamm Mcr Decimi 8), 


ATRE (14) HF i BSEERCE SUEDE ROSE E — BOCA, nu O14) 决定 
ECE) 中 的 一 元 。 由 (8) 不 难看 出 ， 


MATT. —tuI 
e 一 6 et 了 


这 里 e= e=, 于 是 ， .由 Vr. -£y ,得 


一 bm 十 $) o2 eE 
jetta EE) ee 
由 C99) 不 难看 出 Tr 与 Ui 交换 ， 从 而 AT =n Ta) Wi E; Us 交换 。 
XT oe€55. 由 定理 工 得 


[Uee Ta] eT D, | —e Tn Diz| i= 
o 


rat 于 三 


£ 
EM 
0 
E 
=l 1 g 70A. U.(A- AT eds]: 
0 
1 -1 
D «f (0-5) aenea anal de . 


这 里 利用 了 下 列 做 分 关系 : 
ecc DAT SU a= 一 "v (— AT QU ji 十 git-154T n AU zz 一 


(ome DATOS (A AT so, 
EA gs ! 
注意 eiTe quo s pO oscesci 时 有 界 。 由 (11) 可 知 , 对 于 


$1. PRIMA ET l rg 


EERS RKE RES i 值 一 致 地 
U;z— lim e4T«z(58), 2C 0. 
or 


-但 DaF, [ViKe 
purje < 
如 果 t AAEH Do, 四 rz fes AATRURXIUR EH COIT — U s € E, 
对 干 任意 有 穷 区 间 中 的 一 切 上 一 臻 成立 。 证 完 。 
定理 6. SEA Gorg fp Banach 空间 上 的 稠 集 D=DCA) 上 的 线 
HET H 


ety", 


n 


| T(r- ay" (n= 1 2) 


. . -1 . a ` 
RE SE TOSTAAT HEJTIS -E) (538 


rr 


(U;|£2:0) EATEN EDA, 


$t R CIO) pir. | 
i. YORBDULAGIEPRBRQNU SER, GÁGLMBEMCTOUN 4 BORGO) 
群 的 无 穷 小 母 元 的 特征 。 l 
征 ;， 不 难看 出 (8)(103(11) 仍 成 立 。 事 实 上 ,由 


(1-X aram sm 5 n( 1-2 4)e- ED) 
立即 得 出 (8). Hi EERS, A noo, 利用 (8), 得 
Jim Tur-m (58) (s € SCA. 


E)' » Ha 表示 
DB 的 第 一 个 自然 数 ), TAH LIBIBREUOUIHER vCE ttu. X 
与 定理 4 的 证 朋 一 样 可 知 AT Az (ER) (390). 既然 Tu ACC AT, 


REIED. HEE (Ps od 一 致 有 办 (<(1 一 B 


480 | Bp BE TREE 


可 知 当 = E D(A) 时 ， E 一 
AT e= T Ads (WR. 
A UPMgliTa 


. pt ， 
优 定 理 5 床 明 中 的 最 前 部 分 可 知 UPTE REX, 


dU . gU TR C getAT, 
Ld arp lim * 必 二 
di ho ^ 
ChAT 一 p ' 
= dm $5 "7 l.yar, = AT etA ag = 


hæ 


i = APU Pa = UM AT, 
这 里 利用 了 A 的 无 穹 般 数 展开 式 。(U4 7》 是 太 性 算 子 的 强人 加 十 标 
准 型 单 参 数 中 群 。 出 定理 2 狂 明 的 最 后 部 分 可 知 p 


Ua j UO AT x ds xCE, (15) 


PEBH, Th Ej T» 交换 ， ATAP m (T D45 Uie tet 交换 。 于 
是 与 定理 5 的 证 明 祖 仿 ， | _ 


t . 
UaU Paje] § (Bes) = 


t uu 
-| j Let - 047 UG AT, — AT, aida i 


«f. s-o 6-9., efe- s). “| (Pu— Tr) Aol de, . 
依 (人 1) 对 于 任意 rED, 对 于 i MPO CERE S CC, — con 


lim: UtOgzzÜ,« (98) (18) 
n-a f 


i e. ge Ba . 
iE Ui BRE D 上 的 烧 性 算 子 。 但 [UQO|ezel Ba cel 7 。 
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(t ECO, a pā $E, 依 第 二 章 E 5, Q6)S$]-7T-- Us C Eng. Bi (quem 
JESBESEGLIEIHQUORETBES BOIS noo, 着 利 用 (11), 得 


下 六 一 区 一 f U dads (xE D). E 


EM A, "—— BAE 
定理 7. (Etone): PCU) 是 Hilbert 空间 岛 中 保 范 算 子 的 这 入 时 

参数 群 : 

^, UU Ut oot, 8« 4-00), U=; 

2°. lim Viw=U na (E) (ED — 


>to 


屠 玉 必 在 在 直 件 粮 性 算 子 


m 


H= f aano, 


使 . : U; =e Fz 1 giie CBA 


证 : 依 定理 8 及 人 A, 使 
U.— 


lim ilam n (38), 

71] E a AU m UL As (GR), 

A H= iA, XET o, yE DC) CH, 
dena dona. 


T 1o Uy) 2 =i f(a, U,y) ` 


MN 
(n, —i4y)= (x, Hy). 


Bt 
D [UOO,—U.| « Ue DV + Ue Us | sl BI elg ua 
ta — en» (now) . 


ABZ Heg TES FS: 


BRER, HERMA T. 

由 定理 3 KJAERE 33 (H - HU) — Q, m tee arn. 
同样 ,全 £o, ti RT EHI (H —D)— $$, ARERR H Ay Cayley 变 式 
V EN AEE BER. BARDE 


uc 


H= f AGEA). 
利用 定理 5, 得 
a1 ilgY -I 
Uw lim ef 75.5. jim e ( ? ) laa 

Ti an t ne 
= ni 1 LN ^. 

= jim e ( ^ ) lanz- ~ 

TRE oc 


wia - 
= Jim e dE (A` = e^ t FE Ami E 
LJ f ( ) |j ORES 
xx B ZEBUSD-S T UBER A NA m 
tA Adl 


= < —K A o 
yes ze AF 


1-4 
Eo 

T£: 在 Stone 定理 的 应 用 中 , 常 需 把 条 件 故 宽 。 事 实 上 , V. Ne 
mann 就 可 分 Hilbert ZB f BEA CE HUE V: JA i 32 RU RIERH f. Stone 
定理 。 下 面 证 朋 这 在 一 般 可 分 Banach z£ tE UL EX rc 

定理 8. 设 吾 是 可 分 Banach =i H- Megi ECGRDECREUHDEBRE 
HERT Uo) 满足 

UU, Ui; v Ct, i'»05, 

HLHXPTIEX CE 与 EB 了 (Um) E € PHA SUCK Uim 是: 
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DOE OREL, ÈITE EE, 


lim Uw= ;0% (38), 
tt 


TE: 既然 召 是 可 分 的 , 而 Diz 弱 可 测 ， 依 第 一 章 $ 6, Ue 是 强 可 
测 。 表 0<w<3<8<5 H BKE e, >o, MR 
Upæ=U nU pa) — 
FEL Ej 7 3835, DATE 0 Bochner 积分 ,得 


B 
(8—aXU sse De) h UU uL Uu Led, 


4r £—9-—r, dy — —dr, TA 
t—B 


B= Uea Ve È uius ver. 
. ~a 
{X Bochner 积分 的 定义 ,对 于 任意 92-0, 可 取 阶 段 画 数 Ver, 使 
i—a—s 
{IPU elä, 
| #—H—s | 
AH (P a| KU]. 


TENTAS HÜRCE LS A, 全 
VumaC E (HR ica), V0 《如 果 ticA», 
那 末 , 对 于 这 个 Fu 
£—a 

üm. | 人 re 

£g) EB 
因为 4 与 把 4 移动 土 s 所 得 的 集 的 对 称 差 的 Lebesgue 测度 随 5->0 而 
一 0。 由 此 可 得 

| I -U ello 

证 完 。 
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82. 玫 个 应 用 的 例 
下 面 举 出 前 节 中 灶 果 的 几 个 直接 而 有 趣 的 应 用 。 
我 们 普 先 注意 $ 定理 中 的 表现 可 以 改换 成 另 一 形式 ， 在 某 些 应 
用 中 更 为 便利 。 设 (0) 是 压 贸 各 性 算 子 C 妇 |U «1 8958 zt ERES 4 


中 群 。& 1 中 的 (18) 可 以 写成 
U,—I 
Uis Wm e A z(R) (eCE). (a) 
h—0 


X bh Vae Ui, 
ME 
2i; tr 1 — 
letra | 2 |e A hr «e “> (s 3] iota. (2). 


TH S1 EB 5 HERH, TA 


[U eeta m|| = fet PT U un] st ttn U ual = 


F ne t 
- : aor jl j et o" 4U, CA -Vi)ods| 


<f C4- Vaalo] CA — Vil, 


dE e ERREA SEKH Co, o] Fo Jn e C DA S15 
理 2 右边 随 hoo 而 一 0， 从 而 上 岂 一 串 不 等 式 最 堪 端 也 0. BLA 
DAE E BER, mt CD MUT e^ 按 范 数 一 臻 有 界 。 md 85 


的 精 果 ， 
[Uia — eta [^0 (80) 


对 每 个 zE 吾 成 立 。 这 正 是 (1)。 
例 1. 者 察 在 1 中 论 过 的 算 子 
l (U2)(s) =2(1+8), 


486 Sm RUTRCOSUAURE 


U: fF. Banach 空间 OCO, oo v BSF ji ER UE RCT- 38 E. — 1 992 SCARE P 
群 。 注 意 


B Va (Di 一 Ta 一 Ln ec) 
从 而 用 差分 符号 
Ape = AfUam(s--.h))-—zx(s) . 


^" 


及 Apre CAD) "w= Y (DEHA) 
' k-zü 
不 难看 出 , (1) 成 为 


e(s+t)= lim ax) Aic. a’) 


这 里 极限 意味 着 对 Oo 是 一 致 的 [对 OLL 为 任意 固定 数 》 
也 是 一 致 的 让 
这 式 可 以 看 作 是 Taylor 公式 的 推广 。 由 此 可 以 导出 著名 而 熟知 
的 Weierstrass 逼近 定理 。 事 实 上 , 设 zt) 是 CEo, 1] 中 的 两 数 ,全 
(=a) (ED. 
更 把 s(t) 延 拓 成 0《0, oo ) 中 的 元 。 对 于 任意 固定 的 se>0, D h E 
够 小 。 依 C1) 可 知 | 


a(t +8)— 3a EO [<E osceetoo, ote), 


上 不 等 式 左 边 的 无 穷 般 数 一 致 收 人 COscoecoo, 0271), KE RE 
SRAL 4 s 一 0, 并 取 自 然 数 mw 足够 大 ， 使 这 个 一 致 收 襄 般 数 的 前 m 
项 之 和 与 整个 般 数 相差 任意 小 ， 就 得 出 了 OOE OsCICI 上 用 一 多 项 


Qj Aini Murexagse. IIl, E: 数学 分 析 的 数 秆 方法, 第-- 章 2。 


$2. JLT- ISLAM 


RH — Sol Ur. 
例 2. 考察 C(0, ww) 上 的 算 子 
(U,2)(8) —e"'a( CC Rao), . 
AHU «EL ELE S BIS RC BLOGGERS HR S1 EH 4, 得 


m 


ga 5 )ex( T5) —n f etette ajdt = us m2). 


如 一 点 
D] 


如 果 % 是 够 大 (使 E(n—a)—0), 于 是 
CAT 28) TaI Jon aa), 


Ti — a 


AA 


2 g(8) — ac( 8), 


(42)(3)— lim CAT.s)( 5) lim. 


例 3 考察 二 (一 ce, co) 上 的 算 子 
4 NES 


Uax f e E Çapa, ox» 


(U GERE EIE BE T Bon ESTE. PA $1 定理 4, 得 
at Kinn 


voe Cayo) V stie § -ine * di- 
~o 0 


em 


-$ vwe "I i z( T )dt, 


一 - ur 


这 里 我 个 利用 了 下 列 公 式 : 


f US) as 
2 
0 n 
如 时 Xe) 是 LIC — oo, oo) R38 LUN TC ARE 


488 AAR CRRTEEIG 0945 8Y 


Far e -2v ns 


rarty Rs)+ 


. (5 
=- n f Y ne 
tov f Vn 


E! 


Zay ne) CO ETO 


San G Cr ydr -—2n2(8) 十 


A 
而 ya (s) an EL 
十 如 人 V ne 


4 


-2y no) rye — 8nz( 5) = Amy,( 8) 一 


— Ana ( 8). 
于 是 . 
CAT (0) CA (8) =n CTs I E)E) = ny8) ne(s) = u 
O 
注意 对 于 在 有 和 穷 区 闻 〔〈 一 w 0) ATEH LRE - 阶 微 商 B^) ps ie 
z (1), 
—2y n |s | ! Nu 


E 
—mu 


$ YE -3y n |s—-| a''(r)dv el (7) v^n € 


esce nut a(T)r—' 
cO 
你 


一 人 Dr gma 下 


$2. JL^- Hg Fiir Pu 480 


— 4n? V serye 2 ^ 7g, — 


-4 


a 
z(r)e "V" 7r 一 


* 


一 
—9nz(r)e SV? f 4n* 
Li 


-3y a |s—r7l 


santos f Ve a(r)dv — yt (4), 


BU y;— Tux". fK8 D ER A 的 第 三 式 , Tore), 可知 
VR zya (88 ). 
DOU T TET 25 EXTILTLSRCT SERE RUE OC Ur ni 的 FH fe e(t) 都 成 


GEPEPERE LE DE REHH ORT ac HE dn] em Tao, Aga l- 4 yt ATAF 


4 的 并 性 可 知 , 因 m ToC) v CR 
z€D(A) H dna . 

于 是 得 知 ,对 于 这 样 的 zs(s)， i i 
uv 


SO (e— 
Uo, mU oy) m M f. e T (ozio 是 — 


Gau go Te Ead , u(s, CE 


«n. ARATAKE RETE | 

fm luce, Duo T. | 

"994. cm L'C- eo; — 
(Ux) () e e^ b "n 


k=0 


这 时 


| 460 HR ERENER 


yule) Tw ) (8) = 


- + 
= 1 meat ^» > CD a(s — ku dt = 
ó H 


k=0 k 


nAk 1 
(n ES 225 ku). 
Q 


b: 


IETA v, 24 noo Ir SEOR 6X 
CAy (8) (UP D) Cs) C4 Y(8)— 
- lim al nA, . z(s — kw) —x(8) | 


NACE AE 
k=0 


> n nÀ | E 
一 imm [e z(s)— «QJ MCENS SS — u) F 
| =I rs) — os)]. 
XC AERE. - z(s, Dem QU æ) (6). 


输出 了 傅 微 分 应 称 
28s E) —ÀA[2(5—u,5)—2(5,£)]. 
的 初始 人 问题 , on 
ott 7 z(8,0)em(s) 
的 解 。 


例 3 是 一 个 更 一 般 问题 的 特例 ,我 个 在 这 里 略为 评 明 一 下 。 瑟 .Hille 
便 考 唐 了 所 请 抽象 Ceuchy HA, m Cauchy 问题 是 指 独 出 一 粗 仿 
微分 方程 , 依赖 于 ntl 个 独立 变量 ， 设 从 变量 4 的 初始 值 在 这 m+ 
条 空间 徇 一 个 曲面 。 LE, 求 这 方程 粗 的 解 % 使 它 在 s 上 取 烙 定 的 
EAE , DERE HE — T EE HELME BI ETE BD RE LR DIEA T SEES oi oe rl 
不 依 顿 于 变量 # 的 线性 微分 算 子 ，* 表 曲 面 ~ 一 0 求解 方程 


Sy- Ay, 
| 初始 条 件 是 : 


* 


§ 3，。 几 个 麻 用 的 例 ami 


YCS, c, Sm, 0) = Pal, + 6m). 

优 此 ，Hille 提出 的 抽象 Cauchy [ILES , E TRE HI — EE PE BET", fe Ff 
在 一 个 Banach ZHE F, 2E X. hi E CK peor, DA 5 OL CAD, 
设 yc E BEA, KRAT t mE E PRERA vC — 
=y yo) BT e 1770, 

.. OD yD EDA); 

(2) v'CORUDN i BE v COZRÉEAE RHEA t, y'O) EE; 

(3) Ay() 9 y G); | 

(4) m |y 5: ve) —ve[ = 0. 

Hille 称 解 V(t; 9o) 29 IR ERE TR. yC; 0s, ERRI V ER 型 ， 


指 — Tm eg [rts so<to. 
t-J 
FERR Hille LAMAER, REAREA DHR MSBA 


背后 面 开 列 的 有 关 文 献 。 
定理 1， 独 4 是 阳 模 性 算 子 ,其 点 二 POD f IER AUTE ACERI, 


DLE ORAALIE WS R edge IS] SE P CE 83,05 UR 


| 证 BOXE AT ve C E, ARI AS Im EXT AR BERCOEES A^ 
SASECERIEMDO MESURE 。- | 
| xD- 人 MO B 四 i (2) 
zx AQ» 定义 的 抽象 图 数 ,因为 : eco Hee dapes 
| ig tertuli- 路 -et JOKER (3) 
从 而 (3) 是 有 定义 的 ， 并 自 是 83 EHTRR CS HTW ROJS 的 六 
值 ,如 果 0<a<B<o0,@ 

D XBGUHTAS E S684, DATI eCe) Eig Bochner PUMA IE, TAAN 

EEE TAO To Qr) b Ji Bochner TRI HELT f z((de)— S OCO 
. RR HL. WEE VWIREPE RE FASCE T JERIME Ra 


402 TETUR REETH 


af Benson] f ayoa fewa- B 


B 
ety (B) e tyCa) e org 
G 


XE BI2S ESSPRREISUO RTE. $ a0, >w, Xr ME (GO 趋 于 
ALC y). fE ABIRE, 4 | 
ACELA y)) SALCA; y), RAJD 
AUR LO 92258, SIR LO ORAT A A lE. A 相应 的 固 
有 元 。 因此 ， 如 果 4 的 点 尾 不 在 某 一 右 人 生平 而 中 稠 ， 必 存在 六 迟 在 这 
右 御 平面 的 一 个 开 集 ， 使 对 这 些 2 jE LO: 7)28, 从 而 Ls y)=0, Br 
My CO BL ER (1) 9, 证 完 。 
”定理 2. 如果 A SRRSERE U, = UA) TLA Cose tot T DELE 
CCORGURINISC V OPERE SERE 
duce B | 2000 
的 抽 急 Cauchy —Ó—— AA CE AUR GU Uns, 并 且 这 
Rf — RY, 
. iE f& $ 1 定理 2, 对 于 wn EDA), Uy f C) NUM Ug 
gs, Jf E PRAE HUNE 6, dEBR. 1 Ame Cauchy 问题 的 正规 型 
解 是 唯一 和 的， 而 现在 要 证 明 它 ERRER CPAEI ARID HAA RR 
EOD -y 0; RE EA TE PEDD, 3E EDU £0 BETHA 
TERTE eLo t) moo 


SU ay U "ue —U LA 一 ə. 


把 上 式 从 0 到 + 积分 ,得 
Uy) Ug(0)—-8, 
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GEAR y (0) (0; 69) O, f 0-6, Eo 

定理 3. RARA T 4 生成 一 个 在 :一 0 SOR RECTE ETE 
BE(U.) (ctto, Ve=1, ; 那 末 为 了 Usyo EHTE (4) 的 抽象 
Cauchy 开题 的 解 , 必 须 且 只 须 EDA) 

证 事实 上 ， 


1 T I 
On UO mo Uca, Ua —Uso)y, 


从 而 Un € 多 (4) 或 者 对 于 每 个 成立 ， 或 者 对 于 每 个 上 不 拓 。 这 正 
MEAT Urn 是 方程 (4) 的 抽象 Cavehy MERA, ZAER A yE 
€ SD, IESE 

注 在 一 定 限制 下 ,定理 2 的 北 也 成 立 ,事实 上 ， 如 果 4 是 笛 定 六 
线性 算 子 ,下 列 定理 成 立 。 | 

定理 4 BAIHEDEERMEDT, m 4 的 抽象 Cauchy 问题 对 于 
B m E DAREN — BIA YC: vo, 满足 : 

TECEOITE TS | 

UK A BREERECT- RO; 4) 对 于 每 个 满足 ENSO 的 变数 和 存在， 其 
B, AEREE TEARS RPR) W Uy y (9o) 

u EAS 


L(A; Yo) = f e7*!y(1; yo)at. 
o 
不 难看 出 
[EO lll «77 atm geil, 
0 


9810. 
BERTA y > LQ^ yo 是 定义 在 (A) 上 的 楼 性 有 界 算 子 。 HR 
AOGDE E HH, 这 个 有 失态 性 算 子 可 以 延 拓 到 整 空 间 吾 上 去 ,成 为 有 
RART ROO. BEER A REPOS ; 仿 定 理 Y 的 证 可 以 导出 


aud PUR EEEF 


(AE AEC; Yo) = E(M)7-90, yo E DCA), 

R erty (E) 24 i0 EST v(0) — yo, BER CAD — E m AA 
BET, 上述 关 对 可 以 延 折 到 整个 室 间 上 。 事 实 上， 起 ncE, WE 
DAJ, 使 gr>zo， 那 末 DON DO 20), (M — AEQ y) — eR, 
MATIE A RSPE PERO ACM — AJLEC; 29) = 2o, RADO, 29 € E 

现在 利用 解 的 一 意 性 , BRIERE A 5, du vCOAE(OR 
RECESO), MAN io EEE KJS 7-0, 那 末 区 4 十 如) 也 是 一 个 解 ， 特 别 如 
果 Ct; o AE CA) B BE DBR vC + io vo) 也 是 它 的 解 , 拭 且 也 是 正规 型 。 
24 540 BT , yCt- for 90) 9 (1o; yo), AABE vC yo) ACRES i 
的 ,由 此 可 知 ， 


Vt taz Y) = Co; yo)), (5) 
， 因 为 右边 的 项 也 是 (4) 的 解 , 也 是 正规 型 ,并重 0; Co; 00) — yo; Yo) 
€ DCA), 05) 对 一 切 正 数 十 及 每 个 vo € DC ADJETR SEN MEE 
RIER T Ui(at« T o9, 具有 下 列 性 里 : 

U;go—y(5;yo), O-«t«-Foo, y EDAN 

Unat m Ui Us, Occhi el e -- 00; 
jv «cts (8) 
|U igo —$o|| 0, t4 0, Yo € DCA). 
这 里 U, 是 定义 在 DOA) LAARA T m CD - E, Wi 

可 以 延 拓 到 整个 吾 上 而 仍 保持 (6) 中 的 诸 狂 实 , TE QUO XE Ho ip 
BOTIESCRIECHED SERRE. SRCU Ong top BECA A' M mifi $ 14 
T BET A 


RO; AN) f e->U adt, RASO. 


与 Ch; go) ES ER, 可 知 
B(A; 4 tO; go) = EQ, NEDA). 
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x AA. LESAR EAA ERT: RI ARXXERGNGUOU fS yo € E. 1 
Zo MEEA 
(M — AJRA YY Yo 
HEA yo € E R fic $ 1 定理 4 及 其 下 的 注 ， 
(AMI — APR, A) =I, RO, AQIL — As — (e € (A). 
TER e CDY, HR ECT SCA) - 98 EO 47), TAR TL 
w= Rh Az, 2 EE, 
于 是 
A'z = (A! ADEC, A Je HARCA, A'e 5 一 * 十 NBRCX]z 一 
—(A—M)R(N)s HARAY = ARCN) = ARQ A')z An, 
ARER, ACA, MEAE A HRE, T EGO A)  ECRO) 
2-0), EARRA RE A fr or d AA € E E ATARE O= 
(MI —A Dg —(M—4A) s ENR, 2€8 (A) c (Ds Boy m0 是 与 
A 相应 的 固有 元 ,于 是 由 一 意 性 得 知 
y; y, ) m Ui, ety, 
因为: Aeriy, =e Dg, = ehy, 


erty, | tao uu. 
e^'y, ERTA JO GERE UAR PE, BET TRAA, EE. 
关于 秆 群 在 偏 微 分 方程 方面 的 应 用 ， 评 参看 L8 1, 6], C [2]、 
[3]. E$ 1, 15—17] 等 。 中 群 另 一 方面 的 应 用 是 在 沟 率 论 方 面 。 例如 
KoaMoropos 平稳 随机 过 程 性 分解 定理 就 是 由 Stone 定理 导出 竟 ， 而 前 
HESE Mapo 过 程 方 面 的 应 用 , 这 里 从 赂 ， 哺 参 略 [4] 及 吉 出 
gi aga SX (S 1)。 


者 一 一 
1， 把 算 子 
CEC =ett+s)} 
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ERE GSE- oo, J- co ) RRE U OE I Db OT BOTE e DECRE, ORE 
"ik MEL ABECT T. . 


2 x ox 5 
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第 五 章 Riesz 空间 理论 构 要 


花 画 分 析 的 研究 对 象 是 西数 类 。 为 了 反 呐 西数 类 中 赃 面 数 之 其 的 
关 和 柔 ， 这 种 机 数 类 应 具有 代数 烙 构 ， 通 常 是 粮 性 空间 的 辕 购 和 拓扑 辕 
杰 ， 上 比较 简单 的 情形 力 是 由 范 数 规定 的 ， 这 使 得 我 俏 系 统 地 研究 了 峰 
范 纺 人 性 实 丙 的 理论 。 但 在 研究 种 种 实 夯 数 类 , 例如 以 前 者 察 的 CCOD, 
L*(O, POST< +ee) 等 时 。 还 有 一 种 精 构 , 即 序 糙 构 ,也 是 一 个 重 训 
属性 , 而 这 在 骸 范 回 性 空间 理 葵 中 得 不 到 反映 。 为 此 ,我 们 有 必要 把 序 
辕 构 加 以 考察 ,特别 是 使 它 与 缕 性 空间 的 业 构 披 一 定 方式 精 合 起 来 ,从 
而 引出 侍 序 粮 性 空间 的 理 哈 来 。 信 得 注意 ， 把 序 粘 构 与 粳 性 空间 粘 榴 
精 合 后 ， 就 往往 自然 地 定义 出 一 定 的 拓扑 精 构 来 〈《 有 时 不 是 昌 正 的 拓 
TIAE, 而 只 不 过 是 一 种 收 艇 )。 这 方面 理 得 比较 发 展 得 成 柔 统 的 ， 乃 
是 Riez ZEB X ids EELER RARA. Ries 空间 并 不 
EIR HRON, MRE RREA 
辣 理 论 ,似乎 是 很 有 趣 的 工作 。 | | 

守 序 粮 性 空间 的 概念 立 生 得 较 迟 。 这 个 竹 念 普 先 由 匈 政 利 数学 家 
F, Riesz( 1880—1986) 3| A; 他 在 Bologne 国际 数学 大 会 (1928) 上 的 于 
省 中 贫 定 了 站 序 线 性 空间 理 哈 的 输 廊 。 其 后 ,苏联 JL. 也 .Kaazopoaag 及 
其 他 举 者 对 种 种 类 型 的 ， 以 玉 各 种 具体 的 中 序 缕 性 空间 及 其 上 的 塘 性 
TET RENE £CE ER mDRSEEIEEdC(1935—1936 18), WH. Freuden- 
thal (1980) 8E BH T ROMET (这 定理 已 最 初 由 Riesz 在 1928 提出 )， 
苏联 M. T, peii 与 C. T, Kpet 5235 (1940).5: A 2k f 4389 X (10400 RE 
HAT RRRCRSUSEEE (BU J — ERIH Riesz 空间 必 “ 同 构 ” 于 某 种 具 
体 空 间 ), 这 些 都 标志 着 中 序 线 性 空间 理 葵 进展 中 的 几 个 重要 步 县 。 特 
别 这 方面 的 工作 以 苏联 与 日 本 雨 匡 为 最 突出 。 Riess zx) PHA T HE 
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HAPAA EAEE MAR, m AER FIR e ER ne GERI PEE o 
例如 与 积分 葵 精 合 ， 使 Redon-Nikodym 定理 的 意义 更 为 清楚 ， 并 且 
Lebesgue 积分 询 的 原来 想法 由 只 有 佛 序 的 概念 才能 更 充分 地 发 皖 。 近 
来 很 多 数学 家 在 中 序 线 性 空间 理 葵 的 基础 上 重建 了 积分 理 芥 ， 请 参看 
SUBEN EDT] -5 E.J. MeShane 的 [16] 及 德国 学 者 的 一 柔 列 短文 
[25] 20 271 等 。 苏 联 学 派 的 算 子 理论 除 已 叙述 在 1, B. Kaxroposim 

等 三 位 学 者 合 鞍 的 大 部 天 [L101 中 外 ， EE Bi ELSE Ry HEUTE 10757 E 


方法 等 ， pum RAIMA Riesz MISA Lf 3875 IEEE ELTE A 
超 来 , 特别 值得 注意 的 是 日 本 学 派 《 吉 田 耕 作 . 中 野 秀 五 邹 、, 角 谷 静 夫 ) 


在 Riesz 宏 间 理论 及 其 在 汤 历 至 葵 方 面 应 用 的 工作 。 


这 里 只 对 Riesz 宏章 理论 作 一 很 简短 的 介 稻 ， 只 在 用 实例 襄 明 理 
论 时 隆 举 一 些 较 直接 的 应 用 ,而 不 涉及 上 述 的 邓 统 应 用 。 i 

jg FE REPEZE[U EH HEIDE ERU , 73 M. F. Rpeiis HE. 我 
PERRA AUTGX LEO ARPBHIEERDEDQHAS IE. R 
PEAK , 莆 参 看 Kpeliu-Pyruan| 14 ]55 KpacnocgrbcknB[ 12 ]; 


. $1, Riesz 空间 
定义 .1 EAEAN E ug Riesz AMO, HR XC HUE XCT —À 7e 


MTS. 


sR (E ye), 
Hir ARET y k s RE y ETIR ARa y, 2 € E). 
1) wv, wy yr 关系 
2) 22g——352- zz -bI(r— 2-02 RARI HJ RR 
8) wy, 0-9 ka p ( ushe 是 保 序 的 )。. 


b nume TEE. HERRY K-ean, ARER HER”, XEIEUH 
Vector lattice, 4d Bourbaki 的 命名 , 追 念 概念 的 首 剂 再 Rey Bian MIR, i 
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4) TERM 2,9 CE, PET s, WT PIA EC 
a<z B yen Wan e«cu H get oA ume, E of EE E =V 


Vy d 2—sup(z, y), 2 (E e i; v Pod Lo 

$94 1 考察 紧 (T.) 型 实 间 O pU IE Sc AA ER S4 f CCOD, 
加 法 与 乘法 定义 如 常 ,而 zy 表示 画 数 e(D.v9(OE T FIER: 

C D 9x my). 

这 时 CoV yi = Max(a(15, yt EEN) G} 
AER ,CCO)) dE Riess 空间 。 

更 3 考察 测度 空间 CQ. 3B, 52, B RGB PrE hy Borel (C Bp 
o- ECG) HEBES iE SC, B, RR E— 9) i RT SC GE 
JAA 22 Ea CAR MAR CR PEE DH]. XXE PAISES CB (EAE IGI — 


JU. 4 €z2y 表示 


z(Yym.MEQO b MA- 至 源 成 立 。 
这 样 Vy 仍 由 (1) 定 义 。 不 难 验 明 SCQ, B, u) 是 Riesz 空间 。 特 列 当 
Q —[6, 1], i Ra Lebesgue 测度 时 , 我们 简单 卖 示 成 So 

| 例 3 (O, B) 是 可 测 空 间 , 如 是 集 n 的 一 些 子 集 作成 的 Borel 
iko SERV, WCO, DERSE IER AREAS BH 如 果 nr 
La C V , a 为 实数 ,定义 


(pa dr Ms (E) — CB) a n (RE, E C 3B, (2) 
(au) E) og CE), E C 8B, (8) 
(Qu MV BS )(E)— sup (ual E Jkl EDL ECTS | (45 
E-H.VE, 
E,AEí—, 
Es BED. 
Hit (E) SB EXEC $5. 20 (5) 


不 难看 出 ,了 是 各 性 空间 。 由 (C5) 看 出 定义 1 中 的 1) 22 3) 满足 。 现 在 
RERE CEPI Ha Vma 满足 定义 1 中 的 条 件 4)。 首先 对 于 任意 多 
EF, A 
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#(E)= sup (A), n (E)— sup (—60(4)). (8) 
AcE ACE 
AC Ac 

Io] (E) — o (E) 4 (E), E € 88. (7) 


首先 证 明 对 于 每 个 ECB, In | (E) roo, EREE REELE 
€ 9, 使 


ip | (E= +. 
4r RE ELIGE GREH TEE FUCED(n—1, 2, «0,E.€5B, fs 
EC EL a(n271), |u| (Er) — 十 co， (8) 
[A CE.) | 2n —1. 


事实 上 , 取 ELE, 井 设 已 取 定 Enc. En 使 它们 满足 (8)。 由 C8) 中 的 

第 二 条 件 ;: 对 于 a=k, HACO), TATE A E 3B, ACCES, 使 
eA) | Z7 | CE) | +. (9) 

mR CA) oo, 4e Exi A, MTOA n= E1485 vr. EHI) 

I2 | CAD roo, HET [e| (E= teo, B4 (E) 与 n (Ex). 之 中 至 少 有 

一 个 = 十 oo, 例如 设 ua (Ex) — + ooe (Ec) — oo 的 情况 也 可 以 同 笠 处 

理 ), 那 末 因 . 

sup mB): sup (BB) sup u(B)cgu,(E)— 4 co, 
BTCA 


BCPNA BcE; | 
BEM BEW BES 

LE Mal EN A) p a AT o0, 

BB [u | GEN A) ZR (EN A) — + 

于 是 由 t9) 得 知 


I GN A|> uA) | — uE) |. 
由 (8)， 对 于 ERimEÉREMÁ HG. BÉSÉUENERDB Bea) 
的 集 来 。 
由 此 ， |i Clim En)| = [lim e (E, | = +0, 


但 lim E, € B, ii e JE ZEE RC ATTE TR 
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|i | CE) 4- co, 
从 而 uu, u VERCE USE ERE. MER ee. L | e| 都 是 全 加 法 的 。 只 
须 证 明 ua. 的 情形 , b rp ETE M EEHRSEBA AA ER EH Le | E RE ux 


X, € B, X: Xr = $e), BRATEN Ec Lj Xs, 
k=1. 


m 


ME) S ENID Y us O9, 
k=l 


k=l 


对 于 一 切 Ec | ] x mE, 得 
k 


mf I] x 5 Halar). ' (10) 
k k=1 
Jy —Jj ifi, 4 YCA, YE 88, &— 1, 2, 得 


ml U xy ( U njj- 2 n0), 


所 以 " 4 U x> sur WFR)= » ox). a1) 
k n Es n 


E40 50D, 得 出 re Emt. KER He M |5] CV o 但 
(V BYE) sap (m (Fi) + wal Bs))= 
E=E UE, 
Nf B= 


‘= pp {(pa— Ha) Er) HEY = (a — M) CE) Ep (E), (12) 
ECE 


从 而 KY i EF. 

H3C122, 25 T REPA 1a V ts 满足 定义 的 条 件 和 ,只 须 证 对 于 ww EF， 
[29 I 20, l (13) 

$tB v EF, ri, vL. (14) 


但 因 &(4) — 0, 所 以 由 (6) 和 (18) 成 立 ,而 如 ZEP, voa, 220, BI 


BD2 PrE Hiesz 空间 理论 概要 


v(E)e sup r(A) CE), 


ACE 
ACH 
EE 
才 是 得 知 下 是 Riesz 定 间 。 由 (13)(14) 得 知 
po 72 p NI O0. 


局 理 不 难看 二 po —C— 28) Vo. 

it 由 例 旨 的 赴 明 的 最 后 部 人 芬 (12)， 可 知 一 般 在 任意 Riesz 空间 
m, 

(x—3). HEEN Y, (15) 

RE (z—y),—(x—))Vo, 因为 这 音 明 只 用 了 Ries 空间 的 一 般 性 搓 ， 
而 不 用 PF 中 的 具体 特 年。 同样 用 w_ 表 示 ( 一 *)Y0。 

由 定 必 1 的 2) 可知 

yr 二 (s+ y+ ye —”, 


从 而 由 3), 27224, NO Az zd. 

Ar sAy-—((—sVX(—v)) (10) 

得 一 SAY) = 一 一 一 
Bn mA ys, sy. 


当 exo, Ly 时 ,必然 — 225, — 22» — y, 从 而 
| 一 z2>( —e)V ( —, R Ks Ag. 
RATE AY 叫做 2 与 9 的 交 , 或 下 端 。 
定义 2 在 Riess 实 间 中 ， 
2,—2V0,2-—(—2)V0, |z| - e V(C—2) 
ETUITIIDAE UU DS 1 
.对 于 Riess ZME vp £e 3E — lC (n. ). cy( 标 号 集 了 的 势 是 任意 
的 一 一 有 穷 或 无 穷 ), 如 果 存 在 一 元 mo 使 
LC Je uz, (RHE en. ), 
而 对 于 任意 一 个 满足 
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(C Joa, (或 相应 地 use. ) (17) 
ff] jo « € E, ge ER umo, PER wo 称 作 元 租 (z. G C JO e E {或 相 
Ji dfe zEs FA. ri Lui C17 21320 v RIHEESOE RH C. 283 E SECHS 
地 ,下 界 )。 上 下 如 各 表示 成 


“= \/ s.m eup c, (n = A s. em int a.). 
(3J (CJ . [iE m 


Tm 


当 了 是 有 穷 集 或 可 数 无 穷 集 时 ,我 们 也 用 下 列 符 导 表示 相应 的 精 与 变 : 


Mmmm NN SN s FAC =a, mA AS 
$=] {=1 
Ms mM aM eN mN ses, /N* ga fune Acc A Ae 
i=l 


i=] 
但 在 一 般 的 Riesz RH h - 829 DT ERG a RETE. 
例 1 考察 C00,1j。 邻 


9 如 果 exe 
e(t) n(t 一 去 ) inlet 
: m 
容易 验 明 OLA Enl, (Hc 
. 
n=1 


在 CCo, 1] 中 不 存在 ,因为 如 果 这 样 的 上 
端 果然 存在 , 它 必须 在 | 0 ier o. 


而 在 | 去 1 | 处 等 于 1, 从 而 不 可 能 属于 
eto 1] | 
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注意 我 个 也 可 举 出 有 FEARS IRE Riesa 空间 的 例 。 一 
例 2 设 ConLo,1] 是 [0 11 ER — 
z Ur zi 68 t p SCR ERR RS TES 
d ai), wat) =1—b, 


HI 21, 24 € CD, 但 e, Va.C CO, 更 确切 - 
地 说 , 在 Ce 中 ,同时 Zen 与 wes 
有 最 小 的 。 
0 1 在 一 般 的 Ries 空间 中 ， 有 穷 多 元 
E s 的 交 和 精 一 定 存在 , 并且 不 难 验 明 
ms M ats V Ba == (9, V wY} V 95m d V (x V ms); 
一 般 地 ， z1V e V Eu V a= (n M YY muc) Ns. 
XPTiRUCERHEBSUPASK. EDERDEUE HSZ PUR FE H5 
JE A GEO, TAEAE ORT XXE EOD EE 
定理 1 在 任意 Riesz 室 间 中 ,下 列 恒等式 成 芯 : 
1) (zVs)H-z— (a2) V(y 2), (&Agy)- bg GE 2)ACI HF 2): 
2) ADOSSAG V y) =e Viy, Me Ay) =r AAY; mu 
8) scty—(zVy) o As), 特别 em. 2: 
4) ADN gm (SV DAGNY D, (V OD A m GE AGON (EA 2s 
B) e, Az. —6. zx, px o—]a]: 
8) |x[22 9, E |z| 28 <> 2—6; |s| 2 |^] | e| (A R 3c $); 
devsyisl- is; 
7) aryl = CY 的 一 (人 人 的 
jaa = Iz Vy—mN yl--ImAg—a ^v. 
BE: 1) Bde Vyzoz, 2 Vyzoy 及 定义 1 的 2) 不 难看 出 
CV ytret, (mY) Hey +r. 


- © REWERA TIAE: (vyp Asr=r=(rAy ve, vVrlc-cAs. AA ~ 一 
MARENE BUE ERR LAN BEAR CAS GE ERI OE LU 
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如 果 i22 4-2, uz Hv, Hz u— ime, u— rA BU n zn y, BU 
sp(aV 拉 十 gs。 于 是 由 精 的 定义 可 知 S 
(3V u)+e=(#+2)V (y +z), 
1) mp5 —SAIGREBHOE AR 
2) Bt X0. HEX 1 K 3) AL Me VyXohve, CN yz, 从 而 
Ma Vy yz N M, ABEL Nr, 24 代替 上 面 的 “并 以 1/% 代 入 ,得 


XQsV W)C YM -2 Vs. 


再 用 定义 工 的 3) fe VIA Ny). Tjà2) REINES. 第 二 
式 的 证 明 也 是 -- 样 的 。 
3) 注意 引用 本 定义 的 1) 与 (15), 8E 
(s Vy) -2—y -[8V(y—2)]—y— (— 9) V(—2)— — GA, 
从 而 3)8ESO. 4» ym €, Rom I7, 
4) 由 zw 人 gwen V2, mAy«Q«- bz, zm, z«cy V z, 得 
(Ay) VaVe, (AY VSIV s, 


.从 而 o (S Ag) Vzs (a Vz)ACGV2). a8) 


为 了 完成 定理 中 OHAR, AARE 
wscaWM z, wey N z-—wsc (o Ay)Vz. 
由 DA esce V 2-—n sx pz — (8 Az, 从 而 
t (eAS)& z. 
BER wAY + FEA DROE 
vGASO AGRA = {w+ ADA wA 
Llet) At eue 
[B(z A2 A( AZ) zAVAz, 由 3) 得 
ws (Ayr 2) (Gm AS)Ag) (AV) V2. 


第 一 式 证 完 。 第 二 式 的 证 也 是 一 样 的 。 
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5) 注意 
8-—z—z-[sV(-2Yi [x AC- 2) 222 LS AC— 2). 
(&2 BR 4) 
O—(sA(—2))Ve-(s VE)A(C-a V BS s AG... 
g He Ve = Mal l 
= (aV) V( -IV 8)=r\(—x)V®. 


但 zW(-—-x)meA(—m»)2—((—2)V2), 
从 而 2(zV( —2))228, BI |r| -23 V( 2578, 
Bib. Z,4 2 —£2WV(-—r)-|z|. 


6) B BA [29. iz] -9, Rl e+e =0, dea Vos 
—8, w+ 一 2 —8, lk acez,—z —8. e| (Qa) V(-A2)- |A| Ce V 
V—2)-|M|zls Klel +y ze ym 224-3, Ek elta 一 
GEN) Eo yls 
T) 注意 对 于 任意 元 6， 
la—5| — (a —b) + (a— b). —((a—b)V0) + ((—a--5) Vo) = 
— (aV 5) —5) — ((a—5) A0) = ((a V 5) —6) — a 
—{(@Ab)—b}= (aV b) — (aA b). 
于 是 7) 的 第 二 式 的 右边 等 于 (利用 分 配 律 ) 
(Vy Va) — (A I) Vy) + {Cx Yr) AY) Ae Aye 
= (Co Vn) AvTH-EG V ) AST) — CO Am Vy1- 
EAD AVI = (2 Vo)4-9) — (GAzO4-y) — 
-(2Ve)- (rAe)- |a=]. 
iE ERIR) 中 第 一 式 呈 做 元 > 的 Jordan 分 解 ， 用 到 具体 的 
Riesa 空间 了 中 ,这 分 解 即 是 
= 
这 上 正 是 平常 测度 答 中 的 Jordan 分 解 @。 
(— Qj WnB, P. Halmos FHIR, $ 29, 定理 3。 
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fg Riesz 室 间 中 ,如 果 元 列 Cwn) 满 足 
Up ts Wg CES. P» ^y 
我 们 襄 它 是 降 列 ,而 如 果 inf co. o, 我 们 写作 
Wagt, 
ARTE EAP BSZRHR DX AA E sup w =a 写成 
wta. 
E— peh, A FEH Z8 qnd (e. N € A, A REPRE) AR 
Saam Wg (R as). 
那 末 称 Cw; ) 是 逢 ( 降 ) 定 向 列 , 而 当 
sup ws 一 4 【或 相应 地 inf w; =a} 
BEA 5CA 


THE ,我 们 也 写作 


v,.Tu M erue 


一 


[oo 
这 时 我 但 表示 成 
(0)— lim z, 5, 
CA 
RSE 。 2, y wo, 
wo ro 叫做 元 列 (zi 的 (03 板 限 。 


ik fE Bies 空间 中 ， 如 果 点 列 (ws) 的 C0) 极限 存在 ， 它 必 是 一 意 
METAM. 
(0) —Hm z, =, (0) — lim z, =y, 
BIGK SE CERE , 410, 7,0, E 
(nE, jR E [y — ma | ga. 
于 是 依 定理 1, 对 于 每 个 SEA， 
[æy jenan | a Iz. — gy [RR RES. 
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容易 验 明 ( 优 定 理 1 的 1) 的 证 明 )》 
E.g AN w, = A (244704), 
. Eba 这 -各 
JT 
Zso = Pset /N w, 一 A Qu) A CIEL» 
8E-8s Eie iie 
> A Gt), 
à 
所 以 e« fA Gem) I s. 
8 Bo 


于 是 得 知 |s—y| —9, 部 rsy 

定义 4. Riez A E ui o- dk (相应 地 呈 侯 备 的 )， 是 指 其 中 
”和 任意 有 上 界 的 点 列 (Got 3, 2 CIBPEIBTE E — BAG t. (0€ J 0. 
DU ERI 

ik 在 e- 符 (或 备 ) Riese zxpH] 吾 中 ， 如 果 元 列 (0 GEME 
EU v. GC JYYR TR RACC SGAE e, DAE 从 而 依 
3E X, E358 V C HO CTBBEHR V (8.0 EEEE, (EUTOÉESR BI, — VC— 9) 
GB — V(—2.)) 是 (ww 相应 地 (7.00 的 下 端 。 从 而 在 =- Gr CIR 


应 地 , 备 ) Riess AM, A ERDZCPUOCIADUA E Tii. Ef Rieza ， 


M TRE me \M o. 存在 , 那 末 对 于 任意 z% N Go 


(CJ "x 
FE. $RH 
M een s 
CJ ic J 
ET IS FPE SER. 


MV t= Vets 


EJ C iC 
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例 1. 4% Ries 空间 SCO, B, n), RE Cn AE ISCAS IHE HT I 2C P. 
如 果 存 在 y& S(O, B, 00. 使 对 于 列 一 切 CO, m QD UD, BORA 
sup Slt) = a). 


BAR LIC), AT O BERBAR. HARTNEKKER, 
它 也 是 可 测 的 。 于 是 得 知 *= Ns. SRo- 省 Bioss 空间 。 用 


n-l 
SEULS HERE RT ZUGE 500, G, 5) Gy Riesa 空间 。 但 我 们 将 在 下 一 节 
用 其 他 方式 证 朋 。 
例 2 考察 测度 空间 CO, H) E —UPET REAMER Ft LER 
的 Riesz Zxfl] V , RE CaA € J) J& V. Hc—4 8 EU uo 的 元 族 必 是 具 
任意 势 的 标号 族 )。 邻 对 杆 任 意 E E $5, | 


p(B)= wop{ Sesto ranee 


n=i. - - 


ése), e; dels E 
显然 l 


TA E Bn EYE $ eei HE 


n=] nm-l ` 


AKTE 3g cR. ME U Zo EZ imd), 1 CB, 3 
划一 让 - 


E As -| Us yz- 
lS Senzo Us ~ Ya% 


n=1 i=l 


<5 sup Y sd nzo- «co. 


iei aes ixl 


510. Tag Rion ERARE 
而 另 一 方面 
MZ) = sup{ 9 pas ZI Z= UEP, EP U EP (n E), 
"n-—I ' 
从 而 
y re sup 2 po (BO) = 


CE 
i= i -UES ? 


= sup $ S D» eeso<v(2z i) 
Üzel jep ls 


iwi im 


ARFA B ELO EIRAN HA T M ETIR RA, BT 
以 可 以 把 b 与 sup 交换 。 于 是 得 知 Ey。 


i=l 


t e= V» "EY bln) "T 


PESOS a,CJ 任意 ， 


IXPRARES Pe 4. €J. 反之， 前 荀 已 下 对 地 任意 Hazte (a € J), gd 


ER pssko 从 而 所 是 诸 ts E] Elide 

TURAE EA Riesz ZEE. 

8j 3. f Ra dE Hilbert 空间 名 (b — EE REB PRREERET. 4 
Brick à fior FHLUE NT 

00 RBasnfB[ BC GC, Br B, Bevá]. 

这 里 Boe A REGE B 与 4 名 交 交 的 算 了 0 DES MIELE 
BO «0B, 

TE Ra 中 规定 BO XU 2 € $$ (Be, 23229, 而 Bt 表示 8 一 
一 0>>0。 我 们 证 有 明 。 按 照 这 样 规定 的 序 ， Ra 成 为 备 Riess 空间 。 

我 们 可 以 借 在 Hilbert ZMA F RA AERE] EX] Kio f 
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更 有 趣 的 , 力 是 用 初等 的 直接 证 明 , KARERA RUE FR OR 1.26 Riesz 
空间 理论 的 后 果 。 

首先 Ra RREN, 这 很 容易 验 明 。 为 了 证 明 Ea 是 备 Riesz i 
阅 ,我 们 需要 一 些 准 备 。 中 

Mr OCA Ass LL, 每 个 如 是 自 促 有 界 生性 算 子 。 ARE 4 强 
敏 于 一 个 自 件 有 界 多 性 算 子 。 如 men, 而 Ass — 48720, 从 而 对 于 
一 切 C$, 

| Aum | = (Amt, Mast)? Amt, S) Aum, Aer). 
这 不 等 式 可 以 由 Cu, t J= Ann, v) FOR PEU JAN OE REC 
Hiho EE OSCAR, HLA (Annt, S) |a], BI idwl<l 所 以 
| 4m — Ao || SE Com, m) — CA, 2) T]. 

39d (4m, 2)) EER BAR Eo DAR CA RES A 
(Arm lim As, 不 难看 出 4 是 自 伴 有 界线 性 算 子 。 


EPA SHBEMERET B MPEZBAIEBRN BOKECTGUHARGEHY (AO 
P EZ RTT EUR B* ES" TERES HU, MRE AARET C, 
使 0*5 B*9, 如 时 BC Ea, m C? En, C220, 那 末 Cap B, MTE C € Ba, 
Lu 


Bee ECB-4- 0, Bose — B). 
那 末 B. B.CRa, RPEN Ra 中 Bo 2Vo B= -BVO BEL 
—(z|B,se0), LJ O PIG. PORIEL LOSENENET. A 
OBO-OBOUA 
BB 0 oss 


© 3k MS RIESA RECHLUR Cofoxeat191 的 。 
p mm f MEORE IERI RCE D* MMAM, RO C= 了 VRAE OD, 
ONSE, USER ALTER 
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RURRAÉDBCL(CO) MPB =B PeB. 事实 上 , 8 Do, 
DEJE), JK DvB,, iili B.Dzo DB, TA wE L—5Dz C L, 所 
9, DP-PDP, ju D*=D, B PD=(DP)*=(PDP)*=P*D*P*= 
PDP=DP, 

现在 我 们 来 证 明 Ra 是 备 Riesz aji BH MEREK PAIA 
HRT. BANER, Wiji OSES 4 H=I-T, HR 
OSTKI $n BEILEQIEED IPAATEHGRECT Y, 

Y (n rm, 


»* C=I -Y 就 满足 
C2LBI—29Y-FY?—-I—T =H 


fA Yo 0, Ye AT, tji 


1 - M 
Yu = p(T HYEN =0, 123, He), l C) 


注意 . 
Yu Yrm E (r42) -HPEY = ITE 
' SATY XY c Yu (TJ 


Yo 与 了 是 人 的 多 项 式 ,其 柔 数 是 正 数 ,由 (十 ) 用 数学 归 精 法 不 难看 
H YQ Yn 了 都 是 下 的 正 系数 多 项 式 ， 因 人 0, BDDATUDO(n-2, 
3,0 从 而 了 n>0， 了 nw> 了 .ny。 由 (+*) 用 数学 归 业 法 得 知 Yd«cn ono 
YKI EXMA. TA Y. 强 饿 于 一 个 自 件 焰 性 有 界 算 子 了 。 
不 难 奢 出 O«CY «I, 所 以 C= 了 ~ 了 ;>0,C 朗 是 吾 的 多 项 式 的 强 极 限 。 所 
以 对 于 每 个 有 界 黎 性 算 子 Q; QH S md OQ, g CooB。 

个 对 BE R4， 作 02>0, E Ctm OS, RRRA H CeeB Jp 
0 ERa BOUERCS A TARRAA E 任 算 子 的 线性 粗 合 
[ms iare ior] 所 以 pes, 于 是 PER, 8 
Bi PvB,, PvB , 于 是 
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PB -BOP-H, PB,-—B,P-0, 
注意 相交 换 的 正 自 件 有 界线 性 算 子 Tu T. B8 DS JE É Fe, 因为 
T, eT, — T, VIT, TAS gez CP Ts 的 正 自 件 钱 性 有 错 算 子 , 所 
以 
(P Tuo, 2) = (PT TII) = (P Tata, n) 
= (UT n, TAA, 
于 是 因 B. B-— 0720, 所 以 
BO—PB RPBQSP(B. EB) POCO. 
B,2C—B.-0—PO-(I—-PY0z90. 
南 B—B,—B 知 
BP-BQP—H P-—BQB(I-—-P)-B-4 B —B,. 
H, B.-—B-B IB, AH H ERa, HIO,HIB, 那 未 HvP, 从 而 
H-—H(P (1—P))- HP 4 H(I — P), 
(H — B)Pz0, (H — B(3 — Py, 
BM HZSH(I— PyzB(I— P)- B,. 
于 是 得 证 在 Ra Po B,-BVo, 
于 是 对 于 B, B.C Ra, 
BVB=(B—B)+h 

存在 ,而 Ba 是 Riesz 空间 i 
20 BR E 中 任意 一 族 具有 上 界 如 MAF BLES, J 是 具有 任意 

势 的 标号 集 )。 为 了 证 明 

sup bs € Ra, 
acJ 


我 们 无 铸 谭 (B.) EXER IRE AETR LIIE (Ba) Ho A 
B(z)c A3 (Baz, 2), 


PE Be) 所 (Bo 2), MARES AED SEHDSCT E3D HAA 
Wa, e, zy € E), 必 存 在 一 列 Ban E Ra, 使 ' on l 


Dl. | Bus Riesz ERE RR HE 


B(s} = lim a (Bani m) (acis). 7 


SE, 对 于 每 个 外 存在 一 列 4 ES, 
Br }= dm a (Bag ti $i). 
e Bum BAD BLOV -V B (n—1,2, =) 
HE Be € Ba, 图 旦 对 于 每 个 w Kik, 
(BaP, ye Bati, s) Bn). 
由 此 . lim. (Bays, sr) = BC). 
. "n on 
考察 
Br) e HEBE y) — BGo 9) 1L BG bi) - BG iY. 
Ju — 8 (Ba), 使 ui 
B(x)-2 lim (Bax, w) 
对 于 xc ty, wr tiy, SatY, tatiy, 21 tertiy R. Tk En HIE 
Bæn y) HEB ty) — Bm 79234 — 

TH BG tiy) Ba iy 

+ lim {CCBant +y), 84 +y) 一 (Ba (1 — 9), vı —y))] + 

[CBS Qa dy), 24 ig ) — Ba iy), m1 49) 十 一 

= lim (Barti, y). 

n 
SE 
DB( 25, y) — lim (Bate, Y), B(z, Tx. y) = lim (Ba, (r1 - aa), y). 
a A-o m- . 
所 以 B(w, y) 是 双 和 线性 对 称 式 。 丰 难看 出 
BCO)=0, B(Aa)e]X]|?B(a). 

Kk, B(s)-—B(x, e) PIRENA MIETAA A REAR 一 
T Bo 使 Be 一 Bow s). THERI BA 


: $1. iess zeH] lo 


B= sup Ba, 
" 


由 ToU Hf E wa y € D, 存在 Ba, 使 
(Bida, y) — lim (BoAx, 的 一 lim (Bae, Ag) — 
Hea tu 


= (Bir, Ay) = (A Bos, 9), 
从 而 Bo4=4Bo。 辣 理 可 证 Bo C Rao ilESEc 1 
fr c- f& Riese HEt, 考察 一 个 QOO REEF ma BIETET 


y z EE, 使 
YEE. 
so nA VS M As 
"b Kpn nod» kpn 
MAE ETIA ARICA, (wn) 的 上 《0) 极限 与 下 (02 MEER f 


a* 一 (03— Jim Ta, Ty 一 (0)- lin JS. 
n asa 


fld EER Bs MRE, FCO BEIR KIAN E REB 
定理 2. feo- 入 Riesz 宏 间 中 ,为 了 
z-(0)- lim Fy. 
yimp o 
BAHIRA 
(0)- lm z,-(0)- lim m=z, 
noe Hoc 


证 0 必要 性 E 


z-(0)- lim mz 
no 


即 存 在 元 列 wn 0, 使 | — ta | tene 所 是 不 难看 出 
一 WC 十 Us 


从 而 V Gm) V me V eta). 


kpn kyn kn 


(à vA (x — wy) + M Coma A Wk a 
l . Km kn . 


kn 


hie ' WEE  BdeszCEBUDRzd 


V (m -- 2) — z-F V Uy Sd Wp, 


AA Epa 
s< MV EELE H n, 
ton 
从 而 a< A Vas A AN remes A w=, 
， n=i Eon HÁ nl 
B o- i gum. 
同 理 可 证 下 (0) 极限 =%。 
充分 性 d 
0)-. im s4—(0)- lim z,—z, 
^ = = V ER o Us.a— A Wy, Un 一 PEW, 
-kpn 
TETH [^R VW, Ug nr A T] 
y. Pepe, 
而 且 
A Wy = ^ (s — T.) = A (iin — P 


< 和 人 (us — v4) = am 一 ^ £,—'Hgs— 5. 


EXEC AOSET — 910 nir TE 


^ Ld A^ (Ug —2) 二 A^ Us = =g -p= 


n=i m=] m=j 


但 ru 8, 所 以 A vs 9, 从 而 得 知 wry 8。 因 


"nl 


$1. Riesz: g M7 


En = t + (s i ED Cun — va) = zd pM 
Beasty = æ+ CVnO— sigs (t, — owe Us, 


于 是 [ean Ltn, 
H ub E i (0)- lim S.— t, 
EJ 


注 “注意 本 定理 对 于 一 般 定 向 元 列 仍 芙 ， 只 页 所 葵 的 各 极限 在 空 
寺中 存在 。 
定理 3. w—Às 是 由 Riesz aH E 到 它 自己 之 中 的 (0); HI (0) SERT SR 
而 (2 v) y, (a, q) 2 V y, (x, yD s Ag Rl Ex E $E m CODE ER 
ERR. KER, A 
(0)- lim z,—z, (0)— lim g,— y. 
f o ncc 


” 那 林 对 于 任意 实数 入 
(0)- Tim Ax,—Àm  (0)- lim {nt yr) = x--y 
n- n+ 


(oy im a GV) ce y, 
 (00- im a Gn A) m 2A. 


& H iis- hal = Ajla æa], 从 而 


z, (9o A (00 az. 


X. |s--y — Lente is |n ma] [y — n, 不 难 证 明 
l (0)- lim (m, Hy — a-- y. 
XH a m 
iz, Vg - x V | Eos V js m V | He lan Vm 
—sN yl <ly yl 1m] 
因此 不 难 推出 定理 中 的 第 3 3X. 55 4 式 的 证 骨 也 是 一 样 的 。 
系 加 PP 一 1 多 一 全 
| (0)- lim S«27(0)- lim gu, 
noc O O n 
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如 时 每 个 《0) 极限 存在 。 

WE [N29 eese 24 V yao mu JA EE RAIS 3 5X, BE E 
得 。 

注 注意 在 一 般 Ries AJE po A» Xe HEEE h B WE p 
fro ERU ja o 

$9. 设 把 实数 假 C21, £2) MAF E ERRE EFT JUL E: 3T HS 
FEAR: 规定 (s 5) 这 C1 72), A38 Cio m RUM £m mL IBS Eae 
不 难 让 有 明 这 样 得 出 的 确 是 Riesz zu RAEE p. 


la, 9-(t. 0 y». 1)7279(n—1, 2, e) 


1 (0) 
从 而 qa 0) 一 人 四 


定义 5. Riesz ZHE uL (fe n 3E oe (AI, dE 


x7» 9——(0) — lim l1. e. 
feos 


定理 4. dro-d Riesz DE p, dp Rx E gE ip ERR Ca, s) 
as JC IN GT 
iu ”注意 
[am — aum, | E | oo — oe! A | au — uu | = 
= |a—a lie] + as] a — n]. 


因 ax», 所 以 1o | E, A IRTRE 1s | Bn m 1, 2; A ta, 


BEE cond 9. dk [zs x | ss 由 此 

| |a | |an- ei < Bw 4 8. 
为 了 完成 证明 , RUE B.-—0-—— 8, «| e, 必 要 时 用 mep Bn f 
EBn RÉEL B L0. TÆ Balal 了 CENCE EREE, ATIK 
g- 备 性 。 存在 *E 使 Bn|zx| 4 zo 所 以 
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(0)— | lim n Be) = 3^ 


IEDSI-F-8EA- Be 由 于 Bn 0, frfE mo mQy), 使 By iB. 于 是 
£:-3(0)— lim 有 2| -(0)— lim 1 B, [ui = 
Ne n 2 
Él 2-69. H 
X& co-f Riess 宏 间 必 是 阿 基 米 德 型 的 。 
定理 5. 在 0- 备 Riesz mp Eb, AT O 1 lim wn FE AA 
HRA Cauchy 条 件 成 立 


(0)-. lm | 2, 2| =B 


BE 这 里 上 式 左边 的 极限 , 是 指定 向 列 Coen 的 《0)- JR, 其 中 
yam 表示 nzen!, mmm, | 
证 ”必要 性 是 不 待 证 月 的 。 因 为 | 
| jz&—z«]«z]z—m|- |z— |. — 
”为 了 证 期 充分 性 ,注意 , 合 gm 一 mo 一 cm 部 末 依 条 件 ,存在 定向 列 
tos | BO, m) (06, oo)). 
1E [vemm 于 是 


Xa — Wn am Za SUD Eni Wak 
mak 
ELWa 十 BUP En, 
mok 
EER FEE k aaz AAN 


Ban t inf sup Ba = 0nn + iM Bp, 
h mik [3 


部 2 一 Jm Epp 
9m 


SUI ss Entum, PTL m Ea Game. 而 这 对 任意 上 成立 ;于 是 


inf sup La Emi Wn, 
k nk 2 
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8n lim Wm 一 Gnin 


m o 
5 Eni B VA 
leiim ami OE 
mow . - 
因为 @< inf ws inf wen = O CA Wma zp mma) S V gg ) c XX IERRHI 
. lm ] lim S 存在 。 证 完 。 
下 而 说 明 一 下 在 备 Riesz 空间 Ra H, CORB RC E ax 
As so, A, € Ra, 那 末 不 难看 出 (在 一 般 Riosa 空间 中 成 立 ); (4) 是 
CONAR AJo Bp IB, C C R4, (lk Bez 4.z0(n—1,2, e A 


A, = BUP Ap, A= inf -Ap. 
EE Pon . 


BRKO A, V 0, A10, AREIA Ra 时 的 结果 
(Are, 2) = sap (Ana, 2), inf CAns, 2) = 0, 


(Aa, ad inf (An, E) sup CA, e) ü. C=) 


mam, 35i (Ar, e) soe pec). 由 于 
(Av, DT LAG), etyl] Cale my), —9]4 
+ IAE + ig), a-iy1— EACE — £y), «— 3. , 
所 以 (dm y)-0(n— o9), Me At) (n->00) aT TENT 
每 个 se. Ae 是 有 界 的 。 依 共鸣 定理 AD Afr, BE 
正 数 a, 使 [e| on 1,2, …)。 由 于 不 难 证 明 
(Au, Aut P C Aue, x AuAum, Aum) (Aun, 2] Aul Auri? 
对 于 每 个 | dox nC Aum, 53-0. 
从 而 C4n) BRST Oo B 
EZ, RRCAQUURELT 0 HR | 440] 0 (8 0084 T 8E €O 成 
x An ` 


$2. BERE GAS Riesz 空间 G1 


HOA, 2| aberit. 
GEETA 2 )—»0, E ?可 知 A, | 0, A, t 6, gp 4,95, 于 是 得 证 ， Ea 
"P B3CODRE o BUJE FE T B) Rf 


者 EH 一 
L RIER SERE ER COR BICI Riess "em ARAA ELSE S T- CET CUBO LUE BLAUE) T- 
R^ Oran), | 
2. ako de Riosz ph, SEO: 3 wn CO) ft H8 


n1 
+ 


w~ lim 之 se | CD 


[EA Ud DEESSET AEMEQEET IEEE C 109 84 
EB REPARA EATER BEOOR, - 
3. Erik Riesz Ze] E p, Co uo, u> 0, v» 8, IRERE ms za E, 做 = 
=r; tty H DE Or 0, 
4. RAEE Riesz 空间 中 ,如果 x 二 二 以 A 二 回 ， "T mE. UST., 
5, CREE DICR, B, (1c po) d: Riotz Sg]. l 
6. RREH Hilbert ÆW G PAA SIS f SETAE DRN — E [55 
DORT AV Bid MARB BAL ALE R BKA ER AVB ERRER 
40A, CB, WB DER) DIA——DIB,DIO. DOCS Qs) 
zr, XH x € H), (Kadison), i 
T, UE EER ER, KRT e, o A EE PEHR, I 
ETE 2 a 
ls slat ji: lz Iu. 
JE E EA WU ELENE goo Banach sS, H 
PILIOT ze lla b: 
8. RIN SCO, Bap), UOS ROMERO. ，。 


$ 2. RE-SE Riesz aN 


. fEÍR AR. (EB eas B] ERRERA AEE E 
RAR EXIJE HS ERBRE RECTE ECBDE S9, REEERE 
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SiscAR BEDA D ARENAER, of NOH — Fox aE 
X. 
SEX. d. ER Riesz æf} E [HIA Fréchet zxBj, BEER 这 个 Frécheb 
EMAER B s yo PC SR 
[els |y] = led dui. (1) 
HREM iy Fréchet 型 Riesz 室 间 。 特 别 如 果 [x[ATENK, BAE 
Fréchet RJE Banach Aji, i CD pir , PR E uL Bt Banach 型 Riesz 
Ap 
ik B CD 可 知 zYi sAsGRTAIRÉCUENEEDER., xESC D. H 
T |eVsz-sVylsIz—z|nfAsVvy—zVylsle—z!, PX Vyg— 
T e mag Vayl tis Vs—-x' Vy'lsls--zil-iy-y Ts 
. ££ SCO, 3B, 5), 


lel = f “F ON (40. 
à | 0. 
HR S(O, B, pJi Fréchet tI Rieer ii 
9i 2. d£ oco, 


lel» max |x(4) 1, 
tc 


Tk PCRM Bansob E) Riasz zz flf, | 
9| 3. 在 前 节 所 考察 的 Riesz ii Ea rh Ae [B] CRINE B E 
ko RMA RETE T pe 1 52 
HB süp (Bx, 2). 
: ejl 
二 是 不 难看 出 (01) 成立, 从 而 如 4 Æ Bonach f Riesz aM, ^ 
例 4. 在 了 中 ,全 
jul Jul (2), 
表示 MEV) 在 9 上 的 全 变 分 ， 不 难看 出 了 是 Banaoh 型 Riesz zt 
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定理 1 GRE E o- 备 Fréchet 型 Riesz iH], RH YDE bun 


e| «y jelca, (2) 
(0) lim x, — z—— lim [af = laf, (3) 
T ue 所 om 
BERE R4 Riesz 空间 。 


E 我们 只 须 证 明 当 Ox auo RH CD, Tae 存在 ; 这 里 了 JE RI 
有 任意 势 的 标号 族 。 一般 的 有 上 界 元 族 不 难 化 成 这 样 情形 ， 因 为 如 果 
(zn) 是 有 上 界 2 ROCA (s — (0o 在 了 中 国定 ) 仍 是 有 上 界 族 ， 而 
此 族 中 其 有 仿 元 ,例如 一 zw 一 zoo(% CJ), ER 
2. . ta) =V ya Vaza = VF yat Fags 
MS NER E AE Te 
M Arc LIA LE EE TX bx LE SEBOU M 
Yas V da. 
cég 
BE Gee Ailech -Eg 
y= ER saj <+ 


fuk TERTRES BiU 12.) CZUJE 
Jim lasla, 


由 于 加 是 0- de Rios ze [i], 
' zn= Bup žaj, . 
$& 


! m zé {a 8 eg | EN 


B C0)- lim y 


TEB), wi lim |2,] — v, Roo edlen) Jale SEME 


W= SUP Xa. 


-证 有 一 re， 使 Yu 起 RREO, dz Vell we]. E ey wa 


524 第 五 章 ”及 iesz PERAR 
一 《0)- lim (25V Za), 
"nm 


而 SaN zn € (5| B C SY (CJ )). 所 以 
ae Vel m im [os V z <7, 


得 出 矛盾 ， 于 是 每 个 Lw, BUSE), RPA Ime. EK 
Efi wA ws, Hi C2), dE Io Au] ev, BITES BER), zem 
At, 得 出 矛盾 。 所 以 w=sup aes REGE. | 

9| ”特别 可 知 SCO, 95, n) 是 备 Riess 空间 , EATA $1 中 指出 
而 未 加 自明 的 事实 。 

xL dbdJE— UU] Riesz 空间 都 是 Fréchet mi Banach Zi, SO 
JÉiERE RON TE SCO eR 0 LIRARNA WR EO) 
搂 平 常 醋 数 的 运算 与 序 成 为 了 iasz aM fe 38A, oL o=o UTI, 
CDD RR ÉEBR EE Ho 


"FEE AE — T E Fréchet 型 或 Banach 型 Riesz 空间 中 ， 接 范 数 收 
fk COMES EUER. dE ec», [OD ERAU 从 而 
不 必 藉 画 一 致 收敛 。 反 之 ， 在 ， Ss, KEBAT CO # : 


KL RAKHE. 


Bp CDS 


[21 [E essen ui. non AAT 


(CO) RREKET 0, LEUR S HERRAT O, BETAK 
BEF 0, BRCO 收效 于 0o uev 由 ， KO &t SEDO AERIS - 


HERAF. 


定理 2. JE Fréchet 8 Riesz ERT. PECORA RET GV 


JE GO ge T XO REPAS Qs, FECE, 


imeli, 2, e). . . (4) E 


"T 
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AZRE h AIEEE TIAA CP). 使 存在 RE 
一 元 z, Con ir 38 那 末 (zw) 按 范 数 收 佑 于 zm 
ik RORE MOONET EAFA, 使 
存在 一 元 x €E, AOR URR FERRA: E + 
Fréchet 型 Biesz zs [i] rj: , jd 6 ce S8 ETERO ，. 
{E 只 须 考察 IUDAS LE XA x, 可 了 到 
yvy f Has | wa o 


# 一 5 LOAF 


k=l 
PEET Dll Decr Ten X (人 对 于 we 成 
ite 
反之 , 如 朵 |ymw| c, im ys 26 GRE 
ERO. ARo njala, SEEE CAREA), iE Tim d] 32», 


这 不 可 能 。 于 是 lim mw 一 @( 按 准 范 数 )。 - 

例 BES, E a ATAARE, 按 测度 收 做 的 机 数列 必 包 
舍 一 个 至 通 欢 仇 的 子 列 。 

在 Fréchet 型 Riesz 空前 中 ， 有 界 性 也 有 种 种 定义 。 首 先 ， Lexi 
AAM do — f A pO TENUERE refe ETE A, Go 

a € A—» |iz|«zo. 

作为 Riesz ZxfH], 其 中 集 4 下 做 50) 有 界 ， 是 指 存在 元 wm b C E, 使 
s E Aae BAHAR, U 4 叫做 按 Banach 意义 有 界 ， 
是 指 对 于 4 中 任意 元 列 (zi) BERBAT 0 093 A Ek, 1s] 0. 
4 时 做 按 Banach 意义 C0) 有 界 ， 是 指 对 于 部 中 任意 元 列 (%,) 及 任意 一 


HAT 0 的 实数 An C0)- Tim 和 ws 一 四 @。 


(D Eanmwpopai 称 按 Banach 3 3 (OY SOC OOW IK 5, E xen, 


E28 "x Riese Epp diem 


在 Fréchet 型 Riess 2x lp , (0) 有 界 性 蓝 涵 按 准 范 数 有 界 ， 因 为 
acces bo elal [ie —a [ello] He 1o od iod E — Rr. 8 
如 在 LD pS, 单位 球 是 按 范 数 有 界 的 ,但 显然 不 是 (0) 有 界 的 。 

由 Riesz jE H] Riesz 空间 Eo 中 的 线性 算 子 中 做 《0) 有 界 的 ， 
是 指 它 把 E SOLER RE 中 (0) 有 界 集 ， 下 画 的 管 哩 定理 成 
立 。 

定理 3. 为 了 Banach RS Riess 空间 E GU ERDEI PE EAN 
的 ;必须 且 只 须 它 是 (0) 有 和 界 的 。 

证 Gf BN. dL TCO Ade A diii Bom AG BEL FOOD 
ER PAHAR, MTÆR p (0O ARR (AER pA LE 9 
友之, 如果 f REER, ARET E), Elec, i E 


foco 于 是 a= X ja] CE, m j) ERRI -aea EROR. 
Bx. TT 

jt 在 Banach 空间 中 ，, 按 范 数 有 春 与 热 Banach 有 界 责 概念 是 一 
致 的 ,但 在 Treehet 空间 中 ,这 十 役 仿 一般 并 不 相同 (大 看 Mazur-Orliez 
[320. (0) 有 界 集 必 是 按 Banach. (0) 有 界 的 ， 这 很 容易 看 出 ， 但 一 
般 道 命题 不 成 立 。Kazropoams 称 备 Riess 空间 为 如 :一 空间 ， 是 指 其 中 
《0) 有 界 性 与 按 Banach (0) 有 界 性 等 价 。 例 如 D^ [a, B] M Co, 6] 是 
K+- Zo 事实 上 ,如 果 ACL 是非 (0) 有 界 的 , 那 末 对 于 每 个 自然 数 
n, 存在 4 中 一 个 有 界 可 测 丽 数 s (0, 使 

iet oC) )26, 
这 里 上 表示 LO 中 相 这 的 测度 。 于 是 


zi t EO [xv peo. 


AS a) ME LO iia (0) fic. Cn->o0)， 这 就 其 说， AUI 
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是 按 BanmohC0) 有 界 的 。 | 
对 于 各 种 有 界 性 的 关系 的 进一步 研究 似乎 是 有 趣 的 。 


dq BH 二 
i. 在 Banach Xi Riesz "ef ds,25 
EU, y8 F +y l=} x 1+ y l 
IR EA fic aL) GREAD, REAL Y A p, 
Ea T x —À| ta a ——0(n- 2). 
Xt L1 01 93, 45 Vcn, BRDN E 
(5. KECA SS] un dp 五 iagz 3EDN. 
ETE TE Rios m, HALAERE RE ETENEE, EN a 使 
laisa, 会 kel =int{a | La] al, a0) 


RATAM le CEM 189 70, E X Banach 73 Rionz Sft] JE H5 ep0 y BE, 
Ix yf -maxülzbivyD. 
4 在 Banach 型 省 Riez Sepp Ea 中 , B>(Br, e) AEgh Ea E 2 59 bor xk oW 
dæ] € $ kr] =L rh — A RURDGC HERE ARR 
5. HA Rg Banach 型 Riesz Ra 4^ EA 38 e BD —76 6, BizCE Gc. 


—^:»8 (提示 , A e= 5 gil Coo gita. 


neil 


$ 3. Riesz 室 间 的 利和 分 解 


. ,F. Ries 在 他 1928 FAHRE HER T EEA Ay Jordan 分 解 的 
FE. XXI f TTE] AE PR AIC e EE X, Ca, biii CP XE Jor- 
dan 分 解 可 以 看 成 是 CCa bJ rPRPEQE ERGO A, APE, M, Fréchet gj 
Jg TREER T HO EL ARIETE ENTE Lebesgue, Beppo Levi, de 
la Vallee Poussin 分 成 枢 对 连 精 .特异 、 跳 中 的 三 个 部 分 。 Riesz 提出 
另 一 种 考察 方式 ,他 直 搂 考察 粮 性 算 子 的 分 解 , 才 且 这 种 算 子 着 不 必 是 
作用 在 CLo, 01 Lf, Riesz 也 发 现 了 他 的 这 种 想法 与 Lebesgue 积分 的 
关系 ,OFe, bI 上 如 性 泛 丙 数 的 “正则 部 分 * GET ER SIE AR E CER — 
部 分 ) 可 以 表示 成 
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b 


p(s)= f MOLOLA 


REGEA AAA, WREE ACA E, CLw, 07] 
上 樟 性 有 界 证 画 数 与 有 和 邦 数 之 间 建 立 了 一 一 对 应 ， 可 测 集 44 对 应 的 
EIER pa 是 


b 
pals) = (EZOO ( coat. 
a A 


这 里 ya RRR ARRAES. RFE a(O 的 序 移 到 ptk, 
Em 0270, 是 指 相应 的 GGE 对 于 集 OSKY 4 x00 
SOT I) SHEES TE, TÆ a) a AH RC 


? Td xs —d 401 


AGED. xtHROY ORUH ASAM iRNK CCRIUIHEOEESN, E5988 
Hilbert 襟 关中 入 性 自 件 算 子 的 谱 分 解 所 用 的 和 


oro BY, a) 


很 相仿 , 从 而 使 我 们 回想 到 一 种 “ 订 分 解 ?， 适 用 于 较 一 般 的 Riesz zx 
间 , 这 就 引出 Riess 空间 中 谢 分 解 问题 来 ， 本 节 将 优 Fréchet 的 分 解 来 
考察 Riess 空间 的 讶 和 分 解 ,而 下 书 将 论 末 分 解 问题 。 a 
HERRE Y 对 于 宏 间 E HEEFTEY, € 
Y:—(2|z EE, y €Y-—5|z| Ay] =} 
了 +1 一 CF!)+, 等 等 

注 间 显然 了 己 卫 :+， 由 下 Hahi; 但 一 般 及 CY 一 TY 了 1 
Am KDAH BD 及 二 

例 1. SE CV(O, 9), ue, EEH a B, CV M, 
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(4ABXE)- -(-aV —8)(8)— 


一 一 snp (—ae(£,))—-B(H,))— inf (a(Ej)--FB(ES), 
B=E lH, E=B (Ez 
B.[]E.—9 E,.[]E.—e 


因此 ,如 果 > Lu, v CV, 对 于 每 个 自然 数 m 存在 B, C B, ti 
I» CON Ei CE.) e, 


e E= lim E,zzinf sup E;, l 
n-p n bkn 
BUR AUT CERE n, 
MEDS Ý anys, 
En 


从 而 (ED -0, FTE 
Ie CONES) |r| mu lim Jim (ON\ Bn) 


-irieop. Mad (ON E,)) = 
^ lim ici it (NI) lim 去 =0. 


EXCEL RR abe ERRI, RE AUR o H ERAS, 必然 ?| 
Ad G, 这 不 难看 出 。 
例 2. Æ, S, iD), m Ly 是 表示 
{ijec} N GIg (250) 
是 上 测度 为 0 的 集 。 
定义 2. 如果 Riese xii E HETE, 4 满足 条 件 ， 
z€4, |y| «|v| — y € A, 
AU E GEB T E, wu E Hg, 


. 8) 1. 5? (0,88, 1) (a poo) £ SCQ, B, rp ff]. 
2. fg V (OQ, 8) B EBE—3XC 49, 4 
A, c (v | n(E) -0-— jr] (E) 20,» EF}. 
ESIIEME SAT. 


520 Wk Riesz EJH GR MCA! 
EH. RIETER OUERT EAR K 用 是 召 中 的 
这 个 上 端 与 在 召 中 的 上 TU gps. 
KE RX|v|A|x| —0, ma EEEE., HE AA n, "PS 
那 末 ， 
Be [ay] Aje Kny Aes, 
Bp lay | A [e| = 
Kirje, Alyl= le] Alz! 20, HE 
e« Isl A lyte <le] A yl - lD Ayl Veje] 一 
-Cez|A2|y VCI A2|:|)= 8, 
Bp js] A [gr 219, IRI Aly] 9. mius iui, BIER, 
ea zi A jelle] A ly] =9, gila] A [«| 7, 
于 是 证 明了 mE PRIE R Yal Alej = Ola ET), mi yae E E, 
那 末 ,为 了 证 明 |Fye| Alei — 9, RERBA Va MR Ya V us (0o € J) 
ET RURCHE AE SE LM md Mot 
S—SyagE y a EJ), 
FTE- yay, M] Y SNC), 既然 补 间 是 和 摆 的 ,VY ji 加 | 存在 。 


由 此 , 因 
ves Isle Mal BEA \ ye V Ina. 
ac agd aed 
而 NYa = ACY Ey V. Yal. 
aË J 
所 以 [Val SV [Ya], 


因此 ,为 了 完成 起 明 ， 只 须 姓 Y yoj Aj! =0, xx di 22 OCC 


接 推出 的 : 
N/ Wal A dui N ual Ale. — (D 


$8. Hiesz "Emil dor v BSL 


一 一 一 一 一 一 


SUAE QE ds Riesz 空间 中 ,《1) 导 成立。 这 式 可 以 写成 
\V Cisl - 2A 82 \/ Eyal- 12D A93, 
而 到 两 边 的 * 负 "项 ,得 | 
-N Cgil 71D V2 — N Eyal - Ie DA 91 


= JNE- Ural- 12i) Ve]. 


4 Wal Imi Sa LAE | 
(V e). Ac2- » 


合 v= N/ za。 因为 (2e)- 之 8, 所 以 ws I (za)- 存 在 。 


© PK aE S), RA 
v.m(—v)VGs(-—2,)V O= (ra) 


ec A Coa) BUE, WKC) AW Cte) 


Bp (2a) 7 Ww (22) 7 (22)- = Za, 


V (zaj — t \ Eco. — m M se. 
& V G2 V cuv Wave=n 


所 以 
D4 Én v €, * 
千 合 已 证 得 的 vo, BU C2, 证 完 。 ` 
EX 3. & Ries ELE PATAMON KENTAN, A EX] 


539 pU NEU UI FAAR E 


对 于 开 中 每 个 子 集 又 WRZE pupENR. bk z6r ESE 一 


四 


JERUBSEMA T P MENOS MEENE IRE RRAS, 

定理 2， 在 备 Bissz anp, UT TEX XV ,必须 县 只 须 % 是 
E it itr]. | 

EO 必要 性 已 由 定理 1 推出 ,六 为 Xt QU)1, cn REX Rd 
£],8Urig XU cX, X DEBE, A EXN MH ecsueczl, @< 
<z-<lz|, 所 以 se 2c € XH, dpp XU S X GE RARE. 只 
AEH >O kt, rCXU EX, A 

z—s— \/ (AIL. (8) 

] . €*CAX 

我 们 证 2'€Z!。 事 实 上 ,对 于 任意 o CX, - 

exce! A [e| ee ACA ID A( \ GATeD)- 


2 
= 人 Al V GAl- \ Alp 
zCX zCX 
UBL ICH ZHREHRCRERE 1 ZE], 
aAa \ (* 人 leD= V GA2A2120)9 \ CAIs) 
zc zex mC A 

Afi ^A |] 6. 

另 一 方面 , 因 exc 而 eX IERI, z EX T 
A; CXEHOXU, 只 能 z-9, 因为 它 与 自己 直 交 ,于 是 


z= N/ GAIZIDEX, (4) 
zc 
AHILE 7 
EX.. SX Riesz ZEB E H3 r£], A TEE VICE 
ram Grit l2- VV eh NEP œ -— 


|scuX 


$8 . Eiez Eey d HP 533 


咱 做 Y 在 和 中 的 投影 ;而 PRSA £L X EIE EET o 

定理 3. RE RA Rios GEM BEUTE MERGE T MROCRNARM AR 

E=Xt} XL 
Bir, BE PRATTA— EMERE I A pe ZR PERDRE 
TRAKE y dig» B Sr CAEDE. VA 都 是 按 坐 标 取 的 ; BU 
ym Ea He s, ?2 守 91 十 2 一 
ty y V 2 Cin NM 2i) + (Ye V ze), 
y A2 — Oh A 1) E Os A2). 

E bF X, X 都 是 线性 子 空 间 ， 只 须 对 正 元 证 明 上 述 分 解 成 

Yit y> 9. 由 (4 六 6) 知 


Priy€X! 
在 定理 2 中 EHER 
y— Pyry E KHH 
所 以 直 和 分 解 成 立 ， 因为 Xximnx-(90), HTETI YEE, IRGO, 
Pry = Pxy4 Pry, 
而 . GSP. AP Ee ^Av--0 
所 以 Pays AP ay. 9, 从 而 依 & 108128 1) 800 
(Pr. — Pus yy) aP ry- 
于 是 一 般 B 
PuiyMWg)-Pu(y—z).rz6LPx(y—22]. P? 
m(Pygy Prt} t Prz >P yy Pi. 
Eo . 
H 在 TCD, Hypu, EX A. mi MERRE 
e 直 交 的 一 切 yEFT EER EH n ARRARAS EET ERG, XE 
ENRERE S.. XOSDEUR . a. 
{ujt =S. Ani ACE, 
EZ, BrE., nE A. WR OUAR A AT JB 251] Ba Be 使 . 


5234 Aa hieer EHAA LL 


BUB.-0 l — 
(B1) 0, iwi(8))—0 
TE AL IE X, a| (0) — 0, 但 这 正 是 部 E] 与 r| 是 五 相 特 寞 ， 
从 而 |nlA|v|[ = 0, BrEL v € AZ, BN S. SATE 
S,- Ai. 
剩 下 还 要 永明 Si = An 十 是 就 可 得 知 有 .一 二 +， 从 而 62 —5.,80] 4., 
S, REV HRE R y> O, y C SL — Aimee 会 


y'-—y— Y (yA nw) 


n=] 


于 是 B<cy'<cy 而 
BKA nm AYA BEYA V (Ava) 


-(yAs V (y Ana))- V Chap) = 
一 EV (Qr Am) — vA (gAnj)- 8 


Aga y € (^ -8.. (BERE y €8z, 而 soy «cu, BLA v — e, Bf 


y= V (y Anu). 
5-1 
fH yAn € 4,, 因为 


B(E1) == na E — 0 (y Ang) F1) 0, 
所 以 yCE,)— zin. (EG AmaE) 20 
ELNE G=) 
因为 一 切 y 人 人 n>， 于 是 YE€ Ao 这 证 明 SC fH 4. CSI 是 
显然 的 ;因为 
v E A, ——59(u( E) 229— [vi (E90), 
ARTEA ECS. FE ECA, w(E)-0, |v,| (OG NE)-0, HA 


$8. Riesz AZSPEHMGN Bab 


|»1(8) 20, im ICON EY 0, B v Lis 这 就 证 明了 。 
A, — 8L. 
于 是 诈 完 。 特别 得 知 Aa 13 8. 都 是 备 幻 ， 从 而 它 个 自己 按照 六 中 的 
序 也 是 备 Biess 室 间 , 依 定理 3 有 直 和 分 解 。 
V—A,--5,. 
焉 面 在 一 般 a- f Riesz 室 间 中 证 阴 V cb ERRAI: 
EU 4 RE Ro- Ri AN ME 中 一 元 a>@, REER 
位 ， 而 考察 
SCa)es(e| OcCesce, eA (a 0) 8, e € E), 
BU Ca) &Boole (s. A 


Á(a): ={ (0) - Tima Saouri egasan en] 
S(a)- (z]a € E, |æ! Aa=0} 
HKE pH- ERTE AG) 55 Sa) pA ELM, ED FAE 
分 解 成 立 | 
E= A(a)4- S(a), 
E 1:04. 2 M YE M 
1) Fa) 是 Boole (ft. H, e € $$ (4)—95a —e € Ca) GERE E 
O RERA eA (2 — 6) 5 8«—5 2e A a e, 由 此 不 难看 出 
erta C (a) 6s V es, e Aes ERCO), 
Fx 2(e; Ves) Aa = (2e Au) V(2es A a) — e V es 
2(ey Aeg) Aa (2e Aa) A (265 A a) — e A es, 
H eV (a—e) ed (a —6) a, BEAT Ca) 是 Boole 代数 ,其 最 大 元 是 中 
其 最 小 元 是 9, 
2) 如 果 > 人 @，xw 人 a 天 仿 ， 必 存在 正 数 0 j eat Ga), eO, 使 
Ezano 07 


58e Hid Bie HARRE 


我 们 证 朋 ee € Ba) 
Zes h a= V/ (Inya A22) Aa — Y (Anya A a) = es. 
1n n=1 | nl 
AX BEDGDCT EA m. 
— Rya Aa a|- Ana Anm EA aa (TEA na) |- 
(^s ec DÉAGT Da- £ Aa) Aes 
M qma Vl (nya ^ a) — aes 


剩 下 要 证 en, RUZREBHYRIEIEdK a, 使 gs 人 4>0。 和 理 则 对 于 每 个 满 
是 0<a<1 的 中 


dE Jemen 


所 以 | (z-$^«Az-9 
Énp(z—zAaa)A4- 8, 4. a—0, 由 于 a- g Riesz 室 间 中 各 种 运算 对 


CTORUM, xD 0Aa— 9, r 
HNT JS 
mE 
W e. 


o 3k Sin, B, ptp ,ie Nobb T 1 
BRR eo HETAN EE 看 出 ,从 而 sn 的 
解析 式 就 不 难 鱼 起 天 本 。 


" $8. Riess "ERI HIHNE 7 5837 
3) iX 29729, sae, e C a), 07-0, 那 末 由 O«ca'«Ca 可 知 earzze A, 


oaeo EAR a=, 因为 否则 用 三 代替 “就 路 了 。 设 0<8<1, 屠 


iet e) Ga) Ca) 


mo, € aat esf £ (€ 
7(553*3153)( 153) (5s 
BEAR e € (02, 可 知 2e Aa e, eAae, 从 而 不 难看 出 对 于 任意 mz, 
never QU BR meA(a—e)- 9), FHN 


1< 5， 必然 了 有 人 《一 6 从 而 由 上 面 不 等 式 


e 3 E g£ u 

得 s (rine) <ra (ra ^e) 81-5, 
所 以 C eii, 

fg esca, 所 以 


ex. VA (Yia Aa) m ets. 


Bn A Sz Ve ASOC ae), 证 完 。 
4) Ba 9, 
z= sup Be, 
B0 


BEQ. 
pease 


这 里 名表 示 有 理 数 全 体 . 因 有 理 数 集 是 可 数 的 ,可 以 把 袜 足 上 迹 “ 上端” 
符号 下 所 号 的 条 件 中 的 有 写成 Bi, Beso Bs … 于 是 上 式 可 以 宣 成 。 


7Ó 
j= (0)- lim V Biegi 
nce. 
名 三 1 


BEREZIZ o, nv € I0) REEL BUE 99 DAHER ej … 


588 第 五 章 Riesz "EDRGT edes 


cam fe) 的 如 性 组 合 。 和 如果 n=2, RAA — 


£i =t, A, £5 = tme], e$ 265 ei, 


注意 ， 

(ei Aes)= (0) ACa Aes Qa AeDAQ(Q T (AA)) = 
其 余 也 类 似 地 得 证 。 设 命题 对 % 一 1 已 知 ,于 是 对 于 6, 68 s eos Ens TE 
在 两 两 直 变 的 元 ei, uti OE REIN eC ion — 1) PT PARTS BG 63, os 60 
的 多 性 租 合 , 令 


1 
e mei = en Aet, Emntmti = Ey — Nets 
i 


eet meny (I1KiKM), 
那 末 eT, e, Ems Bhar cs Chm 85i 部 满 是 要 求 。 内 

e A e! = Oma A pe — Oa, B7»0) 
MEXHIT RA, BE, a PT PASE py CO T OCER E SE ERPEAR A 
ÉCO ED 2€ 4(a), Aymer, WR 9220, RIS y € SQa, 
Bn y Eia), 做 证 朋 的 25, 存在 eE 窟 (a) 及 有 理 数 o>0, 使 y2zae, 于 
是 wessz 从 而 依 天 的 定义 ， iaae, $ RE PAH EI 3) nA O-e-a 77 
必然 Dea), eoo, Zze, BEA m—-pyze2ae, X dp «lala, 
必然 有 

ea) C Oy (4), Ema TEE, EL qM ea, 
所 以 = E+ Ye 
TOHBBCT S {PRY o0, 0«cac«ca, 

zzz(n-4 1)09oe(n— 1, 2, -.-). 

如 果 取 am, Hk 


(nt 1)a Vee, A 人 而 znaeln= 1, 3, -.-, 
这 与 阿 基 米 德 公理 相 广 盾 。 所 以 ¥€ S(a), 
5) 分 解 w=#+y 是 一 意 的 ， 只 须 证 明 如 果 AEAN SCa), RR 
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A-8, 一 方面 ， . 
À- (9)- lim hn 
nhe 


ha 是 器 (a) p ERREA 从 而 存在 正 数 os 使 bal Kad 另 一 方 
Eis h Æ S 中 的 元 ,所 以 [| Aa 9, (AIA ia) = 8, 取 (0)- 核 限 ， 
得 | 由 | 一 jj 和 人 Ji 一 @ 证 完 。 
9) ZVB 取 了 中 一 个 固定 的 元 w>@。 作 号 凡 ) 如 定理 4， 
我 们 证 明 eC FUSIE € Y, (E= ENE) (EEB) EKE, 
如 时 e(E) = iC E N E)E € B, WE i 
Eee) AeYOP) = inf (C&ie)(97) e ENE)). 


Terr E'— EE, e(ENE') = 0, Keme) = ENE 
~E N E)=0, HA-A, R, ae ER), eO. 那 末 
eA (p—e)=9, JAiti(pe —e)-Le, MTF Eo EB, fi (5) 0, (中 一 以 一 一 
=(p—e) (ENE), 因为 (一 2) (ONE —0, FE uE) -(E)— 
=H ENED eE ED -—- ENE, 所 以 l 

~ AE)= BNE), Eje ER 
TP ACau) 中 的 元 万 是 9009) 中 元 > 的 粮 性 粗 合 的 (0) 极 限 ,而 在 每 个 
HEHA P, PETAR HA E R. 


ka 
` pe(0)- lim > AGCo eom 
- 05 


^ i=l 


但 对 每 个 «n, 俯 上 述 有 一 相应 的 En € B, AA Ti 


ka Èa 
5 KPP E= > KPa E NE= 


$—1 izi 
E. Én 
= X xe È zgo ea S Y Mlp (6) 
LES E E i=i 


这 里 goo 表示 集 EP 98 征 西数 。 注 意 EAIA pCI) ERM 


Pi 


so MER Riess cene 
3c, ir BREL AIDER AR OO 2o RE, a 


kn 
n > amem, WE 


i=l 


[eE EN] emri ELl C) [In] C7) 


而 既然 ?二 C0D)-lim vy, pL ERlivs—v|-0(k—c 025, A mi COO m zu 


nao EE eCT "(EDS a 


kn 
> MP X geo (0) 一 eut), 


i—1 


HERO DAAI TER 8270, WR n (6) d 


p, zn | È CC - es CO) pd) c. (s) 
; ' 3 | 


对 任意 如 6 双 一致 成 立 ,对 于 国定 的 p. e, DIRE AS 
(las Doa OY, 与 Cascos). 
HECO FAEERE RRE, 
EORTC 


£ 
ERE E Cos) 73a, MURATI. XCTI Fd 
KARERE RT REC a), 并 且 aC) JE e RR BIS COO e 
4 noo, 得 nud 
vB)= | enkat), 
H 

从 而 至 ) 是 一 个 “不 定 积分 ”起 明了 Radon-Ninkodym 定理 。 

关于 从 Riesz 空间 的 眼光 对 Radon-Nikodym 定理 的 进一步 研究 ， 
请 参看 下 列 交 献 : | 


O Q EEA Ihe, Rhaw Bleah, MEARE? 851, 
EN n o de Nos 


$5. Riesz ERI ET ME BAL 
qgIBSEX EzgHdfB—.Hadon-Nikodym DEME 9c. HE 


学 物理 学 会 志 ,15C1942), 171—186, 
Dieudonné, J.Surle théoréme de Lebesgue-Nikodym, (F), Ann . 


math, 42(1941), 547—855; ( IL) Bull. Soc, math, Fr, 72(1944),198—239, 
(ILL) (IV), J. Ind, math, Soc, 15(1951), 77—86, (V)Csnad, F. math, 


3(1951), 129—139. 


3H EZ 
1. REHE Ag Riesz 空间 中 的 找 影 党 对 证 是 下 列 上 案件 : 

Ci) Pary Et, Pry =0= -YE YL 

y— Pryt vh, y= Pry eyEn. 

' Gi) Parly +) =P ryt P ye, Pay)=aP ry, 

(ii) Pay= Pry. ' Do: 
(v) yD8— P xy, 
QD [Py < | 和] . 
(vi) P(sup za)-sup Pro, Plint 24)-ini Peg 
(ib POO Tim on) = (Olim Pay. 


^oxEEuGREEd: Riesz W E mss P MEF HEM: 
D OP rrr 2 加 ,2 上 B), 
b) P(Pp-Pr 
e) P(zy)- Ps Py; 
HDckEPIC BENT. 5TH INA p E > 一 (sla, Paca 
2. RRE Xd Ries, HRA Eia, EAEE, 2»0—21Az220, REE 
OH LIE, REXDT E RAAN e, WE eD, vE E, p w= e. OcYpPIWA GEGR 
一 切 投影 第 子 时 ;,* 卫 由 粗 成 一 全 Bole 代数 表示 成 Ro & Do 0m ` 


&z3-l [Z dues EKD, DE R i a maEND 


RH SCE, 20; N CREE S, RE 


^ V yt T 
yCE(x) 
8, RRE Ea rh, i B EX, E ALL BEES REECERET I LIE "pj 
Sc I htu, mmHg Rd Ba c Ud SCHEEREE T EEUR., D. 
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$4. M3 
为 了 在 -f Riesz 空间 中 让 明 计 分 解 定 理 ， 我 们 需要 在 这 种 空间 
中 的 投影 的 稀 钨 ,因此 ,这 里 把 前 节 中 的 一 部 分 栈 时 推广 到 o- 备 Riesz 
空间 中 去 。 这 里 的 氢 述 方式 是 根据 中 野 秀 五 郎 的 @。 
定理 1. 在 a-f Riesz zeii E hH TEEL p; 
S(p)eísnb, 4p)-inU-* 
NHRIIOEBGRMET EBD Ap =p 
TE 053 HRR AARETE [d Riez 空间 中 有 关 备 性 
的 竺 有 属性 [ 见 $ 3 定理 1 证 朋 的 最 前 部 分 J]。 
定理 2. 在 o- 备 Riesz AMEH, 38 T sEA ZARAZ 
(9)- lim (Izl Ar|p|}= [a]. 
d 0 HscAOD 4 
2 (0)- lim {lz| Av] pl). 
二 难看 出 sw<lz| E | 
i| ACIE 2) IL ACG pi CO lim Cal Ar] pe 
= [z| A CO- lim (Cle - | DAC 2| PD 
0 Um Cle Ael + | ?lA P= 
一 (Or lim Ciz| Ar| p[)=2. 
Lum d 


dk Cel 2) Api Iz AC DI 329) —29—0, B [zl ACIzI 一 
—2,)-0, Bj |2| 一 zo {p}, mi £& (2), BI[z| AC SL =m) 一 


Ed — ti, it EZ m, 


d) H. Nakano, Teilweise georduete Algebra, Jap. J. Math, 17(1940)425—511, 


Sa. EM 548 


2) Ru 
(027 lim (isl AvIgi)- |e], 


那 末 对 每 个 wyE (op. 
lal A ly] = {Cn Eel Av! P DIA yd = 


-(9- im Ecis Arl 2IDA [yid = (0)- lim Cisi Ao1- 6, 


从 而 [z| € (2). 
定理 3， 每 个 gc- d Biess 空间 召 具 有 直 和 分 解 
ESS(p)eA() (PEE) —— 
换 各 话 裔 ,每 个 %€ 如 一 意 地 党 示 成 训 P) 与 4( 了 中 各 一 元 之 和 : 
z—yb2, YEACPY, z€80p) 
WE BY à (0) Jim (s, Av| pl}, HE BAR»! = 


(05- limir Av. p ALl 2 一 人 0) lim {rn AvIpl Azm|2l)— 
pp — 


=a Apl pl. 
从 而 o, 
(0)- lim f: Am] pl = (0)- lim {z An] p j=. 
rs d p-p | 
WEER 2, EA p) $ rcy, ADS, 21229. B aAip|= : 
Casp A | | 9 GG ACE PL tr) m ERA (EL gl v (037 lim Cy. 


Nri PII = CO- lm {z+A [Cjp| -yOACH- D ESI —5 


— AC »| 6) i0, 
| i n€S(p. ——— 
AH, y. = (0)- lim {2 Av| pih tw — Yo 


可 以 证 明 € A(p) :€ S(2:). 4 Y= Ya 2 mtn TELE 
AC p), 2 € S( 5) 


和 


Basy tr, yVCAUD, ESCE WR Yyy =r eE AN 
NSCP) Ami v-vy' 3B CURA, w v—y o2 —2—0, 即 分 解 是 一 总 
的 。 

定义 1. 定理 3 中 的 区 v: 

y=(0)- Jm (z.Avipir — (0) Bm {sAr Pl} a) 
ULfg e xk ACTO 中 的 投影 只 表示 的 [pele [5] VLBETE P ERA 
子 。 

定理 4. dp c- 备 Rios 空间 召 中 ， 由 一 匹 世 决定 的 投影 算 子 [2 
RAFIR HE: 

1° Eze L| p| Je, Ce 21 — peH A Sic apio 成 立 ， (2€ E); 

2° s C A( p) —L 71e 2; 

3° [20€ |*| A| 5| 20; 

4? [ gxem[ pl pde Epi; E 

5? Lpjls| =(0 lim [isl Ar] plj; 


8^ 对 于 每 个 实数 a, D» Co) - aU po; 
7? Up Xa Ky) -U Pe E 9l; 
$8? [py -( 2l, Epe- = Cir] 
Loe Vy = Lr Yr]; 
JC CEXS As - UP Te AC rY; 
9? Cøjla| 2 [Eee] iui; 
10° fn (0)5- lim z,—z, Blk (0) dim Ere. rds; 
11° ADEA SCPJDSC g) > HEA sg E, Ae 
Clie = r Erl o r, sE Eep £ 4(35; 
ERME fEC 9 ])« Ea i 
12° [Cz ]e ]z- E Eo 19] 2 ej = CC 9) 5E | »| 人 m^ 
13° [p| A|g] -0—[ p «15 5 U pn 7o; i 


0084 UM 54b 


14? [I»| t Ie|d EE pi A^ ais 
i5? [p] [a kelle V ial JUI e| A lal du CH € E); 
16? RLP] a| [a lis| C—Ul e € E), MEE] ERKA 
T,RL»]-Le]2L »—[. 193; 
17° 如 | palt! gol, IRH FAA e € E, 
O ， lim [ pie = f pet; 


18" Blr JE PRET WE: e| SS pede] E ndn] 
seexpelei(e€ 1, BREESE b eE, S01 8 S CE, 
(0)- | lim L5» L5 s, 


这 时 号 作 [5]= wn Lori 


19^ BL pi 2 0e T pulv 性 末 必 存在 CE, EHTE 
A^z:CE, 
(0)- lim [m —De e, 
no 
这 时 写成 [ej= lim Cpr] 
XE: 
i? 因为 在 定义 52jz 时 ,只 用 了 1 而 不 用 eDREGGXOX) 所 以 
Crille] 在 (1 中 用 ap RE 区 ao) 也 不 影响 (0) 极 限 的 值 ， 
&& [epl-i»]l(ex0); 
2^ IN ACPE], «C A(p)e—92., «€ A(0)s ECHEM 2, 
对 于 任意 2270, "€4(g) e Crem z, AOD Lrjs= m 
.一 [pjv_-， 故 2° 得 证 。 
a BI PIA le] oom A Eom 2- A | pl mà, 
ik 3” 由 (1) 看 出 。 
4” 在 定理 3 HERPE rje EA p), An 4^ 由 2? 得 出 。， 
5” AHH, Aiel 0, 
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6^ 如 sy 十 2 和 ECP), 2 € S(p), WR ax —ag-raz, 而 Alp 
ICPP, M ayCA4(»),a«C€S(p) t ayse CHRIUZHME 
B9— 3E TED. 

7? 的 证 与 6° 相仿 。 

8? HT x. Ax. —0, E 3 pH y Ej ve tup SS, 因为 Oscans, 
Ea, OKL- Bk RO), CEp oa =y CE p ]122- t2. 

[E ns Lp = p, 故 8 的 前 半 得 证 。 于 是 

LeKsVy)-D»K(z—di)-cT:3)-L2Y2—)3)-- [py = 

Gk) =r- +r =k = 
, =L] VE». 
LzK2A:--Uzli—-O A0) Er] —2 V -y 
z—(E2rEC-SVEPK-—-s)- 
=- -Lr tV -Er =r ALe]. 
9? |E»2]e| 2 CE 9254 - Cr- ILe ptr 
(E 8,77) —DpY. te= »1lz| 
merila] <le HEr IEEE HAS 

10° BrT|Ep es Erle] 2 PKn ae], 

Ko AORE, H 107, 

13? BKCACP)) 2 GSC PD. m S( $2 AC), BA 11? 的 第 一 
AETR ACA), ii z—94-2, v € A(0, 2 C 8C, HRA 
S(g)tz8( p), à eC SCp)f 8^LDrkE-0, Crelle] = IL 2 E! —oCtk 
97), ik 
Colles] l Cer] +EP 2Eg3lyis [v] — Lais. 
KZL sL] el CA EE), RRT 5€ ACD), t 2^, 

[e| 2E» 1e sE], 
àktelle|-|e. jel CACa), eca), Am AC)CA(G). B 
A(p)CcÁQDO, MU SCp)2S(a), dkins—utz yCA(D,2€ a), RU 


34. TM h*vi 


Los=Lp jy=L? Ia lx ws EE). X. M »isCA(pccAGQo, Lal pir 
-LD»i. BEL JL» dv [o1 RU 
Lelei srg es lU» dels adis. 
& Lrlelk-lal»ei-Usie LsCE SU 
p-i|piv-ieYl ple E ACg), 
而 反之 ,如 PEA) BI »€í(art Amir oly, 
w Lrels[pedeb 一 切 x. 
于 是 证 得 了 11” 中 一 切 条 件 的 等 价 往 。 
12? g&| p| A [e| A0, RI pl Arel A=, XE v EV, 得 
iale A*—0. (2) 
XOU ER SCI PIA l DESEA) m C2AmEa 1] pi A e] As 9, 
但 Cell 2| A lel = Coo- jim Cle Avisi DA igi = iA la], 
a [9| Alg A0, BSCED SC pl A ia Ds 由 此 , Ef 11° 得 知 
Lizni 信 1g1]=[5r32Jj。 于 是 依 对 称 的 关系 得 
[LeWil-tisl»l-tisiAid:1. 
hi 21A lal As —9, HRI TEE o, ip AVIA lal Ay=0 
Aiel Av| pl Amis] Ay—0 (7, 5—1,2,--)o XLV XXV, 得 |[pj%| 信 
wq Ay 0, EOS A ERN, 
(Tal »Jz] Ay =o 
页 Cert Eip Ala y^ AC pL A [aDD. f 25 
ELPA le Laele = iL ER 
但 依 11°, la| <l j= (5) * C a [a 5711 
& Cleja lare Pl Alei gIe- E] 2| Ales 
à Eiris Ajaj BpSbEESÓEXARLI PIA T4] 32— 
=C PE, ik 12? EZ, E 
13° $&| 21 A lg] 20,2270, ieg ESC ErP EAC, 
故 oULERBAlsS 9 i CrF ES) mblibe EAC) i 
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Lpjz 人 Eqjs 一 0。 但 依 11° 及 12° WE, CPLL! pl + lal, 
Les | | + 1e] do, SAU 0 1e- Ca de EL 92 VL Lis|+ [8]. 
4 zmr pi, &z€S(p. FEIK 11’, 
LipI iele-LEI 2i - lai KE pde 2) —2L 23e E] 2| T+ lal E- 
4 z= ak, dez € Sa) Alpol A=, 0c, 
Ak IPAn =0. (HzZAiqgI—0. Me'ACIPIH- [a]370. 
因 exs, Cilet iei SE pd igi Kz 十 [go 一 [| 到 | 十 
+ ig] Erps ir kse]. S LI pla lei sLlr i fx EBD, 
得 出 135, 因为 [| 1 - 12119 L! »--21 35 E 2-23, BEAR | 21A [a] 0« 
14^ Elai V|elzipizejal. ski nl, iei EAC ply ial 
A ipie [€ ACIpIV[alX. itk 2^, 
: LipI VielXEpsi--leDo ini iel- . . 
4k 估 19? | ， 
Einb lad UI 2] Yla K alti DIELEPI DA 
ACtei +] DJe) V [a[3. 
15? H«C 2l —Eedl p A Cp] —0, f& 13° 
|. Eka- 2l 3 LE2315]5E2J. 
f& 14, ECI pi -Egl 012A |a] 0, l 
L»rdi-Ee]-[L237]12-LI e] Egi 2| + igl] 
A ADTA] »] -Ejler + le DE), me 21 EAD, 
- qe +lel= {pl Eel 2D lal) Ead pl € ACE D| — 
—Le3l »1- jal). 
3-7 
CQ »2]—-EedI 2r lai plor dal. 
< f 1, 8L | »| tl ]—LCI 5] — E931 0122-12|]o. f& 14^. 与 12。， 
cip VializL|pio-Ial1-L291--Ca1—ELa121— 
—-L»jr-Le]-Li 21 A i13. 


— 


_ S4 BEP 
16° BErTel Bii p—La2]12| AlE] —0, f& 13? 
L»—-Uc101-- 11412125 U 21. 


H 12° 5j 11°, 
[[e)»]-L 2121-2123 
故 Lp—De1»]-C»1-L21. 
17^ REI p«|T| Pol. RAX m0 REBH RR. LX S^, 
Lp dest ps ez LL po. 


所 以 在 0- 备 Riesz EME B, (0)- lin [pedem FEE, Hee 


<sLpojy。 另 一 方面 , 依 
Cp M po l= 02 Y po pr esc pu poro =E pn. 
因此 ， Los KE pode —29) —0, 
A mif& 8? | pr) ACC pode —20) 0, 4 no 得 
| e. AC pode —20) —0, 
而 依 37, L po lC olo — 9) — 0, E pole =L po Era = to, 
因为 Cr] Co)-Tim p, ie = Clim Epo V 9. j= 


7(0)- Im Epa = xv. 


18° B Cat 1, Y ipl EAP) B 


r=i 


Ecis V/ {pr [< > | Pl, 
”El1 k=1 


所 以 ted-| Vini. 

k=l 
ACP JL]; k 12^, ' 
Uod-Llal ACISIIV -eV Eo] 1. 
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4 p,—|a| A V | Pel, 那 末 PSP Sale, 


k=1 
AAT s. (00- lim pi 存在 。 gui, A, 177 
9-66 
lim [p ]= [lim p]. 
J Tx 
19^ a» p« e. Los do D pd Und. SER. f& 167, 元 PD; MFE, 
JEHL» «Le fK 18". 对 每 个 m, (0)- Him L»5]* —L 2o.jo , Br 
PACO) lim [ps ]e— (E zil—b sees BE roles Emni mn 
J& — EX ps] 证 完 。 
定义 2. x. Ro 1—co, oli a-g Bies AN E c (Que 
Ayo, R EUER JE 
AT, a n. 


raa rim masa P E A E EAE, s mme Pa TT Pra Pr C a e 


Age. LAÀRc B. 


MARBRI m/ a EOR FEER, 使 对 于 rw Bj 的 每 个 
Z8 s. 
S ges. 
^->ax 趾 做 固 变 误 族 ,是 指 对 于 每 个 并 区 间 [w S] o, TE rp REE, 
注 FRAEN AEREE. 


Pr 一 


[»3 (Lp) td Borea, PEKAT -EPSD (o 
Aeon), 使 人 Any Rs 对 于 每 个 zE (Pr) REEERE, 


84. iE WE : 551 


— 


让 我 们 只 浆 未 一 部 分 ,其 他 都 不 难看 出 。 事 实 上 ， 


Pw—P, t Pat, 


(Pras), (P, 230 35:78 SERE, 


XT — oo «M eco E X HRR. MKE fa 8] 的 一 切 有 次 
BIET ADI 36 SE Fe CPa D P 表示 分 割 P: 的 分 点 也 都 是 Pa 的 
HALTA 


gagne PT Na, —a., , X. mE, 


PES 


Jk E M PE AFIO a C0) Gk , 32 [I EL E DATE BRE Her nx 


B 
i ea, 


amen eru un rm Fu ur a er P aam i P a o e a m a S a a 3 e ug a a Pe Pra P rr mter Se arr 


B y B 
1* $ va = V payat È payda; 
a LI Y 


B B B 
2° SEPAHAN = È pda, e V agone, 
CC) d EHE SD; 


B B 
3° f roda, ov 1 e (da, ; 
[7 a 


B . . 
4° f da, —dg—üa. 
u 


[5] 


” 如 (a;), (o, HE PREIS E ERE ASK 


Ari Mion erR 


ü & B 
V oO + V odb, = § pMa 5.) 


i PR e Oda, 

0。 如 果 ( AORTA T POSO, JE 

focos bAa, (82a); 
7^ fm Co, ERR CR 
| n Payda, lec leQ)ida, (Bo); 
$4 e= É eoa, 
Wok Ce) BOO RURSUS HE 

n va. V b(X)p( Ada, 
—Ó—X P. 

P n poda, = f odPa,. 


We EFREM Stieltjes 积分 情形 的 证 ,从 略 。 
ju RE E nmn, 


Ë 
(0)- lim $ ecods, 


Bem 


B4. PEN 555 
存在 ,这 极限 表示 成 | 


f oyda 和 


叶 做 pC 对 谱 族 Ca) 在 (一 wo, 吕 ) 上 的 积分 。 注意 定理 6 中 的 
1?—9? 对 于 这 个 积分 (如 果 它 存在 } 也 成 立 。 
定义 3. 在 0- 备 Riesz =H], WEJ p。 元 # 是 做 相对 于 
PHETT, file] 人 |» 一 e] ==0。 ADT P BUBCUCR HEUTE IRSOCDD. 
[e]p—e, XI TEES 0, PEE [a]pC GG (p). Pu —p-C(5( 5), X eC 
SEL pe (Pp),P 是 任意 投影 算 子 。 T e € GC», BE 
e, = [Pe, e- — Doe. 
jn e € €»), es E Ge, 那 末 e € ECoD. 如 果 e e € € Co, mile miles 
zi JE HR es C (e). Jai e € Ce), WE, HME» 
. [es] 7 Lei e — T e: — ei dz. 
E GNO ERAR cE- —e| =0, 从 而 
peX»-o- o, ik Le] pe. 友之 如 [ep e; RR ope 
005 TeATa—e| s lel A [p-ep] m 0.7 As 
Ska, pC E, 那 末 | div 
Cejplp - Cr 91» C12. 
因 p4 一 p- 一 p 且 P+ 人 | 一 2-|=0, 鼓 4， -»-€ Elp). 
Bec. BR [e| A »—e|0: 从而- 
eo. [Pel AT Pp Pel =(P le ACP | 2210, NEM 
E (Od PeCGCPO. B 
RR ech 那 末 [ejp=e 从 而 
e -—([elp).— =[e]p = [eL 2.15— Cp. ,elp= Urik, 
H, e= — Lp Ye. 


Eid LER MU EISE iod * | 
ix e ci 2), es EECa), 末末 [es dei — es, Bede [LesTe11— 
=E lel Adele 


Les.]p — Les» ]Lez 1p Lez le — es, 
B] es C (E( 95. 
EX en € C IÉ( p), mile | Z7 | es], HRC 127 Lex], 从 而 
Ces Je: 2 [es E e lp = [er] P= es, 
Bless € Ce. 
8 e € Cen, HI les | A [ex 61] 0, Ek 从 定理 由 
Lez]1-[es—e:]H- [el 
定义 4. 区 [2 中 一 个 王族 Ca BUH SCC A A EC po nt ig AS BR 
象 ) 叫 做 的 分 解 ,是 指 | 
(0)-lim 5,0, (0)-lim m, p, 
Aim Ac 


Ey = ny 


. A-a—Ü 
*Bh Ae a, 128 |, ]. 
EES hUR(e OR rN, SUEXPT4DX HE WT OP. Pe、 是 


ACEITE IRE SUMI 


Pri- 
E BST PARCOURS 4, 10°), 故 
(0)- lim Pe, = Pp, (0)- lit Pe, =0, 
六 一 
(0)- lim Pe,= Pe,. 
:| 
又 依 定 理 4 85, P RREN, MATE u= Pe, | = e [Pel 
= (Pejo 
ERO dE E P ZR OECD C004 RE P. 
P- 的 分 解 。 


ir WEH T, (ea) — E pa Jes, 8x EEE 8, Cee) AEUr.]p- . 


s mom | 555 


= P+ 的 分 牌 。 同 理 ((e,)_) 是 P- 的 分 和解。 


` 
er mar a ar e I se n mes Pa ePi n A P E Ire 


ae, T Bf, apt Bg WJA Bis 

证 RARA > = 一 > oe、 十 BJ, > jaen tE 事实 上 ， 由 于 
rla STA p-Fg| — jpt lh AE 

læ] lea HELE Ta pla] jea] +18] ISa O>) 

的 站 搂 后 果 。 

定理 U. EET? WAH e MEAE | 

BE ” 依 定 理 9, 604), (060 0)483&. Pe P- 的 分 解 ， 且 由 分 解 的 
定义 不 难看 出 它们 都 是 增 主 族 。 因 此 ，(e、) = (060 e) 是 图 变 
的 。 

定理 12. 对 于 2 的 每 个 分 解 

im [e] -E 2], ,lim Fe] 一 名. 

E 前 一 式 由 定理 4 之 17? HO (3k. AREE lim [e17 
在 。 8 Po dim Pen, 因 Posing 可 知 Po(p—e,)«:G, Sd — Ui 
7 成立 。 合 —— co, 得 Pop 一 如 ,从 而 Po= PE pJeLPoz)- 名 ,因为 

P. pl l 


定理 13. HE o~ 备 Riesz xsi RME, XP PEE RA SERS 
7h25 0€ E, TE EN P pe) 使 


- (o tru usc 


这 里 ea -thp —[5.je9).-- Ca - Ep 3032. 
E EER acA p) FRE pO. 4 
€, 7 [ (Xp — a). ]z, 
ADR ADR — (Op — a) mn poa) eme, 
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B | (0)- lim e,-e,. 
XA—u—0 
XH («p —a). € AC p), 所 以 
Ce 12 [O2 a Er] 5E (9 oi. 
但 | (Ap— a) AC p—9). — 6G, 所 以 


Fe, Apa) -[(. 9 a} 0 5 — 2). = (p-a) >ð, 
gi. A e, C GC», 得 知 


Le. Jes; Ae, 1p—Ae,. (3) 
因 Cpa} p-e) =Le lp—e,) = 9, 所 以 
(pe) A(Ap—a), =A, 
所 以 
Lp—e, ]J(p—a)— —[p—e, X X»—2)- «9. 
于 是 Ep —e, laz[p— e, ]^p, 
gp Lp—e, eN pm e) (4) 


如果 <0, 由 (3) 得 
C723 «Te, X —2)« lal, & e — Lal, 
z 《0)- Im e, 7, 
m an 


hi X0, 由 (4) 得 
Ape, «cd pe. Jae |a, i p-e l; 
ik (0)— m STE 


因此 (e, ) 是 P 652-8. 
如 Am 6s .€ GC», 所 以 由 (3) 
pe, — e. Ja Ee, ~e, Ee, Jos Me, He, Je, = 
-Me. —e,), 
Tr 4), 
[er e. ]a Le, — ec Ep —e pe, — e p — 0.) = 
— A(e, ~tu). 


$4. dE AE 


所 以 对 于 ^D, 有 , : - 
Hen men Le Ja e 0e Ae, —e.). 
USUS, BliN—T2—cE. m ts Pm B, DUK 


E 


S As a(6.,— ZEPPRESUCRES Les lia $ A65, 764,4) T J& H1] Stiel, 


nn 二 1 n—1 


tjes 积分 的 定义 。 


B 
(e21— [e Do - j hae, 


a-(0)- lim (Çes]-[e4]) a= pa. 


Bore 
dX — 一 ue 


2) RERED e, rj— ES RECO UAE P ZEE, 


&H a= urs 


HR 


poe È u-nan = fiiit $i 


= f u-nan - f exi, =F) 
E femine, 


"A eid 129, 


55g WEY Riez AERAR 


着 且 fat. $e. oto. 
所 以 Cep—e)+ = § C0 
于 是 得 


Cpp a) = | (GIL. Cpe), 


所 以 Fes J= LG» ~a) 1L ls 对 于 877-0, 


AR—E 
(np À (natio V sar, cafu. 


Bikes T Def. df. dk 4 o0, Mel Eil KAHER 
p, 
be.12tf.1 
故 e, fe. ]p-Ef- 1p... 
3) VARI EE 20,0 EAC) 现在 考察 一 般 情 形 , BE poo 是 任 
意 的 , 依 上 而 已 证 的 部 分 ;存在 p+ 3 p- 的 一 写 的 分 解 (et+), (exy 使 


[e+e = (ou, —[p_j = oa 


A e, emet eu, 那 末 
prj =i ptr- e. 
因 2« A p- 0, 依 定理 10, e, =e —e; 是 卫 的 分 解 。 
HE) RRE. PEERED 2E f.. E 


Eple = (oan. 
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BK Deo È EaI S AGD 
但 另 -方面 
Erde V panes. È nace. 


依 p20 RJAR E VERE. (04s FEBRE Ca- =la 
AK €. - fie : 

X ”特别 如 0- 备 Riess 空 关 有 弱 音 位 如 一 元 ; WB e 
——m^AlIT, 

那 未 [Ia 二 %_ 从 而 对 于 每 元 e€E, 存在 一 个 一 意 决 定 的 电位 分 
BR Cad 1 B32- RAD Ce, 使 


a= f Me,. (8) 

证 由 于 1 人 jejmo [z]-0——52-0, kk (D* = (0) 
f) = fo) -EQEMZHD. 因此 FI1]w=z 对 在 意 2& 刀 成立, B 
17-0, 由 定理 13 WAA 1. 05:25 RE REOR REOR | 

例 1. 在 备 Rie 空间 R, PREETI RBE, Sc Un, Et 
RESRÉSAR TI-CBIVE RE UR BUE): HFEA BER, 存在 实数 pp， 使 
!Bi<cp]， 因 为 这 正 是 有 界 算 子 条 件 的 昂 一 种 写法 。 TEEI 4T 
PEE(T)CPER4), 必须 且 只 须 P REAT AMEER I Mhi 
了 有 界 自 伴 缕 性 算 子 的 莉 分 解 定理 。 

Bi 2. 在 备 Bie 空间 SO, $8, ayh, dm 1 (De GEN), WR 
1 是 8 中 的 弱 单 位 。 在 总 中 , sy den | 

(11239350) N (|y (02250) 

Rog -—oONBECCSB)S AT eca) Heo 1—e0, 必须 且 只 
A eL 1-e, 8n U 


roo WEP Rion SPHA 


max(e(£),1—e(1)) 1, min(e(£), 1—e(5)) 0, 一 
朗 e(t) — 0 3 1, 从而。 是 B 中 一 集 的 特征 画 数 。 如 果 aC S, 
EIL (oO)- tim CLAv|a D, 


且 全 前面 精 果 [611 € OD, p [6] 1— 2 466 (6| [20 | 270) BJ PERIEIR 
数 , 特 器 
e, —[(A1—o)5, 11 

TIER 1t | aC MB HE PRÉC, TERS RORE T PIE E 0 
— Piik, f^ T E ER CJ — CE PET BRE EIC E RARE CELER 


LEE 是 四 


L. RIA Ea sh Jo T TAI-T-OCC RA) SARRAT E Ea 中 的 覃 影 第 子 ; - 
2. HR E 是 县 蔓 音 位 元 上 的 4L ERRES SKEEEXETF- EUG 7720, o8 1095 
WC) M combo, 0, 3E BAKE CER MUR e CELL e) 0 WE e CB, 


Kee dz f adhere p 
^ 


3 Hoo s RUP e Stieltjos 积分 ,特别 EN 


"m 


PIN TENE 


Lu 
Tg rcg REAREN O, 8) Eos QES Mi), 0, 于 是 得 知 对 于 任 惠 ?CE Aa); 


FEKTA E. C 26 ,使 
1? A> n= Ea E a; 


a° 门 8.22.0441». 
B? lim E,,z(JE,,—u, 
An 
mAT AC, 
9A) 2 f Adu( A [] E, ). 
; . 


HEER PED ETIDA RON 
P(A)= f FED, 
A 


—— 


Qu; MN bel 


Mif se T Baodn-Nikodym 定理 。 
(0 3. ERRET Hg Riess "BUE h, Kum m(edeCE 6^ (1—6) 50), Jt 
未 对 于 v0. 4e 


Sta) | Y ones |» BRR, en € f auo, 
R-1 


5 aenea]. 


R=] 


对 于 oo gz, y CE, 定义 
zysup[ X ases ^e | Y arresa) Y. Bere SQ] 
Ł=1 i-1 


MATA ey EE, EA wy 二 wy 一 wy 并且 yyer, 
-0 H yr way) = —(ar)yca(zy) (nC FO, LY 3 2)mmy Mrz, wl 
—m,r.(l0,ec fo——bes—ie]n,(ry)z— (yz), vy —-0£—) 

2 Ly, AFERE Ra OREL E BUS ECC 


半 序 线性 空间 考题 ( 纺 } 


1。 由 Hilbert 准则 中 有 蛋 自 件 算 地 所 租 成 的 任意 踢 卫 环 ( 印 按 第 子 的 加 法 与 瑟 法 未 成 
F, AEE TARD | Ane 4| 30(n— o, e 2) PDAEEHERR EE E Ajg Riesz 
ZA, $RELOO TARE tiA e € fCD Ce ^ 1—e-0], GAERA e II AX 
(Byanx», 
2. IEEE Riez u, E pu vod qoa 
la sly] he yh, 
ARRET AH SER CB) Riaz CEMEPE.: BORSRHGND. AE DHEENOS AE Gs HERE 
RRHH E |En- yn 0 (n9 e Sd Cs Cs D Bi dece RIENE) XE Rion 
m. dESILE£ZEMNDp EA 
æ, y=] - E yl oll A- i 
那 末 所 得 的 ER CAL)SSBIURE BERE e 
8. BERTA 了 iess ER], LRA RAe V. SHER 2€ E, RE ERE 和 f£ [s | o. 
REEE p TE EXATA v, y E RIKER HLR ETIA 
1° iz—2x; 
2 a0, yoy 0 
8? rAy-0—5z.y—0, | 
4 ]zg|z|z]|*1y|, w= |zi*. 


Sez 第 十 第 “tiepx 空间 理论 本 要 


提示 : BUE 020.920, Ht 43 V DAN 


m Pec Aj y= f Adeiy, X), 


并 作 ea= \ LoCo i? )AeGr, 1 


LE 


求证 (es) 是 d 85r, B 
Antiy 
s= Ads, 
0 

WIDGEXEc.g.DE—UpTSy.4 rey antytt yo tyy E o 

4. € Riesz ER EURE ER ERR ERNIE e RRR, e f] CE Riesz 
ER CR 二 > ome ^e 0) 2T 85 T 0I ARTE: 

1) 720, y >ii 

9) x30—52z!0; 

98) ta t RALHA Tt y, sup(z,y) —(snp Ta)*V. RBE, JU Pone —-aec E 
SIUS FRE V M ae) * ye HURE n0, B | y | ene) BAFER o mE M On 
io); Ai T B*glb sr Ri a 

r= M Ada, 


ESRAR Co D Quos no) 中 是 取 定 人 的 。 为 了 z MAIHE, WAE RAE a> 0, 做 


| zi ae, ， 
[B. F. Co6Goren 1047 ) 


B. BERRET] la qoc e BI) ELE 
: PO =en, Hm ENA = 


o 
à zko 


ATAMER EHK AL 定义 
1) e(A) m ela) errata X A—[0,«], 
2) e(A) ee — erto dn A— Osa) 
8) e(A)—e(Ai) e(A,) du A—-A;UAS tNA = 
MER, (D, a))— es — ex, SES, EH 
eLA: [] Ag) 2 e( A32 e( Ag) 
Au A ROBAR RO DCRLCRUR RO RER: A im Aa, JE, e(A)— (0)- lim e(As)a 31 


Tuis 9-l aa. 是 互 不 怕 交 的 开 区 闻 》， EL F e (As BERHAN 


nmi 


$4. HHH Ln 508 
FEM REX e(0)m F elan) IURATI ARP, 定义 e(F)se— (OF), 2REP-RUMENAE 
MA Ut 
g*(M)-c inf “m= 人 e)s 
GDM G-3Mf 
eat )— sup et FY) MV e( P), 
FOM FEM 
而 站 e, CM) —e* C9), MURATA ME A AEN, Seg eM, RE, 
RPAH, HENE- HREAN. MRA, CH 亦 可 测 , 卫 
eCM =e e(CMD, AARRE RT SE ET FE. 


e{ Ú M. 5 eC), 


"=l mal 
mip MNM SAE JR E EACUS, 
X eM My) -e(M ei H4). 
R EE Ind f OOWEBESTIBI , STRE TEA a, 

O1 fO a, AC Ry 
可 调 。 — ER EA E H Boa STR p Sc Ep EDRR ERRAT CURE 
NC UG DR GTER. 对 于 有 界 可 测 面 天 FOOD ae O0 «8. Bt, BWR Piac 
一 To CT Xr r= AT 

Mic rie FOOD) rs dien, 


作 和 和 8 p= PD 8 gr Ee) 
E Sz MV S2 = ^ 85 

P ee 
FEH os ARERI i f à Lebesgue-Btieltien BUE AFR 

f Foden. 
寺 于 无 界 非 四 可 测 闻 数 , 合 

TY dIfOoo|«N, 
Jaa 

(NN O IFN, 

HRE S 10er c (dim S Inden, 


MRE IB CO)-IRIR TEE, A TEEFINTNGR 00. 


se Mua Miesz deu Adds 


f 10926. —. S 0046s ~ f -0020.. 
AiRUE SEDIS ERE, / 00 =max (FA) 0) f-O) 9 maxC/ 0,0) 
RBEEDURG EA 435 Lebesgue RINEN: mat, | TO= f Faea) 
E -m 


de,(mg(X) J&EBESEBIBO HR E BU mEt EARL ER A I FRERE. 
x 


S fioode.- fa = f FOF Oden, 
MREPAFRTEEE. DERTIEN 
«Gn f Oden = f f0046. 
EI] E 
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55, mS 

敲 线 性 空间 召 由 有 一 序 精 构 之 , 使 

1) wzy——om4-zzydg (m, EEY 

2) TEY, h= hy (z,y CE), 
MRRP FERE HESS E rp REER TER E Up At rp pe 
Ml, SP-(s2CE219),339k, (CH ZHREZSIR E BORD, PRR 
Ako EAEN, BITE 29 ME Be PE TH] RO RETE ICE e PEU UTE 
完 也 是 很 有 价值 的。 下 面 只 介绍 M. T. Kpeitu 与 M. A. Pyrxan 的 这 种 
山 欠 理 葵 的 基础 知识, 并 简 旬 提 一 下 这 理 蒜 对 于 积分 方程 理 葵 的 应 用 。 
更 详 搂 的 理论 与 应 用 请 参看 有 关 文 献 ，Epeity m Pyruan [ 4], Kpacio- 
-GersckHit [1], 15 

定义 1. RUREyCRBMEGME EXE PULO IE, 是 指 

1) € P, AZz0(A CE 下) 一 > 和 xDP， 

2) S£ Py CP y CP, 

$1: 1) fECE EUR T RBETEZE SD ,任意 线性 子 空 间 就 是 一 个 线性 
全 群 。 
”2) TELLURE Ries ZHE p, 非 久 元 全 体 机 272 
Z0) 构成 一 个 线性 牛 群 。 


55. "habemus ui 


EX 2. METAAN REPRE REREN, .是 指 存 

在 一 元 =E 了 ,使 -e P, ium 

tE P, s40 — r QP, 
P ULIKE (ensemble conique), Pu fcit, EIE PAO CP 
有 内 点 )。 | 

注 ，1) DT RAMEPREP JEIETUR AT BALAA P TEET 
ZH. mese p, DEHER, AWR PORGRIERMECTOCEKBH, MRA 
z E R-——9 —z€P, (KEX 10889 DTA a € P— à e CP 对 于 每 个 ER 
成 立 , 从 而 精 合 定义 1 的 对 可 知 王 是 粮 性 子 空间 ,得 出 矛盾 。 

2) 设 了 是 线性 中 群 ， 合 y meyer, PERE LAN 
Hé. BD xI0——24220(120), 228, ysty, ty, ym 
aem, MPTGKAMÜDTARIT, BUT sl yle——-— y, 
HAALP REESE, RIENDO JUR SC, uy 表示 2—V» 9. 
MA emy— ey. 

8| 1. 4E O(0) rh, 4 P dcm CC0) 中 非 负 值 面 数 的 全 体 构成 的 
一 个 锥 性 集 ,其 中 到 处 等 于 1 的 画 数 是 了 中 内 点 。 

例 2. TEER DCO, 13 中 由 至 逼 取 非 负 值 的 画 数 全 体 构成 一 个 
Eye gt, E CP EU PIOS 

定理 l RRPORSCDAARUETRDEUDEO 

um, Aom MDO, 

Wl BEAR EP AAA, KTE 0770, 使 

je- ulcer EP. 


BUT M0, TH 
[a7 hn | hoo € P, 
BI! S(Aw; Mo) cc P, MATI hw € P, 
定理 2. WE PRLE M PIDE, | BKP RITENA 
W, #0 eg «en, 


558 WES Eiss epp e mt 


du: HR«€ P, 即 存在 po>>0, 使 B(u, o) P, AWATEA € P, 
|z—€u-—e|slp——s—2e€P, TR zCP. HI, Suta, p) CP. 设 
—«C€P, SH Fx S(9, p)CP， 从 而 依 定义 1 的 条 件 1) EeP, 
与 假定 矛盾 。 

ER 3 REMAR s 5 中 有 一 个 芝 换 成 区 ， 那 末 «mw 

证 RE xlv Pa —y»9,9—-9. KKXEXREBUJAEOUT 

HA ag P. x —g-ra2 0, BI « — yy - 259, «252, 
O J m Byram t | EY + Ves 

RIEBHBR SERE EL CURIE 

定理 4 PERLER MESAR EE 可 以 表示 成 二 
=u—v, 这 里 ð, s», 

m: Jpn CP, 那 末 存在 pco, 使 SQa pDCP。 取 实数 户 使 
0<<p<pl, WR 


ua. +y o2- 
依 定理 1， Ils ee. 
^t s (Elus +2), 


s) 
HE. wu», v9, z= u — Yo 

ERE EEM Aoc P sc S BUE JE JETCR ENS, 办 为 车 P 是 
非 实心 的 话 , 定 理 的 精 果 一 般 不 成 之 。 事 实 上 ,说 召 是 二 到 欧 儿 里 得 宰 
E 那 末 正中 横 轴 是 一 粮 性 中 群 ,而 显然 平面 上 矢量 -一般 不 能 表示 成 这 
个 中 群 中 两 个 矢量 之 差 。 

定义 3. HbE*OREAGERRAEZEMPE pkk BP aE pit 
PR, m4 


$5 sms pen 


— P*æ={f if €E*, s € P= f (2) 20}, 
HE P* up P p 
注 ，1) P* 确 是 缕 性 中 群 , 即 
了 E P*,Ko-—AfCP*; f,g C P*— f rg EP, 
又 如 果 存 在 2o € P, 使 人 zo)>0, WK -S € P*, 而 这 时 P* 是 非 不 足 
道 的 。 | | 
2) 应 当 注音 , 1E Pw 一 f EP* HORREA /— 四。 例如 取 定 理 4 下 
贰 明 中 的 书 ( 平 面 土 的 正中 横 辅 )， 那 末 定 义 (0, m) — 2 B, TÆR 
FREEK, HE zsEP=- 一 /oO=0， Ami 了 EPw —ICP*, 但 
1 法 B。 但 如 果 卫 是 实心 的 , 依 定理 4, 不 难看 出 JEP*,— SEP 
[28, 
3) FEBA ERLA fo EP, 那 末 对 于 每 个 s>0, 及 w€ 
€ P, 存在 FE Pa# 使 . 
Hf) — foo) le, BI Solto NESE. 
因为 87-0 是 任意 的 ,所 以 Jolt, t EPEE uk fo C P", N 
-一 ”为 暗 闭 集 也 是 强 于 的 ;所 以 P* 是 开 集 。 | 
4) 如 果 aC P—f(eX2o(G0, 我 们 就 写成 f2s 0,0 CE, 这 
Adj E* 中 焰 性 人群 P* EXN BA 
f29, ayle, y CE, ER) —— Foy fn. 
E3RO5. DRPIEGODERVESPHAN, JIgegXUEE EB Im 
数 , 而 且 æ E P—f(2)0, SER f EEY, Jm f£ CP*, 
证。 由 加 法 性 不 难看 出 对 于 任意 有 理 数 % fa) = 和 Af(w)。 取 
u € P, 那 末 存在 有 理 数 p>>0, 使 S(u, pP, TE 
| |ejszi—v2-pe € P, 
Am ^ JODES, 5 fole». 
_ BA, f TEE MELLE XR CUR TI MEARE EZ 
A AURPJGEGMBMESPEE, vCP, f29, fCE*, S(w, peP, 


ro fibi st  Hiosz UeNpeRiód 
M 
EIQUE 
WE. 依 定理 5 MRE, 
EO» aup CO! -pl|fi. 


ERHI SO, MIE, 则 对 于 每 个 严格 正 元 «CB 6, f(07—0., 
事实 上 ， fz5e-——9 jf 17-0, 从 而 
Keyser t>o. 

定理 6.( 正 话 丁 数 的 延 拓 ): SP EEE hotp, MCE 
任意 正 继 性 证 夯 数 (0) 必 可 以 延 拓 成 定义 在 整个 吾 上 土 的 正 楼 性 证 丁 
数 。 

Tu: RRE TEER po, 使 Seo pP, RE EENM, 0 
证 必 有 元 a au" CM, 使 sce EEE, 


ceo EP, 所 以 多 leg 


Rd co «itla, 


Eit, f(z «cf Co), Ait T E36 Lue" 的 元 ao 
'ogup flens inf f(x). 


取 一 实数 所 使 
| stp f(z )«c£«cint (uy. 
A Mo— (s Moo € M, XC RB), 
HK M, 是 包含 M HETAN. HF vena - MS C Ma 定义 


e(GD- (4M. 
BRKO E Me 上 的 加 法 省 西 数 ， HH eCMT—p»(x)—j( 4b? 
是 正 活 西 数 。 事 实 上 ， 如 果 stin, Bo 


romana Es ACO 
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而 既然 sE M, 
ros EE, Aoc f(e) >E. 


Anci fe] f(z} + MEO. 

ih Hahn-Banach mAAR, H Zorn 补助 定理 ， 就 可 完成 证 明 。 
f 的 有 界 性 由 定理 5 得 出 。 

Pa 对 于 每 个 实心 本 性 中 群 PE, gu CUBES 
RAE VOCE TE 

HE. MuE P, 傅 定 理 2 £P, A Ma fule R) SERM LER. 
ETEM. fQu)e—A EA HERE GRÉ, POUR. HI 
用 定理 6, 证 完 。 

定理 AE. Py IRTEEREN E tob RUP PCE 是 


Eure reet me me Pe a rt Fn IUE Ia a a e n e EI Er rar a t PP e 


ERRET Aksi lli 17 o JPA DP CEMT DREH Sr vo BSOC J 


zE Pf (ayo, &€ Pe f(2)«0. 

WE. o4 P-(s—y|zC€ Pig € P4), 
3A P ERER HEER POP, Aii PAESE. MEPE, 
取 as € PACCP, Hs C Pis IR- GP, 因为 否则 — o EP, TAi 
fen € P, yE Pa lk mm y, By mnis HERE S 的 系 ,YE P, 
与 假定 P.n P9 UE. BULP RCRACT E HREP KE 
理 6 的 系 ,在 如上 存在 一 个 非常 灵性 有 界 泛 丁 数 了 使 :EP 一 >1(z) 之 
闻 0。 这 个 了 显然 满 是 定理 的 要 求 。 

系 : GPHOUWIEGQEETRL MgEGuUSPEIIBH, m 
MDnP-o, BRE FAATHE—A MEI UK J0, t nC 一 > 
—(2)-0. l 

-. EMIRE Tpi Pa MPIRE Pu BRE LEEA 
PEZ BU f. SAO, 使 了 按 P 为 正 的 , 并 且 SOORTEN eM p 


ra Pa Riesz nE 


o 但 如 果 x CM, BK —z € M, JA ri s € M — f (2)—-0, 
定理 B RP RERE, t6 F, HH 
it Iw-sl=a>0. 


AU E Pm LET V A eT 


A a LU EE E ATENA ARUM URGERE ERU rr rr i ER HO 


f) 9. = 
kE 4 
P= fafat e) | X20, jul d). 
于 是 P: 是 实心 中 群 , 因 为 SC, d) c7 P, 
Martu) taot 9) n Qe oos EHD), 
[Aut bv OE BM. 
X P NF ={8}, 因为 - 
Awo tu) E Paatu EP, WE drcP x—-s-—-u, 
从 而 feala, d EXT KERT, —— 
BIER UR f, fn 
f(x -ru)«0, BE f(s«—f(), 
从 而 f(so)« inf [—f(w)]- nor f= —4| f]. 


己 是 实心 硬性 中 群 ,而 vo EPERE A 
. Ps= {iyol M20), 
依 定理 1, Ps 由 =$， 因 此 依 定理 7， FENE AERAR EK 
f, EILO 但 go € P, BEP SUYO, 从 而 (9o) 0, 
fCP*—f(ay»o. OO 
HUE, JE DIRE X H t Banach Zi), ji P AE E p PR P RENE, 


D ”所谓 yo 是 忆 的 界 元 , MER gof P. 4 yo HASARRE TEF PRU RC 
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据 系 知 为 了 2€P, BALRA CP*—f()m0, 又 如 果 了 是 实 
Hilbert ZR E cp i — HER PE P RE, Ts 
Q= (z|z € E, z € P= (s, 2)220). 

耶 未 ,如 果 2€ E, mio € Q—— (2, 22220, 必然 和 EP。 这 就 是 TaramaH- 
nw 的 精 果 ([10])。 

X 2. RPESUEPEPR, XT EREL, VALRAN 
TENERA f, f(2)7-0, 

不 难看 出 此 二 系 是 定理 5 及 定理 8 HUEDHUSOE. ATERPE 
TEPBSHIHELU RE KR PE APRE, DOR 1 B 

《五 )* 一 P*。 
.定理 9. 设 PCE 是 非 不 足 道 的 团 线 性 中 群 ,而 xo € P, m EP 


pes. Le JC REUNIR IIb. 


; 因为 了 是 闭 的 ;而 — e € P. 所 以 
ini t| 7267 21270, 
Bk, 存在 JEP* 使 Kee, 

. PEAR ERRIRE PIN, BA EE n h AE 
了 决定 的 一 个 并 超 平面 (GL s yh, HH H 是 线性 牛 群 二 的 承 托 超 
平面 ， 这 里 ， 凸 上 集 4 的 承 托 超 平 面 刀 ， 是 指 一 超 平面 ， 使 4 在 它 的 一 
ffi (BD 2€ d= flre (或 Sy, m 4 H AR. miu 
zE P= faar, AAAA —f, —v (VERF 5 v SERIPATS HE 
9 € P, 所 以 Ozovo 又 可 条 2 € P——5f(2)270, 因为 否则 如 有 o CP, 使 
fCGo) «0, 那 未 取 人 足够 大 ,可 使 Ae € P, Af (a y, 得 出 子 盾 。 

于 是 yCH—f(y)—y, € P-———f(2)20, 所 以 
fiz—-y)m-—y-livl. 
得 傅 承 托 超 平面 的 定义 ， 存在 元 mo € P, E & € H. 从 而 上 述 的 aty 
可 以 任意 接近 。 于 是 v0. 
AEU LAE, REPREN EARRA PA æ= yY BTAX 


BIA WEE Riens HAARR 


示 成 形状 f=, f € P*, Z, PETERR EREE P RE 
&8 7 [Ris 
于 是 定理 9 可 以 改 述 如 下 : 
定理 9， 在 狐 范 挤 性 宗 间 中 ， 对 于 每 个 非 不 足 道 的 阴 如 性 站 竹 


he Rn A = R EAE 


已 ， 必 有 -不 含 它 的 闭 承 托 超 平面 。 
Xu RP 是 实心 询 性 第 群 , 且 POE, MERETE AC 与 不 相 


rr A E IP P 


d GXFUEOGERRE 7 PORE. 
EIE 10. (Ascoli, Marur): REC RRSGERICSILIOUESL TES 


多 


RAR EAR a AE ANE P BIG ES T PRA: 


RHHEIDE 

钼 :必要 时 使 用 一 个 平移 rasa, TE G RRETAN 4 
P= {hz 2>0, + € 4}。 注意 经 平移 后 凸 集 仍 变 成 凸 集 。 P Jut 
群 , 因为 定义 1 PENER 1 是 显然 的 ， 而 如 果 2 e EA, M20, M0, 
HK 


= A24 t Aaza ħa ži 4A. 
T Ct ha) 人 2 十 和 ez; PRA. 7! ME t Cd 


Jak Je IN Dh Sos, mA, S( 4, CEA, Pa 09770, SES A 
A424 十 Aa pe sius ， 
(A4) 7 5750 XM 
Ri] SQ2o, POCA 事实 上 ,和 如果 ymmo s Lu po, A 
As Ao 


= Wis 


Xo = HL e 


= ita, 


Ar Fre As Hha 


R mitima l, po= Hipa t Hs pomi zt pata ene (ss + 


Ete) caen +u), c Dine A, na aA BAV CA, 这 正 是 
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B Sutit ates po(4 十 加 六 CP Mz zs E Po AR ACP, 从 而 如 
采 能 证 了 大 ,了 必 是 一 个 非 不 足 道 实心 缠 性 牛 群 。 事 实 上 ;如果 = 
Ama EP (M90), WE —e &P, 因为 否则 e= hrer M0, e EA, 
REEERE, O=z-z=Mr dus € P, BIO XE PgPLA. 036, 
SEDEHIE. SCP REXETJOSS DAHER 

Wo rare E&P， aCA, KE zE G, JR AO, AABN  T- € e, 


而 人 包含 4 之 内 点 ,与 所 设 矛盾 。 故 ENG KERTA, 3f € 
CE*, J0, x € P—of(2)70, 特别 2€ 4— 1 (2)20, f(G)=0, 
于 是 {zif(z) 一 0) 就 是 所 求 的 超 平面。 
定理 11. (Fidelheit), B 4, RB E ERRMCARMLE HADE, BUR 
有 内 点 的 是 集 , 而 4, RE hhi, Aid ds 那 本 必 存 在 -个 超 下 
Eie] fs 二 ?yj ER As, Av FR RS E 
© SEAS] (EYY, sE Amf (E)K. 
证 : ^ A= (u—y|z € 4, y € Aj). 
BRARRAANNR. FLER l 
2,— m yE À, g= ma — yE A, t, 3a C A, Yi Va EAs 
Han Es E A<, HR | 
和 zi (1285 [^21 t (1—)2s] - [^81 t (131—209 ] € A4, 
因为 依 定理 10 HR, A LEREN, TÆAEDE AGETUR 
开 集 ;因为 


是 不 空 开 集 的 并 。 又 @ 坪 4 因为 否则 存在 wo As, Yo C As, 使 wo 一 yo 一 
- 0,8] mm= 加 ， 与 假设 4n ds= 由 矛盾 。 用 {8B} 代替 定理 10 中 的 G, 
用 4 代替 那里 的 A, 可 知 存 在 一 个 过 昌 点 的 到 超 平 面 豆 = (| f (9) 2 0) 
(f € E*), li «€ 4c (0, B) 

zE An y E de= f (ef Cy), 


a u (4+2) 
rm 
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战 而 ji) sup fO. 
gc, 


但 AC, 而 如 果 能 证 明 A-A, TAR SARET A 
HC)» snp fF) 
y E 


HFEA s €i pir. BU 


y fium sD Te 


取 一 数 7 介 于 上 列 不 等 式 AASA FA 
wE Adm RY, vE Am fY, 
RREH T. 
现在 证 明 对 于 合 内 点 的 吓 集 4 A= Ao EE e E A, m €A, AiE 
y Am -Ma (0-1) € 4。 我 们 要 证 当 jz—v] 是 够 小 
时 ,z Edi [E 41 是 是 集 , 只 要 能 证 明 z 二 hw 十 (1 一 Nw mf v, u C Ar AR 
ST. EE | 


去 


— m uf, 


«leu 


取 jz vl e, 再 取 *E4u 使 le le t S, 后 者 可 能 ， 因 为 


nE A, 于 是 le 一 mw， 所 以 w€Ai 从 而 证 完了 Y% Eio 
4E ya C Aa, Yo cÅ, MAREI, y=iyo+ (1—A)y E Aro 但 n= 
=y Mrs yo), BL IUIS, E M) | «Ce, "Fey € S, eNA. 
s BE B EER, Bo D n C Ass KERR ACA Mi ACA AE 
的 ,证 完 。 
O Œ: 定理 到 与 11 是 凸 集 戎 中 比 喜 古典 的 定理 。 首先 ,， Minkew- 
ski, H. (1864—1909) EHZ n Ea P JL SPHERE TEES 81 3I 
点 处 至 少 有 一 个 承 托 超 平面 上 见 他 所 著 的 Theorie derKonvexen Kör- 
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per, insbesonders Begründung ihres Oberflüchen-begriffs, ges. Abh, 
2(1911), 131—229 ], EG Ascoli, G. HEJ ^x — $5539] n] 4 RC AIC SA ME zx 
间 上 去 [11]。8, MezordiER Ze RT RE E TH] rb MRETI AI 
RU PR BER e 4 的 内 点 , 那 来 必 存 在 包含 下 的 超 平面 ,使 4 在 这 个 
BFR H GEN. 定理 11 首先 由 M.Eidelheit 对 隔 范 线性 空 
半 中 雨 个 黎 公 共 肉 点 的 有 内 点 凸 人 党 莫 明 (网 [18])。JBidelheit 的 起 明 
较 繁 ,其 后 很 多 数学 家 全 简 化 过 他 的 永明 , 例如 角 谷 磷 夫 [14]。 这 里 的 
证 明 是 根据 Myan 的 (网 [4])@。 

定义 4. PHBgSEMEfE UL (e S 

在 前 面 定义 2 TEADH, 我们 喜 到 了 由 粮 性 中 群 王 块 定 的 拟 序 是 
序 的 必要 充分 条 件 是 瑟 为 雏 狂 集 。 现 在 ， 据 定义 4 又 可 进一步 地 了 解 
到 ,为 了 那个 序 糙 构 与 磋 范 粮 性 室 间 的 拓扑 畏 鸭 是 相 容 的 ( 朗 zy 
ze, pM mI BALRA P RR — 

定理 12. GERuUABAGBUMG. m 了 是 其 中 雏 体 ， 那 未 必 


Te 


EA Piae m ra Lm Per rr I im m em A eh a p iet PP 


人 表示 Et HERE AASE NPY, HE AGREE 
1 


按照 这 个 距 宛 的 收 租 与 E* 中 弱 收 项 等 价 。 事 实 上 ， 
Ge f) rome 00 081 0 (每 个 ne 全 


e f na) fo(22) (figs n)e— 
€— fif (8, 


(b Eidelheit F 1943 T= JRA Acad, Dllaypanam ARRANA 
PENRE. i 


L6: TRE Rietz WMA 


Bie Ace RIER RETES Im E Je wp 209, X RSS TE 
é308—3*&5), AEE RERAN CE X 3 TED), Ammy) 
BE CREZ, AREA 5 JE RADAR) MATERA. 因此 是 可 
A8. TEEGEE”), dE A PERO RR, A 


fo- fa, 
n=l 
由 于 Be, "uA fcE* KA €P*, 所 以 foe P*, pog P* 是 天 
d& CROE X3 TTE 90. SiE fo 就 是 定理 中 所 求 的 各 性 泛 画 数 ， 事 实 
上 ; 设 存 在 we € P, fo( 20) — 0. RR fu( 20) — 0 对 每 个 ”成 立 , 而 因 访 在 


所 中 稠 ,必然 . 
Í€A-X[ P*—eof(x)-0. 


但 fepe EA. Ami GP*——f(a)—0, 依 定理 9 m=O, 
注意 ,如 果 不 假定 空间 至 可 分 ,定理 12 不 必 成 立 。 
反例 : 谣 @ 是 一 个 不 可 分 的 距离 空间 ，C(8) dO 上 一 切 有 界 
pit Sc V CHA Ze kc PL AC 


laf - sup ECMP 
qcQ 


其 中 加 ， 乘 法 等 运算 为 是 平常 夯 数 的 运算 。 设 P 是 CCQ) 中 一 切 非 负 . 
(BEBE. HEFE Ai, BERR CCQD 中 的 单位 球 仿 就 不 可 
JW CIS RIDIEA ZU 5R 29 8T ZR T 2, 那 求 有 不 可 数 多 个 不 相交 的 球 
E Clas pa) 行 在 ， 因 为 否则 必 存 在 可 数 多 个 球 S(qu, Gn), 使 任意 其 他 于 
N ALEX EGER CES — BET FR SE ER JE R, 从 而 点 就 成 为 可 分 的 了 中 。 
(OPE ta T: 


0 如 果 q €S(qds. Pa), 
el 


1—4(2, 95, n a C Sas, Po， 


DT WERE Sor STEUERN EISE Pon. W. Sierpinski, general topology, 1952, 
117 Ka 
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Hd dU NEN. IE, n COCCO), 并 且 EP A 
æg) = » xo, 


HR m ECCA), m(D270. REEI RERE S 使 了 在 
f^ P LIEN, IRRE J0, f(902-0, 因此 正 数 集 Ca) 
具有 如 下 性 质 : 


Feer) + f (as) tT Fra DL (rg), 


因为 “4 一 > ze,& P。 于 是 标 导 族 (中 只 能 是 可 数 的 ,矛盾 。 
i=l 
TE E h — EP o 6 FERRE bt ts IH R 2y Riosz 空间 的 条 
fe 
,— UE 1 RPORARBOXIMD E HEWER ATP IREN 
IEE Ry Riesz 7e, 212 ERA P CERRAR | 
D RUE PofersieC P] BANTER e YEr, 3e iE 


a 


了 


AW 1) gE Æ Rios 空间 , 那 末 对 于 任意 的 wy € Pos V ym CP, 
m Pz 人 Py 二 了 了 :， 因 为 入 一 性 质 等 价 于 wwYy 一 z。 由 于 Riesz 室 间 中 的 
Jordan 分 解 ， 可 知 s= wa —2—, 2,, w € P, 从 而 1), 2) 都 得 证。 

2) £t PJEBOGIZIB), PEHE R., Ba, y CE BERILo 4v 
= — 03, Y= 16s — Ve, M4, s, vsu c P. CP 
str t v= v. C P, 

V-btv bv. us dr EP, 
从 而 由 卫 的 极 小 过 性 及 1) 中 所 述 ， 
Cet v, tt) V (y vay 
FE MAIR "tta 不 难看 出 YYY FE- Hipp, E RS Rios zx 


R80 S3 Ries EGRE GR TT 


HE 由 前 几 节 我 们 已 知 在 Riez 室 间 中 的 Jordan 分 解 是 极 小 边 ， 
én r=u— t eA, o Ouan, o EL, 
定理 M. B PERERA E HiAk GO 
A P* RB RH 
. WE 由 定义 3 下 的 注 3) EV PRRP RRRCP, KE 
A RTZ, T50, f C P"——f(u)70; 所 以 — foo, Bn — f£ &€ 
D*. ut P*a. RERE PT 是 神 小 过 的 。 
& fi, fasc P*, REFERRI IEP, m 
f) sup (fio) b fa( iu omm uoc DP), 
Ami xc P-—f(xymo. H emrt Ate, [i 
f). Sæle. 
如 果 fo € E*, foly forin BOR T A 0C P, 
foo sup fio + ao) feCo. 
我 们 证 明 f € E*, EEE, fm y CP, 
JED fo) sup (fas + faod ur m m v; E PY+ 
T SUP (fi(us) + fata) |t + vs — y, ta, v C P) = 
= sup sup (Catu) fiv) 
EE Uatt . 
SP y, {f+ fo)} = fety). 
uoc Pr 
但 对 于 任意 up v etylu, ejm, y C PD, 必 存 在 ia te, V1, v C P, 使 uu 
FPS E, Vs c Ua m y, 3a dus uw, V1 ov. 事实 上 (OBRA xA€u—M 
X —u-tU,u—u zu HE uv; uw € PS 会 vo —y—ummv—t]u 于 是 
vy Aum (x—HMT)AQu—u) m (s Au)—£ 28, 
tUm Ey — d m t, E y. 
BrEA wesset+ ow. Bp 
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tta = tg A Ce T y)s s Avi) H A S ts A ys 
从 而 yeva, 部 v.22O, HARAR SOOS h, «S 
Es LAé—. ir, y CE EEEH KEH 13 与 定理 4 可知 tw, c. 
y—Vy.—y-s FEX f(30-f(0 —J(92, MR o—u—vwvcP, 那 
末 =w, tr, v =w EP, Arti l 
f - o3 fGu 2) fn p i) 
=f HEL f(o.)—f(2)-— f), 


AT 

fCGs-- y) m Fa. Ey 7a —y ) m fo, ga) (o y 

2f fn) f( of =) fGD. 

BREL f E BIAR EEA s5, CP 证 完 。 

定理 14 Fi ZAHBSI GRE" E S — ARARA: 在 定理 14 的 条 
HET PARRE A*a Bp E* 是 次 一 定 是 Riesz 空间 ”下面 将 起 明 
一 般 迟 形 并 非 如 此 .， 为 此 , 歼 们 强 入 下 列 定 义 。 
数 57-0, 使 

a €P, GEP, [el - [el = 19 le e| 2. 

EX x8 SC] RC 73 d, 了 中 两 矢量 之 间 的 来 角 不 能 任意 地 接近 
To . . 
定理 15. gE EMERE, T StR P EIERN, DAZU 
只 须 下 列 的 条 件 之 一 成 立 ; 

19 st yD, wr, Yn E Pa € 


2) 对 于 也 中 任意 两 元 qi, s, 


loi Eae 2-3. max Clas, lal, e» 
这 里 的 8 序 是 定义 5 中 的 5。 
d 1) 歼 了 是 正规 的 ,我 们 来 证 明 2) R H SEEDS lo] = 
= [ss], 因为 (1 ) 的 齐 性 , 可 以 用 过， 之 代替 mm。 ws， 这 里 a= 


BB RO HEUGUECOEHOET A. 


-zmax( [zi zs yy。 这 时 


le Hel lelles 1s 

而 

| "EM . 1— lwsl 

jaret |a +p a > 

>l sje SI — (1-293228 + ls. 
gib 
ole peal Fe En] t nlt leait Le D 

就 是 说 [s+ 5, 
这 下 是 3)。 


2) 今 证 2) 一 >1)。 事 实 上 ,如 果 m, s € P, mob 9, 对 十 任意 
3270, Jn —n(&), 使 
| Pons jart yol ce, 
MITIK 2). ， 
[pli max ( [zsll, lp «4 y H Yp «5, 
B p>. ' 

3) 最 后 证 明 由 1) SH PRERE SEA 1) 成 立 而 了 不 是 
正规 的 ， 依 定义 ， 对 于 每 个 自然 数 "， 必 有 一 对 元 n 64, 使 er, en C P, 
lel = lez] 7, {R eteri FE ente0, fe 9, TU. 

定理 16 (A. Maman). GEP EMEEN m PRO 
u HEE o5 T PJEIEBUM, ABRE 

Igm(z|pxcE, ulselw) 
AL3E UC RA]. 

dX 1) 必要 和 性: GP 是 正规 的 。 如 果 nuxe, HR at 

HEP 4 
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PE Yoy P. WEH 15 . 


jj la Eva. mox (hysh, isl 
fl uy te, 所 以 
Velleio -+ lyi mex Cil, tDKK e, 
而 这 式 对 任意 e EL 成立。 所 以 mu RERA 
2) 光 分 性 ， 斋 取 正 数 e, 使 5% p) P, BR 


zuz ceu € P, &H = lel lsh, 


A el e, € P, le] = eal = =Í, fe Tes] =h, 3px 
t 一 一 
— tC <$ ; 


" -ub oec, 从 而 for ET 
RRE, HEEK a, 使 
| paglala B uz. 
RRE, 
&;, ea € P, je |= lej 1 tei celo 
从 而 了 是 正规 的 。 


注 RPE, WTE EE EA 
qsle= inf {a] —euszzszau), 
HR , Pd 25 u C P, 依 前 定理 的 证 明 , 存 在 07-0, 使 
E jel, 
p US S. 万 多 


E Jefes elt. 
特别 对 于 任意 x, hel AXo THEN 


B84 Arg Rios zspiss inge 


Ilem 1A | lola, d2 d gr sect leu Dr] v 
依 前 定理 , Ts 有 界 , 即 存在 正 数 o Bl o C o9 lola, 
但 五 一 位 | lelei}, JA i 
har. [<e e lel«elele Cw€ 8). 
于 是 对 于 每 个 € E, | 
B plelek Kale] 
ep lele 是 与 21 ETE 
定理 17(M.T.Kpemo. gb P RRE E rp SU pet: 
fem uE P, opp SEEI 可 以 表示 成 f=g 一 的 形状 ,这 里 g AC P*, 
AH BLZ f TE HE IEIE: C E, -usas u} ESAE. 
证 1) GEM Sf-gs—hghàhcP* FE 
Ce — g(u)«zg(2)«;g(u), AULRE), 


BU z € Iy g(r) gle), |&() | ho. 
TA zx € l |f lga MK HACE), 
BJ EE 上 有 界 。 


2) 充分 性 : if EEY, B. f 4E Iv KAI URETT REIES us S 
eC IS—|f(ssu— iH BEDER 
BEAR uE P, 1o o—5 ^n € P, 无 妨 设 iim ls 定义 
p(s)— sup fC). 
Bey 


因为 wk 五, 存在 po, fi Fou p) ec P, 从 而 


ut Ter? CP, Bj crac 


TR (ie o) reote tat. 


[rm ree 所 以 


a 
FOIE 


læt 


NIS EN Bun 
IEL pP HYF EFREN 不 准 看 出 sOX)I90. n) ROG 
(2E P), HE p(Ae)—Ap(MA«QOM X£fÉnz,wcP, 

pr) + p(y)- Gp fou nU f(z;)— 


= sup fem PN 007 paa). 
Bez «Lar 


Ge ma. gr 
Ad puja ER, 
事实 上 ， 
Zp(u)—f(u)—2 "LA f(o)— feo sup f(2x—w). 
genae. MR ut mta 
但 Sco um— —usc ex —uslu, 而 友之， 一 ue uec y- = 中 于 “| — 
—u, 而 9< cu, 所 以 
2p(2)—f(u)2 | f(y) = M, 
REE kap SESEH. 
4 &Qa) ead TA o egy, 
TICK go AE Eh Rae zx p mul € E) EfIJER HEZ mA, HE 
g((m)zp(e) XpRRBRASCPDL nw. RLRE NATEN, B 
LDLo, FERE ge DERN L E RROSIERAMMPEIE AR, 使 (iQ 
(rsE PNIN, [ETE ÈL, 命 
Lim {etine E L, cH], 
那 末 Di PELA- ERIR -Heo HITER BER «C Loc D. #4 
. | 一 Ito lecs <ie 
AMETE y.z EL, (E 2+zo ymt, 于 是 
g4- 2 —(y-—z)-- (2-29) € P, 
BEL wTCPDILSTEH 


ise SAR Kios: SAR 


gtg = g(y- 2)Zo py 2). 

但 pO 2) p((g—59)-F (2 4-2) ) ZepCy — 2e) t p t 2), 
所 以 p(2-4-£9)— g(2)«; — p(y —20) T LY), 
而 这 式 对 于 工 中 一 切 满足 —c«Ie«ly BITE Y e o ^ 
m= sup [p(2---)—9(2)] a= inf [—p(y—ez) 459221. 

ep vel 
于 是 oo。 取 实数 Ya, 使 ULVE ATD w= A C Day XE 
X gi()—g(2)--Avyo (2€ D), BA gi Co) REESE PEL Ea, EE ELE 
是 Y 在 五 上 的 延 拓 。 今 证 六 在 la ERAN, Sk B. md 
=+ Am E P, 那 未 


Ko ita Cb， 所 以 (于 +) 一 六] 


PET Awo) —g(9)s Yo; 
/ =æ 


Mo -2 mE P, 所 以 »( X -a e - 2 pts 


Pt Kay) g es. 
R, HF w EL 和 全 有 pKa) 特别 nO0)220, B0 E 
非 外 的 ,从 而 在 L. LEER xiy 
wE Lig (yf). 
用 Zorn 精 助 定理 可 放 aCe) RLZAXE RUE E LRA JE fA ER PEE. 
Ef go), EH. | 
gw) ps) fr) (EEE). 


特别 9€ P*, cc 
hw)==g C2) — f(e), 
那 未 hE P*, 而 | i 
. f=g—h, 
证 完 。 


注 由 定理 5 的 条 可 知 seg GOD. BEA 


$5. PEEEA 58T 


一 -一 一 一 


lgl + [k] m eG) AC) m aga) — f= M = ep PICOIP 
 BEERPJRIENUGOASPÉTESR. EH 16, hL p WR. GU ETEIENA nd e CI, 
= ea, M ifi 

TR lal sup RICILIUR 


”下 面 考虑 使 一 线性 中 群 不 变 的 算 子 ,中 做 正 算 子 。 

定义 6. 铅 忆 是 典范 线性 空间 再 中 的 粮 性 中 群 。 由 召 到 如 中 的 算 
子 卫 叫做 正 的 ,是 指 了 PCP, R, RE o6 T2 06, 

由 定义 可 知 为 了 使 有 界 友 性 算 子 了 是 正 的 ,必须 且 内 须 

wy— Tr Ty, 

但 对 于 非 焰 性 算 子 ， 这 两 定义 不 等 价 。 对 于 有 界 粮 性 算 子 了，TPCP 
=s PeP, P deos P A PREL. 

FER PE, 这 时 可 以 保证 P* 至 少 侣 一 不 等 于 外 的 元 。 

定理 18. SR PAE, T ROS RMCEET, TPCP, Hp D*P*c- 

d HBFCP*HRzCP—of(2Y20, 从 而 
| (T*f)(2)—f(T2)220 (x € P), 
en Z= E Pe, 

如 果 瑟 = P, PYCP*, nj PPEP, DITE vo C P, 1E Ta GP, f& 

XEPB 83 1, TPE JEP, 使 Zoo)<o B 
CTAP) «0. 从 而 T*S &P*, 与 假定 矛盾 。 

定理 19, 设 了 是 实心 粮 性 个 群 , 而 人 是 有 界 太 性 算 子 ，7TPCP。 
zx wo E E, Tap O, ME wP0-—T7w»0, 

E Alapa, 99, FEER S =u), 使 5m, Mi 
TuS> OT m, 

定理 20. RP JL HM EE T T (7) 是 把 P 陕 到 它 自己 之 中 
I — RATEGUEECT AER Tob COERIT METER CAR. AT b d 


sss AK Riom em RE 


JOE BT P nA JURA A BTE VDO, 使 — 
Tv-v (TET). (2) 
NUksE TU CS) 也 有 一 属于 P* (dE lus Bec b C P, 便 
Pep = (PET). 
I HPHH e 
jz 一 inf (4| —AescescAv). 
优 定 理 16 下 的 注 不 难 验 明 jele 是 一 氢 范 数 [ 即 除 lelle m 0 2 
=0 ji, SERRA HARGER] 注意 
| —ATv— — hoa Tac 一 和 Po， 
可 知 ll lel, (EE, TEE). (3) 


合 Ge[ X Ces) CE, TET, 1« iem, REN}, 一 
$—1 . 

AXBONGURÉ RURAL, AOEBIBCJEHBRETUSNIL, Ag GnP- 

=s TEE —3À y EG, v»9, 那 末 存在 020, E V»pv, Em R— 

BE A 


f lm na 
m^ Bye > Th Ts... Pie, 
LE Ks 
TORTE BaP CP, Bov-v, 并 且 依 定理 19 (HERE v CP, Tov), 
Bay27pBav py, 
l| Bmg lep. 


f&(3), 对 于 任意 自然 数 es, n 

[TE Isle slo Cae ec), 
但 m*Bay 可 以 表示 成 mm- 项 形 如 TyeeTiezr 的 元 之 和 ， 因为 把 
T. SF] ZEE TH HE E l 


S MAgtoqsQeca) — 
by $ 


$ b. M d f . Bat 


的 展开 式 中 ， 2mm" 项 并 成 2wm" + 项 。 于 是 
Bn l? mex Clas |o, s enlo) 
当 和 足够 大 时 ,与 前 面 所 得 的 [Boy loo 了 矛盾。 
， 由 此 GN page 于 是 佐 定理 7 的 条 ,存在 由 EC pe， 使 zxEG- 一 
d), 特别 是 由 Tx 一 2) 0 ( CE, TET), 即 
(Pt) (o) (€ E) T*b— (0I C32. 


证 完 。 
定理 21. PEMA HA DUgSEDE, EEE ERE , bE 
I fE SEXO RIP Sea P HTA, a LE Gh AER MEE TAP 


信 示 小 于 任意 其 他 固有 值 的 级 对 值 , 而 与 p 相应 的 ,至 少 有 4 的 -一 个 固 
有 元 9€ P. Av 二 pv, 同时 存在 A 的 一 个 园 有 元 9 C 2*; A* p pp. 

证 “延明 分 三 步 。 

EE TI LU LUST ME EDS ni E RKR 

M, RESENHA- v € P P EPY, 使 Av =v, Aim Ib, 

BR, =R; A) E ARRAT, DIR, de ms 的 部 近 有 一 展 
FA: - 
R= Y» OQA-A)S Coh), EO 


k-l—mn 
Cs ERER RAT TARI AKH EEE E) heak 
Hte € p, 使 C uEO, 这 是 可 能 的 ,因为 C.P (0) —9 0. E— 
={0)( A3 2 ER E)—C..—0. ER 
C uu lim (&—M)"R, u, (5) 
Aa C 


BEAR Ao JE A PIRR BHE BAREA IE , 那 末 当 和 > 和 Fis 


A" 
Buc — > 和 


n-Ü 
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因为 Ae C P, 所 以 当 Ao Ir, Ra EP, ATIE), 4 ^) 2-0, 得 
v= —Ü CP, BEER (AAIR, = 了 所 以 AR, XR, +I, 而 

AR,u—AB,u-r-u, 
把 上 式 双 方 莱 (% 一 Mo)" PFA aito, 得 出 . 

Ao — Av. 
LER u 是 满足 Ceto 的 任意 元 ,而 由 此 导出 e= —C ume P, Dirk 
f$ —O..pcP, 
Hte €P**, 使 g(u)7-0, 这 样 的 9? 存在， 因为 否则 依 定理 8 P934 

L2€P,—zCP, HFP RHE AERA, 

p= —0*,. 


dax cP, HR i 
p(w) = CC Ote) = pO) = p 0e, 
Mi 9 € P*, BURGOA, FHIBUEETÉERB RT A= Mpa 

. 2) ax 4 BHSERECR EC ERA: EJ AREA — 1 RETE C TE HI 
ZR. 

Au Au, Ao >O. 

于 是 AUD Ago, 而 和 3 也 是 A" BRE DSUR (B n PHRA 
83, 因为 依 第 三 章 , A POTETE GONE M^ 的 形状 ,这 里 入 是 4 的 固有 和 值 ， 
因为 PRCP, i D) 的 证 ,存在 *€ P, 00, 

| A"p—ÀQv. | l 
ES v= Aol iiot | AS | 57246 He [NS] An77e E Ann1v, (8) 
HR v' € P, o0, REEF v — 9, 必然 
[x [te — Ao |"7249 4 i + dn71v), 

而 既然 4PCP, HE PÆRER, 17-0, 只 能 有 v— 9, SSTIEIBEGUT 
H. EORR A, MR 

= [Agl tTI An + iho | "7242 H h Aa Ai71e p Ag = 

= M [TAn lho |*72426 TF E [Ag] Ane Age = Mle 


EIS 7H a 


因为 Aamo, B EI^, ASET LATE 4* 在 P* hag ET XC. 
3) Sb 4 BAUJEEAEOHE EC ESCAS IER ES EPEA — RAE ACE IUS 
Bt. ARRERA OREL dU gs ECCE LS 
WARI Moo RE Au— wu, une, 4e 
ħa = p(eos f+ sin to), 
HRA 和 与 2r KIR. ACEXERUT 
A, — À-4- £47, 
这 里 e 是 一 个 小 正 数 。 我 们 知道 ,任意 多 项 式 PDR = (PO) [KC 
Eg(A)yCo(4) 是 4 的 谱 )。 因 此 4。 RERE 
Qu EAF [IM € o(4». 
EEE, Sb 都 位 于 以 e 为 村 径 以 为 中 心 的 加 内 ,如 果 有 一 和 1 使 
(A xp, HR 6 足够 小 时 ,1 十 34531 <p. 
A88 Ul =p, MR 
Ag 7s peos 9,-]- isin Dy), 


j- BAF — p( eos 9;-i gm d) + 5p?( eos 20; + v sin 29; = 
= (p cos 下 十 Ep? cos 20.) + s(p sin 3; 十 80? sim 20,5, 
[Ast 8 | = p( 1-- 82p?-4- 2ep cos 8. 
BARLE TEA j, eos Geos Do, 所 以 Mot XS 与 ho 十 SA AE d. 的 
Jie S CER CB AIE, W 6, 使 Mt 85 Bla fa E; 2m 可 通 绝 ， 依 22， 
i 十 558| 是 A. 的 最 大 正 固有 值 ,能 然 cos 97 e0s Bo, 所 以 Mot 8A 是 
A. 的 最 大 正 男 有 值 。 取 8 足够 小 ,可 知 97-0. 
定理 20. ARDEREA T RERE Mk, EH 


1) AFEP; 
2) d«€ P, |ui — 1, 着 且 存 在 正 数 v, RARE p, 使 


A PA a A PP, e P m m me P mns P a am m S In PP e 


Awyu, vs 


” 那 示 4 必 有 一 个 非 需 的 国有 信 ， IGÉERSTE SON HIR IC BU SR FEBR n 
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TELE AJTE LAT HL: 
Av— pr, vc P, tz, 


AH 4* 有 一 固有 元 v 
A*th — oi(ib € p*, p0). 
E (6x3EL HAR AA- HAE EBREHE. KK 


(CD, | 
dp 

从 而 J € P*—— (Am fort). 

TÉ [SU Aru Era, 

g FARES Y, A >rt, 


Jl 
如 取 f € P*, 使 fw) 尖 0, BR 
lim V[A*| 2X Y . 


nx 
BEAR o CA) RE EH AERE B. 

sup [A = lim VJA, 
A€ eC A Thb— rmx 


定义 7. HARRARI, P RSOUSEU APCP, 4 中 做 按 
王强 正 的 ， 蚌 指 对 于 三 的 每 个 界 元 0, 必 存 在 自然 数 % 一 xxw)， 使 
A'vx, | 

注 由 于 Pessa) ATERT A, AAE (= 
=de) E uE P, A, 于 是 司 定 理 19, v5 B—— Av, 

定理 23， 设 也 是 实心 锥 体 ,4PCP, A JEEEFESELRERT miO, 
fE Av —pv, p>>0。 那 未 对 于 任意 元 2290, TF) ordre) 与 P 的 界 之 间 
BEREA 

RE AAO, 存在 l0, apie, WAT A 作用 在 上 述 不 
等 式 的 两 端 ,得 


p PÁPa ov p=0, 1, 2, "S 
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H oc-0, 使 S(9v,e)c p, 于是- 
S(p-?A?z, a) — p^? Av —Óv 4- S(Óv, a) cC P, 
定理 2A. BAERT, T Ebit, 4 是 按 卫 强 正 
Hj S AR TIIR: 
1) Afg Pp AHRR v, lel =l: 
Av-pv, p>0, £X». 
2) MET A*dg POMA ABI d, fnb 
A* ib = ph, l 
Tti d RERE EEG Be E P, 2406-5 a y0; 
3) FAAA A E A E o ECER = D. FM 
teI itat A EARRA E. 
RI mRARIBDUET, MOP, PCP, jEH A RCIHAERE D 1)— 
3), WR A c P ERER 
t ARIRE, BOGRGIOR eO, 0EX TRES RAUMY 
足够 小 , 便 可 司 Ausy 于 是 定理 2 昭 适 用 。 由 此 ,存在 数 po, 6k e 
按 稀 对 值 不 小 于 万 的 任何 其 他 固有 值 ,六 有 生 
3 pEP*, 3vCP, fk Av—po, Atl pp. 
注意 强 正 算 子 4 不 能 有 属于 三 的 界 的 男 有 元 ， ADIR u Je P B ETC 
Auc Au, Jl» tu oe Au, JA TIE uo AA ne n(w)), RET B 
此 vz9. B 
X ABl sto, 较为 如 珊 e P. £9, BARER SWR, E 
(ou AGO sen m Cath) Gm i arn (9), o lad 
BER ERO, Ir m, 7 。 2 
(A= pI a, 58, ta) 
现在 让 zy yv. 弟 实 上 ) 设 mw 是 满足 C3) 的 最 小 自然 数 , 那 未 全 
oss (Apne H), 
得 A= phon RIRE «yo Ja v JERR, EOS S H 4 必 有 形状 如 v Mo 的 
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HELEP RAEN ve 与 一 yo 至 少 有 一 个 不 在 2 中, 从 而 Ay d o 
与 了 的 界 相遇 .与 上 阐 已 证 的 部 分 祁 突 ， 于 是 存在 数 y0, 使 y= 
(yv. 但 这 样 必 有 
VEC = d [(A—oI)"7712,]—[CA* —pD"7 (9) —0, 
这 不 可 能 。 从 而 是 简单 的 。 
HRH o 是 4 的 含 在 尸 内 的 瞧 一 加 有 元 ， 其 范 数 为 b Boos 
Av; — pii, PP 那 未 | 
p "A"v, = pp" c1» 60 34 n—oo 
与 定理 23 fb3e, PIRE E 4* 的 全 在 P* pio 0X 
Lo Ail, = pdr,, 4& P RISB E, TAS 017p, 从 而 
pu (v) — d (pv) =t (Av) — A* d (9) =p hC), 
BTH Pae) —0, (H. ECL EESEER T. ERER. HATIA. 
HEE r? ATERRAR it 
Ary = Ayta, Ag 0, ry nO. 


E | Aoi =p, Ag 22 pe*9, ag oo m Ex. (x. Xa C E), 
BE JA Anno s Mato, 
所 以 prAre = æ cos PH — ws Bin pi, 
pnra, = Hn p+ r, cos gË. 
Am PAv + Yit Ym) n YP YY 
"T 


yP = yi cos p+ y, siu pP, y? = — y, sin pt ys eos p, 
取 y: ya 使 s=v4 YE Yates 属于 了 的 界 ; 这 是 可 能 的 ， 5 Ra 
Hi yirt vine d PHUE O AAAI RARS pw, ie” . 
UPSA) ER PACo) 但 这 不 可 能 ， 因为 p< 
deos 
依 定理 283, 序列 p7*e M9 vo 对 了 的 距离 是 正 的 1 
HEREIN d RH. Dx 0130 Hw. BEER RO, 可 知 6(v)0. 


$5. Pss f hab 


把 多 规格 化 ,使 (0-1. RT A 如 下 : 
3 一 4 一 pz]V (s € E). 
A, 5j AA IRLEEE EATE. E e Bibo $ k RE Ay — My (y2E8), A50, 
Ip RAE V=, 因为 
Ad(y) =p Ay = LA py = ob. 
所 以 Aiy- Ay —pib(y)v — Ay y. 
BLZ RE Ay MCanEO, ME), 那 末 
M= A y) Cy pbi —b( Ag) — ph = 
—-(A*J)(y)—ob(g)-0, 
从 而 Ay = Ay + Po = hy, 
而 ^o, RATIER 2), vvv, BEDA 
Ag 72 Ay —pib(y)o — ypo —pyv =À, 
矛盾 。 所 以 41 LS f P DIU | Lo Ze PER, B 


im AVÍATI m prep. (9 

因为 | l 
AA) = pAr bayo) — CAS) (2) pahe), EE), 

所 以 Az pib(ar)o-- Ata. 
事实 上 ， Ax— Axt oii(z) v (2 € E), 
所 以 A93 m Adan) = d dz + ppl Amo, 
得。 dCAm) bi Aso) - exo) (o) = pba), AA (am) 0. 
所 以 Az = AL Am 4- ph). 

dv= Av — pb(v)v 6. 

Adiz= A*z —pb(a)Av = Atz bb) 

JA Tii. Adiz = A dz, " 
E o0 A'we—AQAE pb) pbe A= A224 pb (x). 
依 (9)， (p ^A"z ip(e o] = oA ie], 


如 果 wE y, 2509, ME Yao, 于 是 Jaa, MAH n EAK 
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pda 6, Bp Aux» 9, Ez. 

ff] 1. (Perron(1907) ER): $8 A E— 4 n f17; Bl; A= (05), JE 
中 一 切 元 是 正 前 : 042-0012, jen), WRA — P E FECERO: 
的 因 月 值 , 这 个 固有 值 是 单 的 5 即 是 特征 方程 的 草根 ), 其 相应 固有 元 也 
是 正 的 ( 间 一 矢 , 它 前 一 切 分 量 是 正 的 )。 

事实 上 , 刀 果 os (En, EET HERDO CRO IKin), > 
TOS, JK, SI 


> ayoo (IKin), 
j=i 
Jiii A228, 这 里 取 
P—(xiz-—. 6, £z, (accio. 
于 是 不 难看 出 AGESEIEINCOUR DEREN ZR. EUERE) AC 
HER 24, Hik SI] Perron 定理 。 
/ $0 2 (Jentsch 3:38: s Fredholm 38351275 E 


"ORT jue x(at. | (10) 


K(s, D) 是 在 正方 形 asus, teo PIRR INK DEUX Banach ET 
CCa, b | BS SEE PE RET. 


SE K(s, Dat yt, 


FECE EQ) RDAREN AMET GR 、 Hu 
Asma (= i) | 
WP dez Opa, b] b EAER eti, Pauk, n de 
己 歧 大 它 让 已 之 中 。 计 是 前 面 的 一 些 结 果 适 用 。 
非 负 值 的 核 下 Cs 0) 吓 做 正 型 的 ， 是 指 对 于 每 个 xE a398, 有 有 
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— K(s, DRE ETa, 四 使 
b . 
IO tja (t)dt7-0, (axd), 


这 里 ; 
EDs, t)- 1 K(s, v)E(o, Edv, 
b 
KP (a, d) = h Kea, u)K (u, du, 
KERRAT A RER 


由 定理 24 3r RIGHT E ir: R.K (o, ORG ERE EG HRA 
ROAMER Cg 2 (100 FB. le - 1 8976 22. XB 
畦 征 储户 是 Fredholm 行列 式 的 音 根 ， 并 且 这 个 单 根 按 相 对 值 小 于 一 
其 他 根 , 这 就 是 Jentsch 定理 。 

实际 上 , 如 果 不 用 空 泣 Ca, 67], 而 用 Ea, 03, 1 还 可 以 得 出 条 件 更 
PAER. SERA, mE 

deb HUS ROREM ERE — AENEAM Es 
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附录 


测度 与 积分 
本 内 水 的 站 的 是 为 了 证 画 今 折 的 需要 ， 对 测度 理 葵 和 积分 理 葵 作 
一 个 比较 系统 而 文 简 户 扼要 的 介 帮 。 


$1. 环 与 测度 


在 本 节 中 租 要 计 葵 环 , = 环 , 测度 及 --- 些 相关 闭 题 的 抽象 理 答 , 其 
具体 化 将 在 $2 8 RIR (| | 

EARR, SEPT ERAT AE A COE RIEOE -MERA XN TI, fE 
和 本 身 和 空 集中 看 作 X PT, 18 X Dg — H6 TH DS 4i A WH X 
EAA ERRI ER XUA, T Y Eo 

定义 1. FARR OER RERET ENCUET AUR ES 

n) d: A, BCO BI] AL] B C 0, 

rj) 4€ 4, BC ORI ANB CO, 

EERO URA TIMER: 

1 PEB 0 
RO ES, aeo MAAA PEN, 

&4BCORIAnBEO. 

mnb- AACNB) 

3. dU RE fos dn 4, . sen, B 


| s n een " nn 


n=l n=l 


定理 1 BR 2 为 任意 集 族 , 则 存在 唯一 的 环 2 使得; 


.900 o o Hi E 

1) 9c, 

2) Æ O1 2p4£—35, QCA, RJ OrccO,, Or 就 是 合集 族 Q 的 最 
小 的 环 ,由 做 集 族 吕 的 拓展 环 。 

证 下 的 一 切 子 集 粗 成 的 集 族 就 是 一 个 含 呈 的 环 ,又 因 任 意 多 个 
含量 的 环 的 交 显 然 还 是 一 个 食品 的 环 ， 全 取 台 7 为 所 有 人 窗 呈 的 环 的 
交 , 它 就 满足 定理 之 要 求 ， 

定义 2， 非 室 集 斤 口 叶 做 o- 环 ,如 果 它 满足 下 列 条 件 。 


co É A € Q(n— 1,2, RJ. | j 4.€0. 
nzi 

os) 4 A, BEN, Bl AN BO. 

任意 0- 环 一 定 是 环 , 井 具 有 以 下 性 时 


oa) Y A,€O(n—1,2,, Bl n AER. 


vy 


因 U As AN U (ANA) " A= [] a), 集 列 


n=l ` nal 
A.(n—], 2,- OB ERROR 所 有 的 FETU 成 的 集合 ， “具有 性 
CE 


$ EAn [ (05, ng, e AC, 2; WS SETATA Em ud ma 


集 列 A n= 1, 2, +) 的 下 极限 ， 界定 为 harm. A < 租 成 的 集合 ， 


Han 
显然 lim 4,c hm 4,, EIL dB S RUM ES A Ed, SEE 
ny n= 
lira A, = dim 4,— lim. EM 


Tb oc "- oc noc 


WEHRT 801 


容易 证 朋 : 
lim A, = [| U di, 
unda a-1 DEI 
ex eo 
lim A= n 
n= nzi k-n 


Win REKER —MERE o C Vii A MAELA e € U 加 对 一 


kan 


MEERA quse 门 [] 4 反之 省 se 门 |] am 


n=] kaen n=] 正二 机 


zE | Arn=1, 2,…) 于 是 < 属于 集 列 4 — IIIS TRI ds 的 每 


kn 


— E PSI BN FE lim ny BARA PT AR EH. 所 以 e 环 还 


具有 以 TER 
(049 3€ A, C (n —1,2, HI] Bim A,, lim 4, €, 
nox bm aia 


显然 在 定理 1 中 将 环 换 成 o- 35, 定理 仍然 成 立 ; 办 此 有 对 二 三 音 
SEM 全 必 有 了 唯一 的 一 个 会 吕 的 最 小 c- 35 O" fep, 2" 3829 O fif 
Rv P. 

我 们 以 2° Su dX 889—091 T- SR Br AR HEP ROS 

-定理 2. ROAGE IBS. T A C OP. 期 
w 1A-CO[L A), 


OE REL FCR TREE Fal dl AA UC REF CUTS 


证 aa RAIAN BUCCS Dd ed 其 中 
Be(ofnay, ceu, 


RETER B Je 4 的 子 集 这 一 点 就 容易 让 D, 是 一 个 5- 环 。 


603 B IE: 


E ECOWIECO, 事实 上 内 B=(EN4)U(EN4), 而 BNA€ 一 
EQN4cCQNn4)", 内 此 oco, miii e- hIR de xf OT cO. T 
是 O"(AcO,nA, h BU (CNA) n4-Bn4-B s ER 内 4= 
-(QflAY, AmE o"nac(onay. xEo"na43 e skis ona 
cO*n 4, satio m 4) eo n 4, EME. l 

o- Se A RE DS EAS EE RE RS Ae. ESSI chon ERR A: 

要 在 o- 环 上 建立 油 度 。 但 =- 环 的 烙 构 -一般 是 很 复杂 的 ,至 今 还 没有 
一 个 普 涯 的 方法 ,能 从 一 个 任意 集 族 O 构造 地 作出 它 的 拓展 =- 环 来 。 
焉 面 关于 单 观 族 的 概念 和 定理 对 我 们 掌握 任意 集 族 0 HO LR n 环 
O* EAW HN. | 

集合 序列 A (no 1,2, 2 ffi ACA 1,2, MRA T 
的 ; 如 有 Asin 12, …) URAR, ERER RA 
FEL But Gk LAS ERU, Aa BHRI T] o 1, 2, …) 必 定 收 化 ， 
H 
lim 4, = U As M ALIE, 


T 
> ami 


lim 4, N 4 XM ALIE, 
Tix 


n= 


HATERA SEE 1 类 似 的 事实 ; MATER N AERE 
一 的 只 STRIRESCRR TEE A DO 表 之 。 

8|3B 3. 环卫 是 c- RID ESSE RESO dM RE 

Wo GE RA. MEXJ E, NEA 鲁 对 可 数 并 是 封 崩 的 ， s 


o WEBRE O O 00 0 00 


4, €0(n—1,2, ATER |] eem im LJ Aeg e) 
PES 


PE 


E OBI— T EGREREL, fk 


lim U A= U AEN, HE O E o- Eko 
9 n koi 

定理 3. 204—335, 0^-0* 

XE 由 引 理 1, 07 RRRA BED, GO" cO", RREO CO", 为 此 只 
SERE O7 是 一 个 go 环 ,但 由 引 理 1 我 们 内 要 证 Oo 是 环 就 行 了 。 

对 和 任意 集合 了 ,可 构造 一 个 集 族 Av, 它 遇 所 有 的 集合 互 粗 成 , 召 具 
AIER: ENF, FNE {EUF CO", 下 面 指出 ， 如 Ar FERE 
CEH. PEER A4n—1,2,---)4& Ar hA ERT, RU 
Hm ANF = lim (ANF) € Q9, 


Too 
FN lim A= lim (FN 4,) € (m, 
n-a n-a 
lim A,U FP — lim CAU FYE NY", 
no — 
关 而 lim A C Ar, SUR P CQ, WIXHER FCD ER EC AK CO 
是 环 ) M OcAs BHGREERI EXE Orc AS ORE RR, XT. 
dE FCORIECOP SUN E EAr 由 Ap 定义 中 站 和 三 之 对 称 性 ， 知 在 
ARPER TA F EAr, 内 而 有 QCAe， 从 而 2"cAm 这 就 表示 O" Æ 
SR ERER 
MEE AR LARREA RNA, V TRMA ERE 
《也 可 取 too) 9E GER GÉCS. TERRA O8 oo 所 作 各 种 运算 的 
意义 , 特 规定 如 下 ; E 
4 十 ( 士 oo) 一 ( 士 吧 ) 二 4 一 士 ce， (aF) 
Ct oo) ( 700) m C 0o) E C 00) 5 (99) - (2509) 50, 


e Er 3 . 


ceo a — 
femmes] 0 a0 
Fæ a20 


a/ +w =0 


} — OA 二 oo, 
af =+ 


FUE Pau Per emer er rr P Pa n Fo m eme m a m m m Pr Pe m Ph P Pa Prae a FR mei 


条 件 : 


Co 


Qu) SACO oeli GERE) 


Gua) E A COn-1,2.), [] AEL Aca eG, HU 
n=l 
«(Lj a) S ad (可 数 加 性 ) 
"-—1 r=} 
定义 在 环 O ERIBE e Mik c- 4129, iR T E EA EPI AE 
EN n= 1, 2, es WA ) oon I, 2, MR X= E Ana “~ 


nci 
EXEO 上 的 测度 上 时 做 完 竺 的 , 狐 果 它 有 具有 下 面 的 性 锅 AE 
€ D, u(.4)-20, Bc A, E RR B. C 0. 
3f ERTBU SE RUE TEREA: 
Qu) 354, BEQ, ACB WI E (A)e cue (B), 《单调 性 ) 
竹 GAUGE A) B, PAPA PCA)-H- B CBS A) — uB) 
由 如 的 非 久 性 得 , MCA) CB), 
(m) 车 4, BEQ, ACB, HA)<o0, ECB /A A)  u(B)—u(A). 
-证 明 是 显然 的 。 


Qn) $ A, A E 0n, 2) 46 [| A n CO eC 
| 2 


n-l1l — 


证 “| | A= U ANAIDU NANA) U = U Bu 此 


ncÉi 
处 B,— AN Anc A (n—2, 3, e B, 7 di [Es B, € Qn =l, 
2, 2D B, NE; =i}, E B.C A (n- 1, 2, Jo 
A AcC U EL U B, 
n=l n=] 


[eai 


所 以 a= [|] n^ 

于 是 . m 
md)=p( U na) 3 «cna»« - 
， n=] n=l 


< 5 ne Y EC 


n=İ a=l 


Qu) E A, AE O=, 2) [ ] 4 4n b GES) RI 


n=l 


Y MAKKA), 
nl 


" 


tr HE 以 U AKAA), — 因而 | 


izt i=l 
得 ，》 pCAD<pCA)。 
+ 二 1 
Go) 8 An C O(nm 1,2, MER, Jin An EO, BY 


p( lim A,)— lim &( 4,). 
fü -pan 


808 pir 3 


证 d A=, Hi] aC Tim A)-u( uU 4) UT 
n>m bla 


eo 


-»( U CINA ))- > MCA NA) = 
kl 


= lim > p AN Aa) 


= dm 2( U CAN 4r) )= tim ACA; 
2, 


(95) 若 As EQ, (n— 1, 2, -- JUR AR, Em nA EO, 县 至少 有 一 个 集 


4; fi ACA; «oo, Hi S. lim Ac lim MA) 


EE aCA) «coo, MI nCA e n CAD) Lo X293, dk AC Jim I 
«eo, 我 们 注意 A S Aun — 3, jt -- ) IER DRE RUE 
MCA lim 4) e (47S, Tim A) 
- lim LANA) lim (AN An) = T 


= Jim C445) "us BA; ) 一 1 lim 1 ACA ; 
ZARE pld) " HI lim a 4.) = im COE 


E VL UE E CZ REF M REOR. 


(Mf) ACRI pd 
Qf d: 4 BEQ, AD B—ó6 BW uCAUB) —uCA) - &(B), 


Gd) PAED nix, |] 4-5. 


nc 


则 lim (44) 0; $ n 
fo c 


o EBRI OO NENNEN 
证 ”必要 性 显然 , 现 证 充分 性 ， FARE ^ HA HTC T, 


d ACO, ken 2, sv AN d=, ij, A= U 4, € 0, B= U Ax, 


CI ANB, BI Es C,€0, (091, 2,2 B pCB,)= 5 e(a), A 
iSi 


Cn 一 Ti 2 ER A f) =e k n) s CO 9 aA) 


n=] k=1 
(0) im Y MAH lim pn(Go)= 这 CAD, 定理 证 完 。 
Pp | nee k=1 

前 面 已 经 提 过 ,测度 诠 的 主要 任务 就 在 于 o- 环 上 构成 测度 ,然后 
序 有 在 此 o- 环 上 的 Lebesgue PAHA HT o- 环 业 构 复杂 ,要 在 其 
上 定 兴 测度 不 是 一 件 容易 的 事 , 因 此 通常 总 是 先 在 较 简 草 的 集 族 ,如 环 
(或 更 简单 的 集 族 ) 上 定义 测度 (或 更 简单 的 集合 画 数 )， 然 后 设法 将 环 
. ORAE AS A OQ e- 环 , 同 时 将 环 2 上 定义 的 测度 也 拓展 为 此 0- 
环 上 的 测度 ，Cerathéodory 的 外 测度 理 询 可 以 完成 这 一 任务 。 

定义 5、 识 上 为 窒 闻 五 上 的 一 个 环 呈 上 的 v- EVE, AE 
E ECO*(ECX) x, ` 


U^ 4. C (no 1 n), 


"nl 
dopaes]o--ppe, RIEA EC O7, n*(E) ME — gs hu, 我 们 
EEU paci E m di ue o Soc p RE 
外 测度 具有 下 面 的 性 贸 。 
(n1) d EEO jj oxu (E )« oo 
(33. 5 * (6) 0 


e0B " x 


(n3) 4$ E, € Q7, (n1. 9. SET LJ E, 5 p*CE.). 
= n=l 


(41) Æ EEO, 则 CD) e n (E. 
(4p) d B, F EOF, ECP. M pOH) RAED 
E ODS UDEA, 


ATEA Si ITO fth 620, 由 外 测度 定 


n=1 c 


3GXHE Es 可 找到 En CO 1,2, 7), EC U Ek S GB 
j=1 3=1 


LHA) + 页 U o U U E, D) X e< 
"i ni n=] $=1 


< b a*B) e, dk n^ ( V B)« V u^) ee, B eft ie 
n= nzil V7 


以 (13) 成 立 。 | 
(n1) E EO, XB MODs Q9), —358.)4 Ec UJ E, 可 


nli 


a=] 


f aD 5 p Ca), KIA EKUE), 从 而 3 成 立 。 


n=1 

L533) 可 由 测度 点 的 音调 性 和 p* Bog AEH. 

一 般 地 ， 确 定 在 一 个 可 个 9- 35 OCBI O RATER A E C 0, FC 
CE—FCO)EBSDTR roo BI5CR ERAI 5*, 如 它 满足 C43), Ce SRI 
CE) RI 17 S825 £2 ERU IS PEIUS EX JR CT Up dz, O ARX 
的 子 集 和 组 成 的 可 博 o- 35, 如 果品 上 的 外 测度 et 更 满足 AD B6, 

B, ÇO => w*(AUB)ow*(A)-Eu*CB), MRR 1* 为 一 个 Car- 
théedory 外 测度 。 由 此 可 内 ， 我 们 已 经 把 定义 在 环 只 上 的 测度 ,扩展 


测度 与 积分 609 
为 最 大 o- 证 ?上 的 集合 溺 数 ,外 测度 Ar 但 p* -—RERMGEBUE. Bl 
比 我 们 必须 从 Q” 退 至 较 小 的 范围 ,使 得 1* 成 为 其 上 的 一 个 测度 ， 下 
面前 定理 和 定义 解决 了 这 个 并 o 


p*(F)- "on ALPS E) A Mu RA SURE RIA, FA 命 为 
Kel 
下 定理 5. BuO LAJ o- AAR, R 
aJa 为 o- 环 
(2)0* con 
(3)1*35 8” 上 的 c dU RENE. 0000 
因此 以 后 0", 0", O 内 集合 的 外 测度 ur 就 可 以 写成 po。 
uw (DRE, FE De AEO, HU | 
(^o g^(A)-B*(ADE)--B (ANE) ^ (9) 
&*(AnZ)-»* (AER E)EBSCIREYNE) (hb) ， 
B^(ANE)- PACASNE) LP) et COPNIYNFY) (e) 
把 (5, (0) 代入 (9) 得， | | 
(0 m*CA)o p*CERLFD) D) B CAD E)NE - m 
FANONE)IP)E RUNE) ENS 
在 (Gy 中 ,以 4n GU FRA | 
p*(An CEU P) »*(ADED EF) 
FANDA DECAN BNP) EMO 
EHAA 0. 
i*(4)— |n* (AD CEU TF) H a *CANCEUF)) C» 
&cCEUF) € 0", 同样 如 以 ANGPNIRG)Z ABIE 
pA CANCENF))  &* CAD ED FD 4- | 
FNMA (g) 
MORAD E 


610 o n E 
n*(4) 一 w*CAD CENUP)) H- LAN CE P), (h) 
ik ENFCOP, 已 让 0D” 为 环 ,更 证 ,如 E. € O^ n= 19, ELE; 


disi, Ri E= U EQCOP, AMA E, HS RC) rz EGRE H 


利用 £ nE = mes B*CADL (E NE= CARLES) 4- n"CARLES), 
由 数学 归纳 法 可 得 


ps(40 U E)- E p*CAR ED, 对 一 切 下 整数 "成 立 。 
k=i k=1 . 


BF] E 因 FE Or, 数 


k=i 


wt (A) e B^CAQ E) HRAN PNY D, pCAN BE) o ph CAN), 
k-i 


HERTHA n ERZ, TER 


(A) Y, n CARES) HUAN EYU AN EJH ni CAN), 
kc 


nper U*CA)«Cu* AT] E) n*CANE), lk EEO, io jen, 09^ 
- 3. dh mE 
n* (AD E) ER CANE) = S u*(AQ EL) Eu ANE) 
nci 
在 其 中 以 ANE ARA TERUR 
u*(ANE)= Y prCANB). "(9 
n=] l 


(288 E €, Acne, 由 外 测度 定义 ， 任 给 570, 3E, € O(n— 1, 
DE U En, Bur) e Y p(B) = 5 C CE DE 


n=] "nl =I 


测度 与 积分 eni 
HACEN EY) S*CA(] EJH u* CAN, DS] e REER, ik 


p^ AYzEA* CAD EY - &* CAN), dk E C OP, Jui Qc 0", pp on c 


Jk o-i ik oO co", 

(3)0* fg Q"'. E fry me , STA SQ) ELE (PA f, 
ju E €O7, p*(E)-0, RI E C O^, 事实 上 ,对 任意 A COT 有 Hz(4) 一 
—A*(4) E UD RBCADE)--B*CANGE), B sr A) REEL HE HA e" 
在 O" 上 的 完备 性 , 因 若 EC OP", p*(E)=0, PCE Wi] p*(F)—0, 最 
JAN e H) e- HER PESE BD GERI jx 的 o- dp 29k ERARE 

外 测度 及 其 相应 的 ur 可 测 集 的 概念 , 企 看 比较 复杂 , 它 的 意义 可 
从 用 它 而 达到 的 成 就 来 说 明 , 利 用 这 个 技巧 使 我 们 把 环 人 号 上 移 测 度 ; 疾 
RAAE Oif c- 3p OP 上 的 测度 ,不 仅 如 此 ,从 下 面 的 定理 可 以 看 
到 ,这 个 特殊 的 方法 实际 上 条 画 着 普通 的 意义 。 

定理 6 RLAR kT- AARE, 则 它 必 可 唯一 地 拓展 为 
Q* ERg—^h c- ERME n, HE O7 b Bt. 

ip Rn RUTPÉDAE,. 已 由 定理 5 解决 了 , 现在 证 有 明 唯 一 性 ,家 
us 和 js 是 二 个 在 Q* Eg dn e ro ERRORS, We Eco 
I, MB) uE), ARR Q1 是 7 的 最 大 子 集 ， 使 对 EC Qt uu CE) = 
= f(E), 先 假定 MCR MoE O7. 上 是 有 穷 的 ,我 们 指出 Q 是 单调 族 ， 
FEE, dn EC Ou (n — 1, 2, …) 是 一 个 单调 序列 , 则 二 (Ks) Cus), 

pif lim É£,)- lim (E) C=1,2) 
k-je 5-— co 

因此 Jim En€04, BROCO, 由 定理 3 得 QQ。 在 一 般 情形 下 ， 
Hi AC€Q, 使 (4)= DARZ, DARE, Bi E2 CO 
n4»* ^0" (14, Be xt E EO NAR js (UD) o pa CE), H as PZ a- 
4 2etk XT EEO, 有 i (E) m is (CH), SEPRÉBIIES 

BEE, 我 们 首先 在 D” LAHTINE 2t, 那 未 它 在 所 有 p* 
"TRU RC BERG o 环 上 引出 一 个 测度 岂 再 澳 虚 声 所 导出 的 外 测度 


aea N ie 


615 nt * 


ws, — RERREORGACR AS PIDE R, 当 它 们 相同 时 ,外 测度 nen 叫 
获 正 草 的。 四 以 下 定理 不 难看 出 下 环 品 上 的 测度 导出 的 外 测度 是 正则 
的 。 . : : E 
定理 7. RH RR O 上 的 o- 有 穷 测度 (于 是 它 可 以 拓展 为 9 
上 的 9 有 穷 测度 , 仍 记 作 e) E cO, HI 
HE) inf {uC TIN ECF, P £O) ciat (CF) ECF, PEO) 


n*(E)- ivf { y p(B) 
hs 2 


Ec [] Es, E, € (n1, 2, e 


n=l 
ELT Y uenee U A BE Q*(n71,2, ..)] E 
| e, Ae | 


AFIA EO Qe) F= |] m= |] Dy 共 中 
m fe—i n=] 
ncc] l 


DK £07) DB E,D, EN |_| n2, 3, DiN Di = 6G D 


=Í ` 


PANAPA EE Pear ter A PAA a Pea OE e P ma mee P e m PAP S Ph 
TY Ee I i a a Pa P Prae I a as Pe mer ma S Pre P Pr t e Pe e e Pme mt t i e e P 


BITE SE 
O RE GER ut CE) oo, AEMT, 3E. EO, n— 1,2, 使 CF; 


MCF) a (B) 4. o. 取 F= {J Fe, B] F-CO* H, ECF g u CRY 


9-1 


KAPJUK E+E, BintNU, dk nt (E) n2, 其 次 


WEHR eia 


dn G ctu, GEFN E, KI ECFN G, KA 
pF y= pA (E) c p( FN) = pE) - OKE). 
因 &(F) «oo, dk |n(G) 0, 当 ms 再 ?= oo Hi] ECF, F C O* 显然 
B ny oo, h ifo 有 穷 性 容易 把 它 归 灶 为 已 经 征明 过 的 情形 。 A 


实 上 因 有 E, € Q(n 1,2, 2), ^U B, X, KEO< o. E. E; d, 


n-i 
= 


Ej kE= |] ENE, ga er OER ED, HIENE 可 找到 它 的 


#=1 


TRES Fn ARF y F, I EczF, F € 0 T S 
*-—1 

SE, SkECEFNG, & Gu 一 GBP AT EN PEEN Gn HINA os 

因此 由 n6, D=o 妈 得 PCG)=0 o REMIS BERTHER, 定理 证 

o or ko WERE KAME EAEE, ME), fea Pr LATRA 

BEO, fk. 


NUNT "NP 


wo) nC mint «o» 
Ell 


Ec ù E, B&O, kc, 
k=i . 


2] nnnc ve 2. dE EC U " «( V Eye 
| k=l | 


fl 


点 一 了 


TES AUI lim va( Ù Fr) = »( LJ By. 故 存在 某 一 no, 
k-i . m : 


E Ü 酌 有 EN 


k=1 


014 附 


~( U Ey) e CR) S 显然 Eo CO, 已 有 不 等 式 


* 
— 
Cs 


wm cp [ ] xm) 


k=] 


Fi 
d 
FAL 


Ey). EDE, 


C: 


MEND |] ENE j= 


k=l 


1H 加 以 上 两 不 等 式 BD EE RE, 


Bs)— HCE) <$, 


Lu 
ti 
[us 


& 025 ge 一 环 :, 世 为 吕 上 的 测度 ,我 们 有 一 般 的 作法 ,可 以 将 马 扫 
展 为 一 个 5- 环 呈 ,同时 把 上 拓展 为 号 ”上 的 一 个 完 竺 测度 站 ,下面 


的 定理 说 明 这 个 完备 化 的 方法 ,以 及 它 和 外 淹 度 的 关系 。 
定理 10. O% o- Ih, KAO LUWE, EVEI 
a= {EUN] EEO, NCAEN, PC 一 0 


H Q^ ao- A fic, RED E iv 小 定 尺 集合 天数 UN = gl 


OQ*=0, tp. 
tE pm 部 分 ,显然 人 CQ*, 我 们 有 
C1) 识 EEO, NA, 4, € Q, (45) — 0, HI 


v (UN) EQ*,( 利 用 为 0- 环 即 得 ). 


n=l 
(YE ECO, NCA, AEQ, (4) —0, HENN C O^, 因 找 到 4€ 0, 
NCA dk ENN-QGPNA)UCCGPNOD RE), ii EN 4€90, (ANAND 
NECA, WENN ECO”, 
(385 E: EQ, t=], 2, NCA, AEQ, (4:0) 2:0, 6— 1, 2, Hl] CE U 
UND NORUN) €9* AO UNDNCRSU Na) = CEN (8U N:)]U 


r 


Wi HESSE [4] 


UEAINCGAUN)1- EGGNESD NOS] U DNNE: U NJA D 得 
(3), 由 (1) 与 (3) 得 O” 为 一 0~ 环 ,其 次 指出 , E € O^, uE) JERE— 8 
定 的 ， 为 此 只 需 证 : 车 EIJNICO^G-12) UNS EUN. RA 
WCE) 一 pCBs), 事 实 上 因 找 到 NWCAdi; NICA: dir ACO BH una) 
—A(4,)20, H BUN =E UN: 得 加 CEU As Me CE RC 
PRÉ BE BORD BI RS BUD) m BOR, FA e Eo RO. ERNE, 
d ABUELO" 上 的 测度 。 最 后 设 FCEUN, wOEUN)-O, 于 是 
p(E)-—0, X NCA, ACD, n(A4)—0, ECE UA, H |9(EU4)—0, 这 
也 就 是 如 "C, SUE IRA SEC 

MEH: 

cba - vare, N NCA, AEQ, u(4)- 0) = 

= (ENN) U (NNE) |z ED NCA, ACH, p(A)=0)}, 
A TARRA BITE: 
- EN N= (ENAU KANANE), 
EUN-(QUAYNCANCEUND. 
EUN -(QUPAYXCADnCEUNDDUCGAnGOE UNDNCENA)) 
(BENNYIUCNN BE)= (EN ADUEADn CENNU CNN UD) 

CID CEN N j= p (CENNU CINE) =n (EUN J= uE), 这 
AEAT e ZE M LE DR] VU AI RR A PP TE E CE) — 
= p(EU A) - ANA) ifs 

现在 来 证 定理 的 第 二 部 分 。 因 1* 在 Q* 必 0" (此 处 2°= 0) 上 
是 完备 测度 ,因此 co", BE O 上 有 4*=&e, 因 此间 题 归 精 到 让 
H O CO., dT inito f ze, RER RE dn E € OU, ut (E<, 
Hp ECO^ 就 行 了 ;由 定理 8, apis EG DRESS F, E p*() 二 
一 MF) 因 g* E O 上 的 测度 , 鼓 &*( 了 NB)=0, 再 应 用 定理 5, 可 找到 
FE $3—ANíEHBE 3 G.A p(G) (PNE) -0, p] E- FN GUCED 


n8), FG Cur, ENGGO CO, n(G) —0, HE € O^, ERARE. 


D 
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582. Lehesgue-Stieltjes iit 


在 这 一 节 蜂 ， 我 们 来 计 论 nU JLEBRAH X — 至 中 的 测度 ， 先 
引进 简写 屠 呈 如下: i 
Lao, DERT Rh pes ao (m =, B), a= Qs … da). 
G« b dez abi, e, au by. - 
as. b 表示 Aba ey Iu bu. 
. (a, b), Le, bo, 的 分 别 表 示 开 ,于 ， 堪 开 右 表 区 间 ， Bp 
Ca, 五 ] 一 {æla AlE <ha i=l,- n}, 


[e 5]- (o jare i=], n}, 


ECL (s aciyi sh e nho 
^ ab KRACE by e anth). . 
aa RI S01, i=l, EL 


了 


定义 1 EE E zm m REDE RUI e AU R" 的 Borel 


Fri Pra E AEEA DEAA e Patet 


人 


| ERRAZ EREU ik Lebesgue Lebesgue-Stieltjes 测度。 

定理 1. Borelo 环 A 等 于 包含 R” BLCUEISRUP 235, MR 也 ,等 
于 包含 s 内 一 切 态 开 右 闭 区 间 的 最 小 5 环 。 

证 “今后 将 用 [peuvent 

Xi E, 舍 分 别 表示 由 一 切 开 , 六 集 组 成 的 集 族 , 因 RE" C GT, 等， 
Le, ike G7, y", r- 均 对 补 集 运算 为 圣 半 的 ; 因 开 集 与 于 集 互 补 , 故 


n=O =g, LAH ab, eoo [7 T] 


j S 
(a, 0j tim (a, 5 十 je) a 0D 
(a, yi hd]. c (2) 


HAAS Giro. 
定理 2. B OETKER PAA FAR 


EZ: art 


1) PET- 
2) 4, BET-——sANBET 
3) dx A, BEF, AC B HI 3 €, Te Crn CT H 


BNA = | Jos0:nei- cmn 
k=l 

4) A; CT, i=1, 2, m, HJ a B; CT, jo 3, s p, 

Bip Bi - $GSS YE RHS— A A 是 一 些 Bj; 之 并 集 ， 

5) SEHE D on sr D" 是 由 二 切 存 发 多 个 责 羡 不 相交 的 46 工 的 
并 集 所 租 成 。 

E 1) 与 2) 者 为 显然 。 

3) 当空 间 闪 数 4 一 1 时 ,4, BET, ACE RRA BN Am R CL i 
UCs 此 处 0 C, CT, CV. 1C — d 即 命 是 成 立 。 在 一 般 情形 下 利用 
坐标 投影 序 可 看 出 命题 也 成 立 。 | 

4) H m-—2 IH Aim CS ADUCAPN CA D4), A:sCAD 
AJ CAS N CA; n 4:2) BD £8. M m-—38HWW, Hem T 972 Ir ogir. d 
对 4 4s 可 投 到 不 相 变 的 C: ET, i21, -kE A, A. esp 5 C. 之 
并 。 然 后 取 CiN As 6m 1, k, ONCOL D As), E Ls K, E ANCON 
NANEN CON As), PI | 

Cc (D AUG D 4), 


kt 
A7 | ] Cin 42UCA NC n ADS COD 43 
$—1 
扬 以 命题 成 立 。 用 归 业 法 得 到 一 般 的 证 明 。 
5) HRR HARE SES UPS AUAM ACT 的 并 所 租 成 。 由 
4) TRAFA ACT Bb REEL SR 4e A RR ROI AR 2E B CT 的 
$i. EE. 
要 从 开 集 族 们 RARES LARE HK ERY Borel e-3& 


618 附 EE 


Asr =F 上 的 测度 是 比较 难 的 。 但 要 在 集 族 工 或 环 T"” LERE 
d EXER RIZ ^ 上 的 测度 则 比较 容易 。 事实 上 ， 设 在 环 王 
上 定义 了 有 穷 测度 m, HIE $1 定理 6 它 可 以 瞧 一 地 丘 为 人 ={T")” 上 
的 o- 有 穷 尘 度 ， BAEREN Borl 集 只 取 有 穷 值 ， 因 此 是 一 个 Le- 
besgue-Btieltjes WF, MZ A EÉ Lebesgue—Stieltjes 测度 局 限于 


Ir 上 必 为 有 穷 测度 。 央 此 在 A 上 决定 Lebesgue-Stieltjes 测度 的 问题 - 


简化 为 在 IT" RER RERE. BRI" 上 的 有 穷 测 度 也 叫做 Lec 
besgue—-Stieltjes 测度。 

ZAA CES Lebesgue-Stielt]es iHi Et4z 29 0H 25, k S X 定理 10 
A pH A 的 外 测度 拓展 与 完备 化 丘 展 一 致 ; BD A" *— A^, e^ — ws d 
HRR E A", 在 A* ERRERA L RT HEU Le- 
besgue-Stieltjes PE, A” 内 的 元 叫做 站 可 测 集 。 

DIEE mocEREK CO o f(n, s, TER SERE n: 的 差分 运算 


Am Di 了 一 = fwi, tt, Eici, bi ith t Em) — 


f(m,- Ue, VET, Hd, Pipl, 7 Emh 
它 把 1 LERRA, 把 n(n>1) 元 两 数 变 为 Cn 一 1) 元 图 数 , 容易 验证 
At bi Ac b; A à; At b, (3) 
Abi ur 一 A, c (4) 


ax f(z)— f(x, 2) 界定 在 RE" E, a= Qu, a) b= (by y 
b.) TERE %w 阶 差分 运算 i 

Aspf = A b, A ba UA baf (5) 
它 是 一 个 完全 确定 的 数 。 根 据 (3) 知 将 式 (59 右 边 一 阶 荐 分 算 子 的 次 序 
TERRARIET, HRR 

Aaf + Aeaf — Anafe (6) 

如 果 有 06cm cc br = di, ty ekti), 
应 用 数学 归 灿 法 不 难 验 证 


-—- 


调度 与 积分 619 


一 Aastf = HB, br) He, be 7, O00)— oO— Hb buts On) 
+ f (s, de, Ds, os be) Tee Fb, bren Qna, Gm) m + 
HCS IDS Can Hn) (0) 

定义 2 WEER 上 的 画 数 f(e)—j(ms 2). 呀 能 务 布 画 数 ， 
如 果 满 足下 列 条 御 : 

1) ofr) oo, 2 C H* 

2) 对 任意 c b CR", axzb mz 

Asa eA Az, TSO 


3) 对 每 一 个 变 元 «x Tür A A, D 


(o0 Jii fGn, cns ias Pas Peas 155, Ba) = fs c P P Pat nns a), 
n 
定理 3 BaS 20292 BÉ. AREE 4— (2, b] 
SERE 
Bi A) nya, 612 Aab, (8) 
 EXHERECIUAGE 
k 
BIG) - 9. mA), (9) 
此 处 LE] 
k 
E= |] A, AET, na é6s9n 
FE] 


于 是 好 为 环 工 上 的 一 个 Lebesgue-Stieltjes 测度 


证 32 (P138 Hr 简写 为 HB, 并 分 段 证 明 如 下 。 
17) 识 4A:ETO=1, 2 E, A RA = óGSE T) RU BS 


i=l 


k k 
一 A= U A; 得 pCAY= 2 MENE 


820 UNE: 


E bo 2,4 A1U As 于 是 4 As LO" TRUCO P RT AO 由 一 
=(a, b, As Ce, d, A= (a, d, 此 处 有 一 个 指标 使 得 bie 而 a= 
一 和 b. — dC Eoi), Ac H Co nC) om AC 4D) HCA) RE Eo 2, 则 必 可 
FF An on d h RERA ERAAN EK B) 可 分 成 


r ECOLE), 8 Aro PDC ne (1,2, 7), H t B,CT 
(i1, 2, ---) 
于 是 利用 刚才 证 明了 的 以 及 归纳 法 可 知 命题 成 立 。 
2°) REEI, RE SEC) E ER, E HL OC (I) oo, 为 此 只 须 


a A B;CT,i i21, p j= ipo 4445,79, E; B y = p 
P T p 
T» CU 在 得 2 pA) Xe» 

| AURI AAO CT Ee cos C Coen AI A 0 


G+ 的 并 集 ,而 每 一 个 Ci BATIA RB, 根据 1) $ rao- 
2 po) > MCB), 由 分 布 两 数 的 条 件 知 KEO, 


8°) BEBE, E, C1", 1,2, 2 KD EC ACADA E- [] 


i=] 


ETOD > MEDo 


E RARA ART AEL 之 并 ， f^ E; SPERA dg 


A BIBIASRISE B; CT ZH, 对 任意 m0, BRA ED i E;, Bl 
` j=l 


he 


. mum pur 621 


- i-a Ù ne n 


¿51 j=! j=1 

又 由 定理 2 知 有 04 EDES 1, n, ON Cin 0 HA CE 1, 2.… DY; 
B (3 1,2, -4)29——28 C, ZEE, Fe EL CI ons m) e 0 
之 并 ,因此 


n (E) dC $, MEDEE MOD. 
3=1 
显然 每 个 《Or) 在 和 号 及 都 至多 出 现 一 次 ,并 SARUM X' 则 
Ea ECT XE c BUbNHME«RRmRX : ，. à 


- e» $ i (E), 


j=l 


ik Y ME; LEK, 
j-1 . 

— — 5H | | 
EA U A; U ^n U 5 

因 每 个 p(B;) 为 一 些 HODE, TEA nC SEA HE 8 p (E) 
的 定义 和 ,所 以 


i WB) = 21 KCB). 
j= 
因 对 任意 (o BIET DAAE RER AE ETRA 
序 可 得 
lim jta 二 外 Hj ua, b] lim ela, b4-h), 
i0 * . joe 


————À m T Le 


023 附 * 
AO EXE 60 E f^ AUG A, ET BE 
ATC.A;, BCA —- 8x CAL), i= l2, en 5; 
mA Bj, VE Bi Er 
BiCint Bj B1, (Bj KUCE + d. $1, 2,- 
P l æ ' 
E |] aie | J int B89, 故 由 Heine-Borel 定理 知 有 有 穷 个 IOR 
i-1 z-i ' 
MÉK 3 个 ) 使 得 
IIE Aic | int Bic. U B 
i ji j=i 


利用 定理 2 R ELARRE 


> a CAL «c Xon 


i=l 


因此 
S aA) — pes 2 nues N d Fr 5 M(B) +8 


i=1 j=l 了 一 | 


ik "y: p eG Ds 《对 任意 $0) 
j=l 
an MCEK Y uCE;) 


ELI 


4°) n( $)-0. 
HER 6 aR 9 — (o, a], ik eLp )— ula, a1 As f —0. 
Fa LA SR inm ur 为 Te 上 的 Lebesgue-Stieltjes BUE, RE 
j& 4 XE PERS BE n por e PES JL SEHR B I P: 
定理 4. iex 上 的 Lebesgue-Stieltjes HIRE, 则 必 存 在 分 布 


测度 与 积分 . LEE 


两 数 了 C(x)( 不 是 唯一 的 ) 使 得 它 按 定理 3 所 产生 的 测度 rm ts 

Hi^ RC fag 叫做 等 价 ， 如 果 它 们 产生 间 一 Lebesguo-Stiel- 
tjes BRE, BU i= piro 我 们 不 氢 对 此 加 于 计 论 ,在 一 维 Cr=1) 的 佬 候 很 
容易 验证 : AMER S, s 等 价 的 计 要 条 件 为 了 一 9 十 oe 为 常数 。 

定理 3,4 1f Lobesgue-Stieltjes 测度 的 构成 问题 ;进一步 化 简 为 分 
布 移 数 构 成 的 半 题 ,这样 就 提供 了 大量 的 实例 。 

下 而 我 们 举 出 儿 个 入 沁 而 重要 的 实例 ， 鞭 详 币 证 明 留 痊 读 者 作为 
TH, 

实例 (一 ) 

zx faCax)(E— 1, -,2)29—36, BLUR CRUEL ERG, MER 


Jo 一 f 207. TI PCeo 显 然 是 分 布丁 数 ,而 且 


k=1 


Anf = Anfi = Tres „= TToco- fica). 


RENE ma, bj= FE- fa). 


k=1 


HER (2) mos, 则 相应 的 测度 为 


n 


sa b]= [| i- 


k=l 
这 个 特殊 的 ， 也 是 一 切 测 度 中 最 基本 最 重要 的 测度 叫 微 ebpesgue 测 
BE. 根据 秀 布 西数 的 连 芒 性 知 Lebesgue 测度 [以 及 一 RARR Ai 
BK f Lebesgue-Stioltjes HEDRA FANER. 
1) lm u(x, y= pa, b]. 
yo 


一 一 一 一 - o 


624 . fit * 
2) (a, bl= (a, b) a, S T. 
3) E" 内 任意 可 数 集 的 测度 为 0。 


实例 (二 ) 
设 f(sy) 为 Heaviside jj, B 
0 0 
fcn = LL 


Ri Du gdk J= 产生 一 最 乔 单 的 测度 e ONES e TREATISE SERA 
“= A”, HEEE ACE 
9 (HA ORA) 
1 COR oca) 
类似 于 此 一 条 空间 E 内 取 分 布丁 数 
0, (<0) 
Cn 
Hii A*—A*, HEINER ACKEUR 
RS)= 集 4 所 含有 正 整 数 点 的 个 数 。 

一 般 地 和 确定 在 一 个 =- 环 中 上 的 测度 只 称 为 非 原 子 的 ,如 果 对 于 任 
意 52-0, 3 E CO f Ou (E)«2, 在 相反 情形 下 , H RAETH, 容易 
看 出 ,最 后 两 个 例 中 的 测度 都 是 原子 的 。 Lebesgue 测度 是 非 原 子 的 。 

Lebesgue il HE 1 RE TF Borelc- 环 么 上 ,而 后 者 导 源 于 Bh 中 的 开 
党 各 于 集 ， 因 此 可 以 如 想 尼 可 测 集 可 以 用 开 集 及 于 集 按 测度 求 逼 近 。 
RPE 

EH D. ggr Lebesgue-Stieltjes MIRE, WXHEH E EA” 570, 


p(A)— | 


Ee ed Be Es i pi pt Eh A 


b 1°) ECT RRI dp Ec Qu, v], 根据 定理 1 证明 中 式 (1) 得 
ua, b]o lim Ca, bM iE TER 5270 AFFE 2E, a (8/2) «c. 


2^) ECA*, E (E) «oo 的 情形 ;我 们 有 


e 


测 府 上 有 积分 625 


eC) ow = iat [S «cie: U En En EIT, n=l 2, 一 
1 l 
-intfS ABC v E. Es ET”, (n—1, 2), 
i 1 . 


EiflE=¢, (汉中 -asf 人 a Qn c LI En, 
i 1 


E, €T, (n7 1,2, ), BN B= (i)}. 
FISHER S20 wA EEF n-1,2, =, E; f) £;— PC) 


使 得 . EC g» 2 MB) pAE)+ $. 
”由 1 知 有 开 集 DEn HOCE) Fr 
nn zc | jec U =FR 
1 


KOL 2 M BC) S cQ) 4-6, 


但 (E) oo, 故 有 
B(GNE)— u(G)N u(E)-cs. 
3?) EC A", n(E) — ww 的 情形 : 因 Lelesgue-Stieltjes BEBE HEG o- 


419 iles E EA", ME) <o, E= | | En 由 o 知 有 开 集 GDE, 
] 1 


PGN E) 之 三 于 是 开 集 8= QDE mi NEC 
2 
1. 03 


626 、， Bit. E 


(GS NE), dk HONE <E, 

4?) 注意 到 空间 E^ € A", AREE E C A" RJ A"NE C A^, RU 3^ 
知 有 开 集 €,2RN E, n (GN (RS UE))«R8, dp F-—RONG, TEFC 
SETE KEN P) = MENENGE e (IN EN E< 
«8 就 完 。 


83. TAEA 

洲 在 空间 有 上 , 输 定 了 一 个 由 节 的 子 集 和 成 的 o- 环 2, 且 XEO, 
则 入 称 为 一 个 可 测 空间 ， 有 了 时 为 了 明确 想见， 我 们 用 训 届 CX, ORE 
X, 通常 马 的 元 就 称 为 可 测 集 ， 但 必须 注意 , 这 里 的 可 测 集 概念 与 1 
中 的 w+ 可 济 集 概念 有 所 不 同 。 因 在 这 里 ,9 环 Q 上 可 以 根本 不 定义 测 
度 , 因 此 它 可 以 和 测度 不 发 生 联 系 。 

如 果 f(x) BELEX ERROR +0), PAREA) 
EE LICPSULI UE] ERSETITTEEIT2 9. 26 2)5 就 
表示 出 及 的 所 有 使 ea 855 s S ELO E 

定义 d. RE fO) 是 定义 在 可 测 宏 间 (ZX, Q》 上 的 实 图 数 《可取 
4-00, 如 虹 对 一 切 有 限 数 @ (>a) 是 可 测 集 , 划 f(x) 称 为 可 测 丽 数 。 

以 后 ,如 不 作 特别 声明 ,我 们 永远 假定 可 测 画 数 是 可 以 取 o 的 。 
为 了 简短 起 见 ,下 面 在 不 致 发 生 混 浇 的 情况 下 ,将 丽 数 Jn, g(w) 写成 
f, go 

可 测 两 数 有 下 烈性 摘 ， 

x BE 了 可 测 ， 则 Ga), (<e), (fca), (f — 2, a 为 任意 有 限 
Ko (J=), (f= 一 00), (f2- — o2), (f 09), (af 0), Creo, 
(ELFKE), (a«C feb), o, b pbi A Bit, ot TUR, 

2. 8 fo TA a, b 为 实 和 常数, 则 of 十 bg 亦 可 测 。 

LE 裔 了 可 测 , 0 为 实 常数 , 则 |fi* LIS 

4. Rx Jag 可 测 , 则 六 9 可 漳 。 


IH HSUE ` 627 


— 5. EE fu n=l, 2,0, RMJ, HIj sup fu, inf fad m à fs fi Hm f, HPT 
. Toc 
i 测 。 | | 
ion 由 >= FF (>i) v«o-xs02. 
n-—l 


(fa) e XN(22) (F=) = (SANSK, =)= TTG» 
n=] 
&CF222), (P «C0, (Fa), Cf =a), Cf oo 2 RT UE HELET I 
似 方法 征明 。 
M L RER E, REBAS), GLa), G, CS 中 只 要 有 
， 一 个 对 一 切 有 限 数 & aH, REEL ARAR A BUR o T A 
”此 可 测 权 数 可 用 这 四 个 中 任意 一 个 对 一 切 有 限 数 “ 龙 可 浏 集 求 定义 。 
今后 我 们 将 随意 应 用 ,不 再 声明 。 ， 
2 首先 容易 由 定义 直接 看 由 ,者 了 可 测 ， 为 实数， BU S+a af, 
栗 呆 测 ， 共 次 证 明 GSD HTM KRESS) U (von 
QUUT 《ge 其 中 Ya 871,2, 7, pHESEALUE, 由 此 即 推 其 (f 守 9)， (f 
一 9) 亦 可 测 。 
ERFARE 了 +9 可 测 就 行 了 。 合 Bo 一 [Cf 一 oo) 几 C9= 一 9)] 
ULG= 一 00) N (g— 991, Eie XN Eo Bl Eo, B STI, 且 f+9 
在 Eo LAE, TUR B N (eg) - Ei (272-9) 可 测 。 因 此 由 
(F+ >a E NC HgS (a, 
(-kema)- Ein SASA) (e220) 
&k S +a 可 测 。 | o. 
8. Mao R BARZ PiE E 的 情形 ， 当 00-0, 


— E CH f |^) zi a^ e pa), aut 
0, as o 


828 ' Et 3K 


Mj au, arme 1 RN N eLm0 


axo 
CEDE: E E PEE 
4. WR A= (fF o»iocg«oo), 
AQ— (f 4 o9f(—oox 20), 
Ag (f — — co) fl(0«g«oo), 
A, (f —o)flC—oo«g«0), 
As (g— 4- o») (1(0« f «09), 
As (g ro) 1(— oo f «05, 
Aj (go =) [Co f «oo, 
Aj—(g —oo)[1C oo f«0. 


W o= U As Hom XN Eo, RI Eo Ei STR, He Ba ofr fene EU 


.t9Y— —9V4, 因此 E. (£97) 可 测 《 对 任意 有 限 数 e, fH 
(fg) DA Cf 97720 1U 4 U AU As U 45, ER EG feg 可 测 。 


5. th nf fecu) U (fec, 


sup f»—— inf (— fà 


lim f.— sup (i inf f fe), 
ne 


Tm Ca fr) 


n=} o0 


序 得 。 
定义 2. f) 定义 在 可 测 空 关 OX, D) 上， 如 果 只 取 有 限 个 信 a 
(i= l, 2, "5, HG) = ES= 1, n)a ME, H HEJ, Wi] fii 


Turne n mon eura ur Irt t au Pa aaa a Per s, Pe aae P P P^, gm T P ae m rm ra a n 


E 


WEBES l 829 


一 个 单 务 数 的 例子 。 于 是 凡 蛙 柄 数 都 可 帮 成 acr OMER H 
, #=1 
As 5 二 1, 多 … 入 是 互 不 相交 的 可 测 集 ,U 4: 一。 
由 定义 可 知 , 单 而 数 必 是 可 测 西 数 。 
定理 1 iR C) TARAM O A— DP 


[ERR AL ED: 3: 
证 : (FERE 


n, (F). 

容易 验证 这 样 的 fxCw) (= 1, 2. …) 满 足 定理 要 求 。 
CERERI HAURIRE TCR. 

限 。 
在 许多 书 上 ,这 个 条 件 蔽 当 作 可 测 曾 数 的 定义 。 
E Rt: 由 单 夯 数 必 可 测 及 可 测 商 数 的 性 贸 所 即 得 。 
必要 性 ， 取 责 数 序列 : 


uw (5i) (i= —n2' 1, c, n2") 
Tue 一 


= 
n, 22» 
i-a (f«m. 
WI f. EMER, B Hm fi) m fG0, FERRE 
Bi £C) 吓 做 在 宏 间 下 的 可 测 子 集 刀 上 可 测 , 如 果 对 任意 有 限 数 
a, (F«a)s CE (这 表示 由 一 切 使 f(x)>a [E poe a RURA) 
是 可 济 集 。 因 此 车 了 可 测 , 则 它 也 在 一 切 可 淹 集 上 可 测 。. ELS Rp RR 
数 的 一 切 性 贸 与 定理 对 于 在 可 测 集 马上 的 可 测 西 数 也 成 立 。 
84 CX, DEAT MAR, d TE o ROA EELEEG UA, THE ons RU 


gan a $ 
称 为 测度 空间 ， ERTA, 0, n, Biin CX, Q^) 就 是 一 个 测度 空 沿 


的 例子 。 
设 (X, Q, pE Bl E ZRTE] , JRUR OE —2ÓER E XE, EC OD, gu (E) — 


=0, FX, HRE RAER. PERI 了 与 了 EOHGBZSBUITEX E 


除了 一 个 替 测 度 集合 以 站 了 =g。 有 又 如 了 叫做 歼 通 可 测 就 表示 4 BE 
BCE)—0, 使 了 在 AINE E RT SOUS ACE YEXE— ATA o, E f 
与 8 FETHS 

如 果 fudBnEzICX,O") 上 的 可 油画 数 ， 则 oi e STURIER 
数 。 

我 个 可 以 证 明 下 面 的 事实 ,如果 了 是 后 可 测 醒 数 , 则 存在 测度 空间 
(X, f$, e) 上 的 一 个 可 油画 数 g, 使 了 与 9 Fin. REN (o 
Dr =E EO PEP rw n—1,2,-5, 是 有 理 数 全 体 ; 因此 由 中 1 定理 
10, K, 2 PU Ns, FoC OQ, NA EDN, 5(4, 50,»—1,28,-, 肥 4= 


- U A. gij U (Pe H &(A)—0, AERA 


0,  s€A, 
ee) "to. z EXN, 

AT (g>r) n=1, 2,70, 是 可 淹 集 , 且 任意 有 限 数 a E IRIURE 
数 序列 的 极限 ， 因 此 9 ETAS HER 5h. A ARREA 88 RT 
亚 数 。 反 之 , 列 通 可 测 画 数 必 是 上 可 测 画 数 。 借 助 这 一 点 ,我 们 可 以 断 
首 关 于 可 测 画 数 的 一 切 性 袖 和 定理 可 以 搬 到 久 可 测 画 数 上 去 而 得 到 相 
EMER EM, 

FIBI SEREHH Bj Ii 29 HR EET EE RR 

E 3. (Eropon) gbbogc-3.O LERNE, E CQ, 1E) o0, 


4 fe n-12,-, 29E JEUNE OTHER, fox fT E 于 是 


D VERRE 4 rs E PELA Sr RR IL 


人 


TES SUA, EATR ECO, S (EN ES) — 0, 而 f, Ts v 


— À 


inm gr B31 


在 E, EEF, E eof du 


w 


Pg= U (I) OESE € E(n, m 1,2, -:), 


于 是 BE (n, m=], 2, Uu). 
in| fuf 于 PS 所 以 


Ac lim Et == U (921, 2 


n= 


因此 Jim pCESN ES) = 0, 
Te 


于 是 对 任意 m, H rO), 使 得 
BON ET S )«e/2", 


4 o A=B AC A Eim), 


于 是 当 2&《4 时 必 有 ss& 村 (对 任意 m, PAR), BDXHIE m FH, 
m EERI Mm), ER CON 时 有 


Ifi (z)— foL, 
他 Jef —4T 4, 355—7, i8, 
EN A (ENEOU Ù (EN Eto), 


MENDEN E+ Ý ONES) e 


"mj 
ZES. | 
在 欧元 里 得 空间 型 的 Lebesque-Stieltjes 调度 的 特例 下 , Eropos 
定理 畏 合 了 可 测 画 数 的 单 丙 数 逼近 定理 ， 还 可 引出 连 精 丽 数 的 下 近 定 
理 。 | 
E d.(JIysun) ge Mj H* i^; Borel og- 环 全 上 的 一 个 工 ebeague- 


632 ud $ ooon 
Stieltjes 测度 , EC A, f(a) 为 召 上 的 有 穷 可 测 画 数 ,于 是 对 任意 66 
FEE FOE, 使 得 LCN 了 < 之 s, ti f(z) ERARE ERAN. 

Tk BADR SAAT 为 sg 
1° EfODE LBSEGUK, TE E Ü z, E: NE; =0, iE, E € 
CA, SEE LYR S SERIES An HE PaE, i= 2, 


LX RT < 了 ,显然 有 F:N F;=0, £j 了 在 五 = L] F: 


i 二 1 


LARET S CEN CF Ss 
2? i m(E)«oo, WREEF 2 知 有 和 穷 音 画 数 序列 ff E 
由 Eropos 定理 知 ; FoccE, B COPS JA) ii PB] 一致 于 Fes W 
$$ 22:BRo, Hi Eo 2ypHfe, d Y? 知 对 每 个 单 画 数 了 TR Fn, 


使 MANE 5 5 r T fa ZE Pa ERO HER P N P UEN 


n=l 
| U ENF) b MENFE S os HEP L 


dS Ro [4 JEF Lf. 

3? Sk p(E)= oo, fp R" Eftio6 S REOS t ARR S5 t= 1, 
2, E S4) 2x 18 sTEE= UE, E= En (SONS La, Ei n E;=0, I-A 
显然 了 在 如 上 可 测 ， 而 e(ED-oo, in 2° £3p] fi Fach, PCEN 


NIOK TEF EER 4 F= IE ups MEN 
¿=I i=1 


MEOS. THERIEF 20H fe, m f ET P. 

BR 了 (w) RR ARR, RD =g) ia JERTIM ERG, 
如 果 gCw) 和 f(z] teo Sc EEE A 

SL AR, BERGER A KATET MRAR ER, DART T M 


o 


调度 与 积分 | 933 


Dr po 


84. 积分 


在 这 一 池 里 , REAR EAEAN, 2, e) 上 建立 一 般 可 测 

BiBCHSEAZRERHR. REV H MEUS IS ORTAZ RET. 
I， 非 负 单 更 数 的 积分 。 

EL B o= $ azale) U—ÓdETORWUM, J) 在 空间 
i=l 

X CURARE due Y Cd» CIS AETS SB LERT (2) 的 积 


22. REO) 


jJ fe $ asc). 


i=l 


x [Oso I) TRS, 
x 


显然 ， 按 照 这 样 的 定义 ， 任 意 单 画 数 的 积分 一 定 存在 ， 剩 下 还 要 
证 明 它 是 唯一 确定 的 。 事 实 上 ,和 如 fa) 有 另 一 表达 式 为 fon 
-5 bra (E) WE AU, ambn Brig 


j=i 
TJ 


9 ssta- S S aM A HB) e 


i=l i-1 12 


= b b bis CAI B) — i but Be), | 


$-l13g-—1 


AREN GERE USHCIUBUDRME o, 
对 AEO, NIRE IG) Y exu 在 集合 4 上 的 积分， 部 作 


=] 


634 Lit) ES 


$ OI. 
A 


V dus Y ancaináyo § roox co an. 
A $=1 X 


以 后 在 不 发 生 混乱 的 情况 下 ， IO az 简写 为 Vs orcoauimm 
Xx . E ` 
为 人 了 等 
; 
定理 1 EBLEUBDEUBUZMRUH TIRAHA: 
1) 8t f, e 为 非 负 单 画 数 ，, 则 
co Coco $e Va rimo 
œ) rel reiranseo 
ABE A E . 
œ) § cf=0 (roo. 
2) (a) Jz220— § r2; 
(OO fm (mts 
(9) s= ii ro V o. 
8) (8) JTRS 可 积 一 1 RIBUS 
OE Hf Ic, 而 9 TRI f 可 积 ; 
(e) f,9 可 积 一 > 了 +9 可 积 。 
E 1) | Gie X Geehoscenao- 
53 i 
- Y a(d BD+ > bal ANB) 


$, 3 ij 


- > aA) + * bp (Bi) = f fe. 
i j 


* 
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1) Ch): . 人 六 | fox f fxat f f= 


AEB 
= reti. 
A B 


1)(o), D), 2)(o) 由 积分 的 定义 直接 推出 ， 
(09) (bx 4 fog, dk I0, FUB DGa) 和 25(a) 即 得 。3)Ca) 
HU BI P BECKJHRE, APRILKE. 3) (b) 由 2) CDU 
f. 3)(0 8 (DB ks EBEE 
I. JEU ERR 
ELI Sf AEAT MRS, H 8 3 定理 L fede R JE 
提单 西数 序列 fo hof, 了 的 积分 界定 为 _ 


$= Him V 7. 


us 139 V foo. V foie dcm stets RR HR 
jm 


样 定义 ， 任 意 非 负 可 测 西 数 的 税 分 是 存在 的 。 为 了 使 我 倍 的 定义 有 总 
义 ,还 须 证 明 | I avis PESE E PT FOROR TORRE f 
MD, gn 个 f JE A IERUIRIEIRER TEL Rm. Jm tim fus 
这 个 命题 又 可 化 简 为 如 下 的 。 

引 理 1. Ep Oxo lf, Hm fees, fa v 2udb PUN GG, RU 


Jim f f.m f fo 


3e Eo KUR. EEG CLRIERR RIRHE GE MER p, lim | f> 


>f sm fem $ed Apoti lim f f= 


= lim f gus 
fJ ` 


836 Eit E 

现在 我 们 来 证 明 上 述 引 理 , 首 先 假 定 : n (X «oo, max g(z)— M 
«2o» min g(z)-—mro-0, {Ej 8: ocem, 4 d= fage) B 
fa? lim fime, dk 4X, 

fies 


Veo inm -> YAN) ed), 
As As 


先 全 myco, REB eo, 即 得 lim fno 9。 


下 本 我 们 米 解 胺 帅 才 所 作 的 那些 假定 。 
1) 证 pCX) - oo, Hi 


1 Jem 1 fi f (m — 8) 2 (m—E)u[ A0 (n—os5., 
二 A, 


所 以 LANI, 


n Do 
2) Bb maxg(s)— M —co, ^fi Ag = o)>0， 因 在 相反 情形 
下 ;由 定理 12)Co) 朗 化 为 靳 过 的 情形 。 今 
_ JI) zE {e|} 
rs »={ oo Geon, 
于 是 由 前 而 证 过 的 情形 得 ，Jim (lnc f greo) 
Md (g« oe 


对 一 切 e>0 成 立 。 命 e-> oo BA lim È foe f g, 
p-a 
3) 设 min g(w) 一 m0， 显 然 有 
im fim f Pm f = fo. 


(g205 ‘og> 0 
BREE. 
此 ， 人 了 是 唯一 确定 的 。 
定理 1， 对 坊 非 负 可 测 下 数 的 县 分 亦 有 定理 1 所 列 各 人 性急 。 


P teens he ea^ Pun un P ree er Sr Si S eere rr 


-— 


! MESES LM 
E DO: BE enn BE fetait 但 C9) 一 


= (na as nme d oro fre s. 
HESE, Ho ERU AREE, REHA 自 补 之 。 
UI， 一 般 可 测 醉 数 的 积分 。 
定义 1 BOTHA 
m | f, sE) 
0, 2C (f«c0), 
-| —f, s€(f«zo) 
0, E>) 
TENI 都 是 非 负 可 测 画 数 , 且 F-47110 9G 


人 = 人 -人 como 看 作 没有 意义 》。 
EBA rs 六 中 至 少 有 一 个 有 穷 , 则 人 了 存在 。 
显然 ， 了 可 积 e rs 人 此 为 有 为 。 由 于 1, 六 由 了 唯一 
确定 。 央 此 人 了 是 唯一 确定 的 。 车 了 娩 肖 确定 , HAT KEET 
WER o, ME Fo Pe E Vo pte, MU / 的 积分 仍 有 意义 ， 定 义 为 
1 f= i ge 
定理 1%、 对 于 一 般 可 测 西 数 的 积分 亦 具 有 定理 工 所 列 各 性 质 ( 在 


1X) He eco). | 
mg 1)(2) 必 须 假定 /9 与 和 f+ Vo 都 存在 - 若 Vo Cr 


= È Oen oio, 则 DGa) 显 然 成 立 。 因 此 扰 妨 假定 其 中 一 个 积分 


有 穷 ,如 È 9 有 穷 , TE CM TE CL MPEEPETUN 
在 可 能 不 袍 定 处 ， 即 (9= doo) E do 9 一 0( 不 影响 积分 的 值 ), 然 后 把 


6 
分 为 太 个 集合 : 不 一 | ] 4« 使 在 每 个 集合 上 也 9 了 +9 都 不 变 号 ， 
ici 


Eli 
A= (J0 N 0), ASUN a0), 
A= (JEON LON C+ 90), 
d= FDO (a0 Cf 9 g05, 
As= (P0) flCgz200 0C 9270), 
—-(f«o)niszeo»nC 9-0). 
在 每 个 A: 上 可 如 性 成 立 。 如 在 4a 利用 定理 YF, 


Js= foros ye 9)= foto- fs. 
As 


A. 


V ommno | oeo- 4j 9。 将 所 得 六 个 等 式 相 加 ， 利 
EP Aa 


EF 
用 定理 1 ARGRARMEXBERI)Q. dB Jefe QUIT REI RE OUR 
BT. 
ELT ERR BC RUE C. 
定理 2 (MAKKE HOSA ju rut r 


m dummy 和 个 ,由 $3 定理 1 ETERA ME AR 
序列 fou PC e 00), 4 
g,-—max fa, 
i m 
gk ur HAHA. E neck, 
fa ae fs, f fa< f gus fa. 
4 k>, 得 


flum gezf, irt lim gs lm f Fr 
kow kB-—o ^^ ke 


im 54i B39 
一 Bb noce, 得 
J< im gj, lim V fo È im g< iim f fi 

Ey om n— k- en kæ 


ik lim pof, Jim § f= Vr. mE 


kw 


31. #0, 则 人 $j- 5 fs. 


n=l n= i 


证 内 
ox. > fx Sf 
天 一 上 让 二 I 
放 由 定理 2 及 积分 的 可 加 性 序 得 。 
* 2. ELHEL V iriooeíoooo. 
EI 
uod 


-一 (f£, Gf] 
ny (fimm) — 


TAVIT UL, Boss 2, V flt Viris eit eo 3 no 使 
Vr lbs X AGO « SELL. 


fune fuse fano-imsosze s 
A EI E 


Ic ÉD XE SIEBS- 
ER 3. (Fatou) RA p DELHI 
- nske | dim fadi " Y 
^ fiim im fa a) 


840 nr 5 


Jexg—— lm IE lim fu. (2) 
n- o0 nym . 
RERS TS RALEA, Perf Fil RU V nos rr 
dE RAPO, A= inf fe, d go lim fu fago HEM 2, 
kin now C ` 
dm fli a= d lim fu 
Jim tim Foe fim 


在 一 般 情 况 下 , 只 要 考虑 f.— 50, MAU LEB 9 — 12270, 由 (1) 


(3). 
定义 2. fa ARNE LAT f. SB LE >f, MEHER E>, 
都 有 


uC Lf —film8)30(n—oc). 
LEE 271-374 € EIL E Saoj, 则 一 定 存 在 Sa 的 一 个 子 序 
zu Je P838 c l 


BR fof RU 1 fd f. 
o Wir nie Furor ana (roris 全 
qe Mf — fils 故 gx<29 Phi. 因此 交 题 化 为 征明 车 4 可 积 ,0<<9x< 


«;9, 日 9,0 殖 通 或 9.0, RII f $40. $F 9,00 551. HE 定理 3 


Q8 人 ooo, dit eo 于 是 存在 o 的 子 序列 ga E fon im 


V ono 虽然, gw 一 0, 故 可 找到 gm 的 一 个 子 序列 0 Rel. 因此 


ma 541 


- mm 故 lim üm f 名 二 0 用 同样 方法 可 让 V f m=0 于 是 lim 


n= co 


f ga=0s Eo 


it I 在 上 面 证 明 的 定理 中 ， 参 数 wyroo 可 代 以 套数 ia f, 
p €T, T R(RU 二 co 内 的 任意 集合 ,而 仍然 成 立 。 这 是 建立 在 下 面 的 
事实 上 : 


lim a;=a 4 dim et 一 4 (a, a 均 是 数 )。 
fM, DE, 
T GSCT 任意 


册 此 可 得 下 列 烙 果 : 
(A) Bto AR, IH ficis) t CT. 


fi) fe GO t€ T), B f ron fao). 
CB) 车 416 FPC qe app, IOT, O2 I8OD < 


NE (4 fro), =f (4m) . 


EE hOM | 
(0) dg EU ee cic 存在 ,对 ! MEM B gz) 可 积 ， 


Me eaten ii 


ehe) Ls | fa) OLILE. 


TE F Lagrango 公式 , fC) —fo(2) «(1 (tE T 
"vk cS ZI, Mol COR CO), 

(D) fefe, E] — eost Hoo yit, fi GE! REEL d SER 
|f) KA) MIHE 1 La, 61, 有 


a 


642 u Bi a 
f fro) = ( TET a) 
X g 


UA. RUEXISCRHITRUCHIHUR S, 且 AGO RB V Ubi dtechta, 


Hij 
f (Sro) a- fG roa), 2 
-æ X X -= 


”其 由 对 二 的 积分 都 是 Riomenn 意义 下 的 积分 。 
证 “利用 (C) 将 (1) 式 二 边 微 商 得 恒等式 , 且 当 tma (ORA 
都 为 0, 故 (1) 成 立 。 再 利用 (A) 部 得 (2)。 
IT， 尘 考虑 的 测 订 空间 为 (R A^), KA Lebesgue-Stieltjes 测 
JE, RIR J TL i Lehesguo-Stieltjos $14, ITEE | rar, 
其 中 下 是 关 十 到 的 分 布 画 数 。 


$ 5. 测度 积 


fX Y EL XxY x4 XxY-(eymcX y EY 了 }。 容易 
EARRA PAUPERI: 

1. AxB-5djc——A-—d( m B-d, 
以 下 恒 假 定 所 有 的 积 均 非 空 集 。 

2. A x BCA, x Bo A CAS BC Bo. 

8. Aix B — dox Bi, — A, B: = Ba, 

4. (Ax BO Cox Bj) = CAS D] AO x CBN Ba). 

8. (Aix By NC Ax BY =L AA) x CONES) AU ANA) x 
xB], . 

引 理 Y. RO O, 425 XY 上 的 环 ， 命 Dex 0, 为 由 -- 切 A4xB 
(4 € Qr BC OD BIB py AIRI He rn AERE, AU CQ» x D)" 种 为 


m 


Li 
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由 一 切 不 相交 第 形 的 有 究 间 所 租 成 的 集 族 。 

证 1) #4, D XXE, 由 4, ATL B 2OXETE , 由 5, ANB ARER 
IÁBÜIPBBTEAUPMOTUGHIAUGCPEUE, BRA Du 为 由 一 切 
不 相交 第 形 的 有 穷 井 所 组 成 的 集 族 ， RI AB, ANB, AUB € Cs. 


2) 8E, FC ON, d E— Ù E, F= y F; Ei(i1,2, n) 
i-i j=1 | 
为 不 相交 矩形 ,FJCj 一 1 2,…, mAT DERE à inr. U 


i=l. 


Ú ineo, me-U Ü aaro mm snreo nre 
j= i=ï . 
Ea jS BU P € t 4 ume EE 
在 0- 环 (QsxQy)" 上 县 满 足 条 件 
A E Qa, B € Oy =u Ax B) a A) B) œ) 

ERE Roo | 

证 NbeghOREE—AGRUE ARFPECORUBUES D 429 (OX Q7 上 
的 9- 有 穷 测 度 。 因 | 


x= L] As HALo, t=1, 2 
i=] . 


Y = U B; Hy BD) oo, j= l, 2, TU. 
j-1 i 
| U« Aix Bj), & (Ax By) = pal AO (B5) o0, 
Jl ， 


XE 

网 

x 

T 
VC a 


844 Hy * 


p 
2) ECCO x Quy, 由 引 理 1 再 = |] Cx B2. Ax Bu n= 


n=l 


—1,2,:5, 9, HEABEL ABS, dit 


p P i 
MEY = > pCAn x Ba) 一 > Ba As y (Ba). 


n—l n=l 

1), 2) RT oH ZR RURE e ERCO x QUY EUR ALME E T 
-的 , 因此 由 1 定理 6 知 , 此 在 拓展 5 环 ((Dsx 0,)0* = (xy E: 
的 值 也 是 唯一 确定 的 。 定 理 证 蛙 : 

引 理 2. gne uy 分 别 为 0- 环 Dr Dy 上 的 0 有 穷 测度 , EC (Or x 
xOy)", HDSHES 2€ X, Erc {y1(%, y) CE) 《Dy, 4EB Ba i CERO 
(QR s IER OO D Qz 可 测 。 

证 i$ BCO4u,D)o 合 c— 

P,-(Xx By x OQ) SQQX x By (Os x yr — 

= (a X (B NOY = (GCh x (ENAID, 

由 引 理 A Cx (BENRO 是 由 ax ENAR EEA 
BEHER Ma 为 Pa PRH WAE IET RR RARR o 

D fx (Bno)ocym,. : 

HP ECO«(BDO, d E-A x As A EO, As € BN Oy, 

d, (weE Al) 

m-ig egay Kr Em 
Hyl E) = y CAS) a (n) tas C6) Ae 41 ZREO Q RES EE 
EMs 

2) (Qx CBN QI Y C9. 


BEEE (xN), E= [] 5 
k=i 


era- 


浏 度 与 积分 645 


" 


Es € (Qsx (B 09, ko, 2, n Ef Ej mde im. 由于 本 = |] 


El 
Ei, H(t) 一 Y BE £1) 及 可 测 集 , eTHIESERUPER, (EC 
k=i - 
E Mao 
3) 9, 2 END: E E € Pis, i=], 2, 5, E ECE as =l, 2ye . 


则 Em E; = LJ E. 
* £—1 


(lim £,)"— lim Bs, ] (1) 
ny Cim Ey) — lim uw, (E). (2) 


H e GTA EA, lim E: E Mao E EDE 由 于 jy 


(Das (9o, lim Eo. | Bi KOD, (D0, tni lim mc 


i=l 
€ Ms, A, p3 E p 3 
H $13ESP 3, Pp 二 so 
4) 因 iiy 28 c0 427, ikd Bi €0,, i=], Z, +, uy (Bi) eo, B:N 


NB = p ihj Ye |] Bi EEan |j een 


FEST i=1 


nE;—6, EE P eio 2 Br= |] En h rr ca, — 


izl 


i-1 


E*€O,, HEINE] d n (E) — Y uU). BI poy CET) Oa 


640 M * 
可 测 一 > y(t 如) 为 人 Do 可 测 。 引 理 证 党 。 
定理 2. HE pon poy 分 别 为 c IRO, O, bA a AAA 4E 


EL IE a RP bp RR Are ra REB: RC AA 4X PA 


h x Or 上 界定 两 数 : 


u(E)= | (Br)dps, 


RU 42900. x Ds” 上 的 测度 ， BE, RAAE. BOO Wie. Wi: uCAxB)— 
Te AYB), 

HE b(EJ=0, a($)=0 I2 i FR, 0^ 的 可 数 加 性 由 wy 的 可 数 加 
性 与 积分 的 可 数 加 性 而 得 ， 因 此 点 是 CQ x Dy)" 上 的 测度 ， 且 当 AC 


€0. BCO,IN, pAXB)— f ng aipa = nOD D, SERE 
X 


TEN | 
由 定理 1 知 ， 这 样 定义 的 测度 就 是 在 (Qsx O07. 上 满足 miC4x 
x B) n. (A) uy (B)CA € Ds B € fy) 条 件 的 唯一 测度 不妨 表 示 为 e= 
7 aX jo。 叉 从 对 称 性 ,显然 p21)dpy geo (Os x y)" 上 满足 上 
Y 


条 件 的 测度 , 故 有 


(Qni iy) D) m È uE ipa V asma, 
X Y 


BEEN X Y, (Raxy), pex py) BUREE CX, Qu, pa) 和 
CY, 05, Py Z RS 
定理 3. (Fubieb) HCX, Qs pa) 和 CF, Oy, iy) 是 二 个 oc 36022080 
3-35 UN 
1) (ta x uy XE) = — 0p (E) = Ole ET K) hue (E) —0 
(y ET Y). 
2) fia, YA (04 x Qy)* 可 测 一 > 
TEER EH 2€ X. Q9 f( y) 为 O, TRER: 对 任意 固定 


测 座 与 各 分 


er 


kl 


23) Fe 2SdER TBI V IC, v) des 2 Ov TR 
X 

V Guide, 为 0» 可 测 两 数 :县 

Y 


$f aCpa x 0) = j^j f(%, duy 


XxY 
=È duy i fCo, ydp. 
Y X 


4) f(o y) CX XY, (Os x QUY, uox uy) ER] EUR RII 37 的 


M LIU iar ur e n t P m eri PP rm nue i P e P m P PUPILS PR PPP e PUPPI. Pt Ph IP Pn Pm I 


Mn ird D HUE qAER EC, AY TE de TP Eis CUR Fur am Pens FP P a PI Pat P 


EER e, FC, AT, ros, os -— | 
征 DUREE, RPA REA AGAR IUS ERO SLT. 
1) Bx) Qo f udne ARAWE STIL Ho 
一 X | 
2) AGUD) = Qo, 的 > 
f*() 为 Qv 可 测 。 | 
3) Bt f( y aC A C 5x Oj)*, 3) RRE 2 推出 ， 
因此 当 PCs, ARERI, 3) 成 立 , 当 fs, DAAT i 81 


定理 1, CEJ RR SUUS CHE T ISI RR , 由 单调 收敛 定理 ($4 定理 
2), 知 DRE- 


4) Fe DTR FG y) o PG 1) £7 G 1, 对 PH D, 
V orto ap x p= V du (fh d= 
X Y 


有 xP 


， 故 由 引 理 2 知 ， 对 任意 CI, 


ML ELO 
Y 


Xx 
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Á fiiis È fes yap SERE BEREA 2 DEED 4). EIER 
X Y 


86. 一 般 可 加 图 数 与 不 定 积分 
在 这 一 节 里 我 们 将 计 论 确定 在 仿 空 间 的 = 环 口上 的 一 般 可 加 
Bi. 
定义 1. Hiutipo in O LARE oui c 或 有 限 可 加 ,车 对 口 的 
任意 可 数 或 有 限 多 个 不 相交 的 集合 4。 有 


"(Ue Zee. 


25 Y BHACRHORER, RHEE? EIU i LPEN 
不 能 同时 取 到 + oo 与 一 co ,以 后 我 俩 永远 假定 9 不 取 一 co。 

DET T SE RP T 

i. €($)-0, 


e(L] a) |«ee, A; N41= $, ii => E 


ncÉzl 


2. p—oc LEE 


数 eCAORUSIECRE 


nazil 
3. 9 可 加 (Co 或 有 限 )。 
pADR R, AS B-— pl By go, | 
EERE ez»0, HU A248 (AY (8), ATH e( | ] 4.) 


«o4. 


证 1. 由 假定 ,存在 B, (B) oo, 


满座 与 积分 649 — 


e(B)-g( Bo $)—po(B)d-e( $ =pl 0)-0. 


2. iE . 
| atu [A5 PANS a [0,9 ( 4020, 
. P, pA <O, "o UAn o( 4,90. 
"(U A)- "(U At) (U az), 
*( U ajj- Sean, GD 
n1 "-i 
al y s-e (43) "E 


* 
ll 

nn 
E 
1 
m" 


RREO) Co) Eie, di 5 PC An MERT clic 


"lI 


3. di e(4) - CB) CAN BUD RUR. of U«)- MATAN C 


ADU J= eA) PA NA) em oC 


定义 2， 集 画 数 ?二 做 在 4 A RIDES, OEE 474, BE 
lim pA apla) o mitte 4 M ETE, EEE Aud, Hm. 
K eA) coo, 都 有 Hm P eC, ER P FE A A TER A 
AE RPE 4 连续 。 如 果 ? 对 任意 ACO M LRR, E? 
在 9 上 从 上 面 速 续 。 则 桩 可 定义 9 在 D_ LATER, 9 在 Luk 
S 

定理 1. BPEL Lo "D, BüedcO LOHNT DE 
LATE ESL, AEE AR BE 0M CR pk, HU pa 
Jn. 
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证 ”定理 前 站 部 证 骨 与 $ 1cbapBIUBEPERUM SER. £XHUT 
再 重复 -， 毅 ”有限 可 加 ,从 下 面 违 精 , 则 


-人 


-1 


- Aim » pA) = b 944), 


n-—1 


ünle25oupam. 4 vH EXIT GB, 


9 (y A) p" pit e( UM 


当 nooo, RAUR ITI OO. dk e 290 "D. ERG 


定理 2. ipe 是 口上 的 可 加 画 数 , 则 可 找到 C, DEO, i o(C) - 


msup,eCD)- inf p. KUPER -ExS Sl B B A. E Ri MES 
E AKRO: PIR eoo, 否则 34€0, 9(4) co, Rer C— 
=A MARR. APRA- lit 9 122. 


JA EO (uc 1,2, ) fi im e(4) ope, & Ac [] An 


n=l 


FHA n, 可 把 4 划分 为 2^ 个 互 不 相交 的 集合 Ans (m 1, 2, 7, 2, 


An eT (] hiis eh Aia On svn. 
k=l 

显然, 24 In 时 ， 每 个 dvn 是 有 限 个 Ar AE A Qu 是 所 有 那些 

使 p(4un)>>z0 的 集合 Aue 的 并 集 , URAA, TOLL. AFA 

是 某 些 Ann ME HA nnn IE, mi 不 是 包含 在 Cu 内 就 与 04 相交 ， 

内 此 有 C 


PLAP CLPL U Cua U -: UC» ), 


"- 


测度 与 积分 651 


4 woo, DR P GER i A Ur 中, 取 0= lim 
oe 


[os neo, ERESI P toii EREE, Tim eC An) co CO, 


kan 
BJ sup pc (0) — e(0) sup PF。 用 同样 方法 可 证 如 的 存在 性 。 

由 定理 2 知 ,在 Q 上 的 o 可 加 画 数 ?如 果 不 取 %%， 则 ?是 有 界 的 。 

下 面 我 们 要 新 明 , 集 画 数 是 包含 下 的 = 环 吕 上 的 可 加 画 数 的 
充 要 条 件 是 可 表 为 二 个 测度 之 差 ， 其 中 至 少 一 个 是 有 限 的 。 这 里 充 
分 性 是 显然 的 ,因此 只 需 证 明 必 要 性 。 我 俩 设 

91(A) 一 sup p( B), pd)=— inf p(B), 
Bez A Bc-A 


4, 8C OQ, AF 9( 9) —0, 8X pn es BAWERA. TAR ERA 
R TX A E, 

定理 3, (Habn HAER RPAN LÉI TIH g, ID E 
人 2 EHEER AC O, A CA) — CAD D), —9,(4) — 9C AT] 
D D), 9, Pe EUSEB. 9s FP, P= pi pao 

dr 由 定理 2, IDEN, ; f£ e(D) int 9, H 9 关 一 上 四， 所 以 一 只 


«ecD) =inf P0, EF 929(D), AIEE AEO 有 pRa, 


PANINDI OAR CAD D)>0, BIeCDN AQ D) e (D) ~g(4 
(12)«9(D), t PANIN D))«0, RE eCDU AR END) -e(D) 
+e4nCENND))<<g(D) 都 会 得 到 矛盾 。 从 而 对 任意 BEA, A, BEO, 
有 
PDL ON DYKEN END))+ 
HECANBD D OCND)) =KANND)), 
ik PADLE EN DB ANAND) c, K eCA COND) 
«i, d pa(4)=9C40CKND))。 用 类 似 方法 可 证 一 wsC4)= 
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-9(AD DERI ppl N PD)—9GB(Q D)Te((ANB)nDO)-9(A = 
NDJ - e(4—e04nOX ND) + EAND) S pA Ad), 

p 是 测度 , 因 p20, p )=0, H i 


| "(L4 =e «(U [Lf can a»)- Y eno 2» 
n=] 


= Xe ^ 


FIRE o. 也 是 测度 ,日 由 于 一 p(D)<oo. 故 ps AIER , 
Bb OX, O, 6) JEKGEPTBUETEM. SATHEK | <o, di 


V res. o. 
&X 3. A= V rac o LAFEN I URERA. 
A . 


因 | freto 故 9(4) 是 唯一 确定 的 。 
A 


不 定 积分 有 下 列 简单 性 质 : 
1. WA)=0= | f=g(4)=0. 
pale 


xx A Pi Ben P n3 o SES EE PES 
2. 9 Æe t jh 
3. 了 可 积 一 8. 有 限 。 
| TEBRA, p-o H2—e—cd2. 
生 1. 不 竺 证。 
2. 分 别 对 P^ RITE SERMO SEE FRED R3. 序 得 。 
8. 第 一 部 分 显然 ， 现 证 第 二 部 务 。34 CO(n-1,2.-). aCA) 


<o, X= T An, 故 | - 


. nz] 


-—— 


iiir GU . 658 


6-5 > f[ 其 中 Be (nct ome 11, oe 


m=— æ n=l Anf E 


下 面 要 指出 ,这 三 个 性 摘 完 全 列 划 了 不 定 积分 。 

先 引进 一 个 概念 : 集合 而 数 os. MEEA XByo SR DO E, 如 果 存 在 
集合 六 ,ACID 一 0 使 

gn CXCNUN)) -0, 4 EN, 

Hi p. 叫做 世 奇 异 的 。 

定理 4. (Lebesgue 分 解 定 理 》 BNE po DE eur 
Q ke AA, 期 8 二 gr 十 Ps 其 中 2 是 某 个 有 限 可 型 两 数 了 的 不 定 积 
ZU FEE). 所 以 ge otro vp tk tj e Soo E IP gs E 
ALBI c 可 加 两 数 。 BEER MEN RA 


XIPHS mt 92 (I assum mm). 

(dk D 由 于 1 与 9 的 9 有 穷 性 及 Hahn 分 解 定理 ， 不 影响 一 般 
M, qb od e REDNIE MEPER: p= 十 9 一 多 ,二 
Pe Rl Po. P. 是 此 奇异 的 ， 而 9.— o. dE ER, Ak mw, 一 
—9,—9,—9,—0, Kk eso Ps gs= 殉 ,而 如 果 o ERE RIS, 
EARMA FAREREI 

2) Bb o EA IEA TRE S UREA JU si f I< 


sp) 4€ OQ, DEE, N feo Cb, 3(f.) co, fi 
| [rom (reato 0o. 
ES Gr = b. fu 所 以 Ogn 7g —&up fra. Ar 


A. — (v gae y= fe)}, 
B= Ai, B,-QXNMAQAMnes n CEN aan Ar, 
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Br: LJ B= U A=, RHE ACO, 


k=i k=1 
Ve 2 ie fi 
FAM 


E PCAN By) - 9A), 
但 noo, 由 时务 收 优 定 理 得 
1 gea), í g —a, lk g €. 
A 


^ e f oooococe, TIERE os HAR 
E 


3) 4 pn 一 8; 一 二 ik p EAZ o 可 加 丙 数 ， 由 Hahn 分 解 定 
吾 ，3D, RR PANDALO PANINDA) ACO LER, & 
D= U Du,(X\D)= U (IND) BWOHMEH ACO 与 每 个 % 有 
n=] n=1 f 
oce Al Dcos ADD) MAND), Anoo, 因由 是 有 界 的 ， 
ik eXADD)—0, e() — 9A (XND)), BSUEFUESE (XND)= 
=0 由 于 
9.4) 294) - eX AD (INDIKA — PAN CIND»), 


得 (ox oo s )- 9. (A)4- 
A 


FEBOD ODD) = p AN GOND))ce (4, 
所 以 BEND.) 0, 不然 会 发 生 了 矛盾， 从 而 p(XND)=0， 最 后 由 
‘pe 的 唯一 性 知 9 是 殉 逼 唯一 确定 的 。 证 时 。 
在 特 原 情 况 下 ,得 到 下 面 的 


* 


-- 


ine sme e5t 
定理 5. (Badon-Nikodym) RAME 25 tjc 可 m es 3k PEE 


B 
m tear PP P rm me mam ge e P a i e FP re gre, a n rem m D B E tear P ui n ra Fa e PP A 


Cf FRE — pu», 
IEAA LAE, 得 : 


人 


Fr PI rr Pe e AE A mr rr 


民 LLERER SUAE Min 


HAEA, mem n HIDSE FEE "Tr finc (ue 
A A 


Ww 4f-xiGB€2n,Hn D 
Joco icnm- Jahn | nean 
ANB l 

REEERE JATUOJETLELES EGO. HEARRE, S4 E 
HANARNA LEK MRAR ALN 

定理 7. d jÉ0 Eo ERWE, p—s AIM, nxa, H 
儿 是 一 个 可 调调 数 了 的 不 定 积分 。 

Uu Rd eA AWE, 929 6 ERARE, gir 为 所 有 可 
8 SELLER] DAE e d C Os, 


3B,CO,n—1,2, -, 9 (B) < œw, B: N B; 2, iz j, B= U Bus 
nci 


A g= sup pA) dC,C€O, n—1, 2, … É lim CC 一 有 所 以 
A Cf f n3 - 


[| | =C EM, 0O)=S, RA DEANN), 0<p(D)<, H 
n=l 


由 9 的 u RERE LCD)>0, dk CUDEQ, AS 2u(cUD)- 
-u(0y--u(DYys, AMAA AE e ECN Eodem. 
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而 在 NONS ERR o0 soo, 同时 (D) 0, 9(D)7-0 5 (D) — 

=0, n(DY»0 都 是 不 可 能 发 生 的 ， 因 此 DCOD(XNO, RATH 

u(D) —0, 9(D) 0 5£ &(D)70, 9(D) =, RÉE NANOS A 
oo XN C) i 

了 的 不 十 积分 ,7 一 EONO 但 在 0n0 EREZTE I 


0., ÆC, 
LE € . E5538 E — Em TECX NC E RER edo h= fg, Hu 


$2= f g+ ( f—-9(AD C+ eCA( CX NO)» 9C4). 
A AHC ANGEN) 


Eo 


" RB 一 


i1, ite R" jas Lebesgue iHe, Fy Fo" METIER REEE $02) — TRO (bib 
行列 式 det T0, CE R", RA 

3) (Fea, 63) det T| sala, bjo 

2) a*a A= |det T|, p*ÇA} (ACE), 

8) EC v^«—9(3)C A^, 

4)» 4(9G(E)- idet P]uCE), (EE A") 

B) a AIIE BT T4 X" 内 的 还 动 ( 保 距 变换 ) 刚 aCRCE) T ACE) 

8) iR v2 R" 内 对 位 穆 任 不 变 的 Lebesguo-Sitiolijes jf, RI vous (0290). 

V) sk ECR", AYN, RE E^ 命 Bi 二 {zw |z 二 有 EB} 于 是 ACCE、\ BYUCRANE) 
20, Ch307, 

提示 WHIEH T SI ELSEIEONOUT 5f lt 


[^ " ] | BY | | EN ] EN |] 


XR, EEE o nT ELSE RROACEB EZ AT S) E E IE UE E D DLL ORE SERA ZORR, 因此 只 需 对 和 这些 
Tf T.H 35:468 Dm EL BIER 

3, BEAR R EBORE, 

FG )-- (r0 

IE" (r0), 
n—nupZ THEE Lebesgue-Biieltjos iH, RRE 

1) H!pqig—u)f8a-EXj25 aCapmdE. BU EC v^. qmHa(ÉE)-A*CE)-E BBPERDGSDNEN c 
点 向 人 小数 。 ”7 


E un 


TT Ar ERR PETITS 


调度 与 积分 en 


DENT I ERO Ceg e To 
3) f—g REN e f(n)-g( n) (1 2). 


20 ffan= X fo». 
1 
Ja 408 X 


5) fae » IOD] < 


A=] 
8. B Soes Ja D C D LAAR, 0 A CE, AD y FIR ARE ACE 
做 R” big Borel 两 数 1, Hb gloes 了 fn) (XD LAA 
4. WR CE, 0, a) AEE, A ERAEN ESL ARATA, A* Dusk 
E RI 上 的 Borel o- 环 ,于 是 
E 
ec A) ma | FOIE AY, CAC AT) 
H CRI, A!) 小 的 Lobesgue-Siieltjes IBE, vc (81) —1, 
2) BA 
F(r)—ngk-m,-]-aüifG mr» (€ HU 
RU LARAN TR GR il o3 MO, PC — 993 —0, PE 993— 1; EEREN Lebot- 
gue-Stielijes IMIE vr =vc Wifi Pc) WE fico E B CO 的 导 来 分 布 两 数 。 
3) FEME '(—6)—0, F(-Ece)— 100 EAE FC) 必定 某 测度 空间 CE, G, u) 
(CE) —1) BERGE PRESE HT IN ERN E ode a A 
4) RR g(o) E iA Borel diii I gCA COO 1529 CE, 8, a) MAC STIR 
[155 5:1] CC) W 
cay A vp Cg CA), CAC A1) 


Rn f scia = f oca 
E Ri 
OER T NOS: RAA SCRI] 3 — 306 (08D SCRI REA o RIED] US Lid? 9 OU TEER A, 
然后 用 单 里 收 茂 定理 拓 至 一 般 的 的 作 为 特例 刚 有 
ES 
E -a 


f OOM f aP, omoia 
E 


formam f Veirar, p>0, 
E ET 


` 
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这 个 定理 可 尾 推 广 至 多 挫 的 情形 如 下 ; . — 

8t (E, 0, a) AWE SR, (ED md fofi cs fus FiDPATBSERTIMERIR, A" Doi 
pou" Borele- 3, TE, 

1) poA) — MELIDE A} CACAT) Xy CR", A"). E d Lebesgue-Stioltjes 浏 HE, 
wnt Rr )—1, | 

2) F(r)ca(-—- m, mma fio eum) Co C A0) X R" A4 S oan SELECT 5-0. 
F(4-0)-713fFB rp rc CRI T o0. Foo EHI RES TEA c ey 799) OB». 
“+ i 

B) RE" PaESEHS RR F- 0) 7-9, P+ ) —1 Gg se Hp T (Pe rdi EC cR 
ABORTAR n: 


4) ik gz(gi s Sn) CAC AP) | jl 
B vap AEn CA) AEA) | 
tH M aUa. f -ncosg, iode mE 
7 E . 
S fida f xa, i=], m, 
B R"G 
5 RABEN (Ro, CT, RoR COMAS. TAE. BRANE NIRE 


Hpm TI FMSICEICISIEN SE m tE T. 
ET 
Fr PIA AERE, A RE RE LAO 
Ia- H "T 
IEN —fCTMN 
RAN Je T HARIRI A HER B Borel c- BF AE hs 如果 相应 的 A; nnnm 
ERGP AEC T's, RREO AEN. RRE 
1) G&r-—UHEE BS SI Ara EERE R RER Rx 的 
Borel o~ 3p, RUE Ara 
2) MAHE EREE] SAHRANE, ANAR R A 
Pnn s- EREESEHY- Apo l ] 
6. Sb CX, 0, 2) MWER, CX «Coo, f Xo arit, D Jy ERE E ENJA Bore: E : 
《可 测 ) 偶 画 数 并 在 [0, +] 上 上 单 疆 卉 ,于 是 对 任意 com RREA TER: 00e 
pr da ped) Cs anda 2 
s Ba sip eG Sud uc | T 


Uy a KENNEN TEN 


测度 与 积分 e5o 


— TE? RESI REOS | £1PCp2 00, B Mapxos 不 等 式 
f I£|9da—sPaCXS 


esa sup |f|? 
zcCcX 


. UPIET 
crises EL i 


B r=2, p(X nim Meüsrmes 不 等 式 ， 


firi tdu- gr 


— 了 [S| "da 
'ess sup |7 [3 ^L 0228 «0 
CX 


7. WE CE, D, a) AAEE (XL 
RM: P020, Sn SAARE 
Sifat Paumo, 
fo 区 通 -一 致 有 界 Fa fc S faf ldan, 
PERS AUT REIN Bo SNA GOERA KD K FERAE CX tb Ua, 
- if—el 
df oy (1177. .a 


+e” 
à RRHH SCI, p) Xa — EERIPSIRJEH. 
\ dfn f) 904 —5f 47 f. 
K 指示 ,由 用 Mapkos TER, 
8. RE e ZR O EAE EE nO pART, " 


aC(E) FaCF)— (EU P) oC FL. 
38 E, FP GO tht, RU 
aCE) E FTA) FENN 4CEUA US) AENEAN (3E). 
9. EXEAT AEM, e Ez mex Borel o- a d X vh Boi 3r 480 
Feb e-PRO EANN, H a(l ax PM PEDE OI:8 76 
4 一 1o 


10. Ek 0 JEFE SES B] X9 —t FE GREULAT BE, s 是 定义 在 De EAS PEINE CB 3... 
- qu. at= | U z) 2 p* (En), Ergen”, n=l, 8, eh AB pK, Pm D 时 看 
nej t=ł 


KHE UP) -a* CE) -a*(P), Eh p AX. ENER JURE u” 是 一 个 Carathéodory 外 测度 。 
1) B a RA Carathéodory 外 测度 , 旭 每 一 个 开 蘑 (因此 每 一 个 Borel (iK) a 可 
LEA ， 
2) Bi n* 是 一 个 Carath6odory JH HE UR E JE XB EABU MEE AR E ES E[) 
{zie U) 2l), Rl 


4 


e60 附 * 


Timo a (Bs) ca. 
3) 设 + 是 定义 在 Nw EMPAMRUR. BERANI ur MAE e” 38 Carathéo- 
dory JMRIE, 


l1. Ea RN SERRE EE, 0 4) 上 的 一 个 否 涯 有限 可 济 醒 数列 ， 且 fn 了 SIS 


出 存在 可 测 集 列 Es, 4 二 2，… 使 2 人 名 )==0, A Uo RES i2 mE 


iel 

—RHokek, “ . ， 

12. fra, 171,2, 是 5 IRO ERARE, MER EPEAREN 
前 的 ss 3—1L3,- ME n dH VEM. 

18. REY, r IRR EAI e png, H 9s ck ERG 3400 c, ] 0 zEXS 
ETT T 

34. Bfe EMEARI, 0, a) LUWR, e fo 一 > 了 MEE Ua 的 一 个 子 
序列 U aic IERE J o 


15. Bfm 于 是 测度 空间 (pw) J-erorue, RI 15-10 f£ rs 
| A 
f f9 4En 一 数 。 
1 


16. ER CX, 0, a) EWEEN, EMP CX n 上 TRIS RAS EF RR ACH 
APF)—KEAF—-(E,"F)U ZB) nfi x dimi ERO. UXOR “~” 民有 自 反 性 对 称 性 
和 修 避 性 (名 “~ 是 一 个 等 价 闫 条), BI EF ra E)—a F)ÉGCGE[]PF).s MERDA 
Æ EF TE E -5 FRIERI EA, MERGET, OU BAS 呈 环 ,本 作 GU. 
E. 6 也 是 OCA] CARE, AU l] 于 一 切 有 具有 有 限 测度 的 第 台 , BUIEN AA, F= 
二 殿下 yu — d ie Senn | 


本 书 所 用 主要 符号 囊 


U, n. 集 的 埋 , 交 ,着 。 

T,X;:1;—: 代数 运算 中 的 加 ;和 ; H, A eo 
T. -RETR To 

T. THRAFP 

T*. TURMAT 

DCT): 工 的 定义 域 。 


之 ( 了 TT)， 了 的 值 城 。 


pE e 
MT: TELE 
E, Epe; itama. 


(OE Emmai 

仿 ， 宏 间 中 的 每 元 。 

©: Hilbert zzi. 

Ki) —RM CREE e 
fw)， 一 般 表 示 泛 责 数 。 


P) 满足 命题 己 规 定 的 性 质 的 那些 元 = 的 生体。 


===; KR RR. 


TP" 
kal 
8B 
zi 


: BAWB. 

BREE bayo RRRA o 
O RRP Bol 一 般 表示 实数 或 填 数 。 
Que m, p govi MIRER ， 

AB. MERKEA 0 

CK. 一般 表 示 实 数 或 复数 下体 。 

n B) TEAXBICOU o, B 2922 CHR RO 

‘a, Bl. ARE 

0048, B81， 左 开 有 期 区 间 。 

"Ee 8)， 左 角 右 并 区 间 。 

Sr), DAY Apta r PRERE 
B(g,ry DAY Api e 为 中 径 的 开 球 。 
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